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Regularita řešeńı diferenciálńıch rovnic a superkonvergence
metody konečných prvk̊u 19

Literatura 19
Abstract 23

3



Josef Daněček se narodil 21. 11. 1946 ve Znojmě. Po maturitě studoval

odbornou matematiku (obor matematická analýza) na Př́ırodovědecké fakultě
Masarykovy univerzity v Brně, kterou ukončil v roce 1973 státńı závěrečnou

zkouškou a obhajobou diplomńı práce na téma ”Perron̊uv integrál a některé
jeho aplikace”.

V ř́ıjnu 1974, po ukončeńı základńı vojenské služby, nastoupil jako odborný

asistent-nepedagog na katedru obráběćıch a tvářećıch stroj̊u Fakulty strojńı
VUT Brno, kde pod vedeńım doc. J. Hlaváčka prováděl matematickou analýzu

problémů statiky stojan̊u karusel̊u a v závěrečné fázi řadu výpočt̊u programoval
v jazyku Algol. Výsledky byly prezentovány v oponovaných výzkumných zprá-

vách. V pr̊uběhu p̊usobeńı na této katedře vykonal v červnu 1976 na Př́ırodo-
vědecké fakultě MU v Brně rigorózńı zkoušku v oboru matematická analýza

a obhájil rigorózńı práci na téma ”Parciálńı diferenciálńı rovnice v polorovině”
pod vedeńım doc. J. Chrastiny.

V červnu 1977 nastoupil na katedru matematiky Fakulty stavebńı VUT Brno

jako odborný asistent. Na podzim roku 1978 začal navštěvovat na Matema-
tickém ústavu ČSAV v Praze seminář prof. J. Nečase z parciálńıch diferenciálńıch

rovnic. V roce 1979 zahájil exterńı aspiranturu u prof. J. Nečase
z Matematicko-fyzikálńı fakulty UK Praha, kterou v roce 1985 ukončil ob-

hajobou kandidátské dizertačńı práce ”Regularita slabých řešeńı nelineárńıch
eliptických systém̊u” v oboru diferenciálńı a integrálńı rovnice.

Během aspirantury začal spolupracovat na problematice regularity slabých
řešeńı nelineárńıch eliptických a parabolických systémů parciálńıch diferen-
ciálńıch rovnic s doc. J. Starou a doc. O. Johnem z Matematicko-fyzikálńı

fakulty UK Praha. Tato spolupráce se i nadále rozv́ıj́ı a v současné době je
podán společný grant ”Regularita řešeńı nelineárńıch systém̊u parciálńıch dife-

renciálńıch rovnic a minim variačńıch integrál̊u” do GA ČR. Daľśı spolupráce
na poli teorie regularity nelineárńıch systémů parciálńıch diferenciálńıch rovnic

byla navázána s vědeckými pracovńıky katedry matematické analýzy Matema-
ticko-fyzikálńı fakulty UK v Bratislavě. Navázal rovněž aktivńı pracovńı kon-
takty s předńımi světovými odborńıky v oblasti diferenciálńıch rovnic z Petro-

hradské státńı univerzity a Petrohradského elektrotechnického institutu, kde
o svých výsledćıch referoval.

Zapojil se také do výzkumu na problematice matematického popisu š́ı̌reńı
vlhkosti a tepla v porézńıch materiálech. Na řešeńı tohoto problému byl na ústa-

vu matematiky Fakulty stavebńı źıskán v roce 1995 grant ”Numerické mode-
lováńı difusńıch proces̊u v extrémńıch podmı́nkách”, který byl ukončen v lednu

1997 úspěšnou obhajobou.
Daľśı rozsáhlá spolupráce zaměřená na aplikace matematických metod ve
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vodohospodářském výzkumu se rozvinula s pracovńıky ústavu vodńıch staveb

Fakulty stavebńı. V letech 1999-2001 se pod́ılel na grantu ”Návrh obecné meto-
diky pro sestavováńı matematických model̊u kvality vody v śıti vodńıch tok̊u”.

Touto problematikou se doc. Daněček dále zabývá ve výzkumném záměru, jehož
nositelem je ústav vodńıch staveb, a z těchto pracovńıch kontakt̊u vzešla celá
řada cenných publikaćı. V roce 1998 se habilitoval na Fakultě stavebńı v oboru

”Aplikovaná matematika”.
Po nástupu na katedru matematiky Fakultu stavebńı VUT Brno v roce 1977

byl zapojen do výuky nejprve vedeńım cvičeńı a seminář̊u a po ukončeńı aspi-
rantury byl pověřován přednáškami jak na dálkovém, denńım, tak i doktorském

studiu. Je spoluautorem čtyř skript pro základńı kurzy matematiky a učebńıch
podklad̊u pro kombinovanou formu studia na Fakultě stavebńı VUT, byl členem

pedagogické komise pro vodohospodářské obory. Připravil také návrh výuky
nového předmětu s názvem ”Systém MAPLE”. Doc. Daněček je školitelem
doktorand̊u v oboru matematické inženýrstv́ı na Fakultě strojńıho inženýrstv́ı

VUT. V loňském roce obhájil jeho doktorand disertačńı práci.
Doc. Daněček se též aktivně pod́ıĺı na organizaci vědeckého života v české

matematické komunitě. Byl členem organizačńıch výbor̊u tř́ı mezinárodńıch, tř́ı
domáćıch konferenćı a je aktivńım členem Matematické vědecké sekce Jednoty

český matematik̊u a fyzik̊u.
Výsledky své vědecko-výzkumné práce publikoval doc. Daněček jako au-

tor nebo spoluautor v jednoho př́ıspěvku v zahraničńı monografii, jednoho
př́ıspěvku v domáćı monografii, deseti článćıch ve vědeckých zahraničńıch časo-
pisech, dev́ıti článćıch v domáćıch vědeckých časopisech a dvaceti př́ıspěvćıch

ve sborńıćıch mezinárodńıch a národńıch konferenćı. Je rovněž dlouholetým re-
cenzentem pro časopis ”Zentralblatt für Mathematik”
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1 ÚVOD

Budeme se zabývat kvalitativńımi vlastnostmi slabých řešeńı nelineárńıch sys-
témů parciálńıch diferenciálńıch rovnic v divergentńım tvaru

−DαAα
i (x, u(x), Du(x)) = Bi(x, u(x), Du(x)), i = 1, . . . , N, N ≥ 1 (1)

v omezené, otevřené množině Ω ⊂ Rn, x ∈ Rn (zde a v daľśım použ́ıváme
Einsteinovu sč́ıtaćı konvenci). Na koeficienty Aα

i , Bi jsou kladeny jisté podmı́nky

hladkosti, r̊ustové podmı́nky a jestliže nav́ıc plat́ı, že existuj́ı spojité parciálńı
derivace koeficient̊u Aα

i , tj. Aα
i ∈ C1(RnN) a ∂Aα

i (x, u, p)/∂pj
βξ

α
i ξβ

j ≥ ν|ξ|2 pro

každé x ∈ Ω, u ∈ Rn, p, ξ ∈ RnN , ν > 0 je daná konstanta, ř́ıkáme, že je splněna

podmı́nka elipticity a systém (1) nazýváme nelineárńım eliptickým systémem
parciálńıch diferenciálńıch rovnic. Slabým řešeńım rozumı́me vektorovou funkci

u, která je ze Sobolevova prostoru W 1,2
loc (Ω, RN) a splňuje následuj́ıćı integrálńı

identitu∫
Ω

Aα
i (x, u(x), Du(x))Dαϕi(x) dx =

∫
Ω

Bi (x, u(x), Du(x))ϕi(x) dx (2)

pro každé ϕ ∈ W 1,2
0 (Ω, RN).

Problém regularity (hladkosti) slabého řešeńı je velmi d̊uležitá část teorie
parciálńıch diferenciálńıch rovnic. Tato problematika se často v literatuře nazývá

19-tý Hilbert̊uv problém. Výsledky této teorie jsou významné i z hlediska num-
erického řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic. Jeho řešeńım se v posledńıch

desetilet́ıch zabývala celá řada významných matematik̊u.
Otázka regularity slabého řešeńı jedné nelineárńı rovnice (N = 1), lineárńıho

eliptického systému (v rovnici (1) je Aα
i (x, u, Du) = Aαβ

ij (x)Dβu
j) a nelineárńıho

systému byla v letech 1940 - 1972 kladně řešena řadou autor̊u pro dimenzi dva.
Zcela odlǐsná situace nastává v př́ıpadě, že dimenze je větš́ı než dva.

Ve své práci z roku 1968 E. De Giorgi ukázal př́ıklad lineárńıho systému
s neregulárńım řešeńım. Daľśı protipř́ıklady následovaly: pro quasilineárńı sy-

stémy (v rovnici (1) je Aα
i (x, u, Du) = Aαβ

ij (x, u)Dβu
j) v článku z roku 1968

E. Giusti, M. Miranda, 1972 J. Nečas, J. Stará a konečně J. Nečas v roce 1977

ukázal př́ıklad nelineárńıho eliptického systému s analytickými koeficienty, který
má právě jedno lipšicovské řešeńı, tj. gradient řešeńı je nespojitý. Hilbert̊uv
problém byl tedy zodpovězen negativně.

V současné době už bylo mnoho otázek teorie regularity zodpovězeno, ale na
druhé straně z̊ustává řada otevřených problémů. Obecně lze ř́ıci, že slabé řešeńı

nelineárńıch eliptických systémů neńı regulárńı (řešeńı neńı v prostoru C1,γ,
0 < γ < 1, viz [30]). V minulém obdob́ı byla publikována celá řada praćı, které
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se týkaly částečné regularity, t.j. regularity všude až na množinu singulárńıch

bod̊u s nulovou Hausdorffovou mı́rou (přehledně viz [2], [3], [4], [19], [20], [22],
[30], [31], [32]). Otázka regularity gradientu jediného minima konvexńıho a dife-

rencovatelného funkcionálu z̊ustávala pro 3 ≤ n ≤ 4 dlouho otevřena. Problém
byl řešen v publikaćıch V. Šveráka a X. Yan, [34], [35], kde je konstruován př́ı-
klad funkcionálu, který má všechny požadované vlastnosti a jediné minimum

s nespojitým a neomezeným gradientem. Úplná regularita (tj.každé řešeńı je
tak hladké, jak dovoluj́ı koeficienty a okrajové podmı́nky dané úlohy) nemůže

být tedy obecně ukázána ani v tomto speciálńım př́ıpadě. Proto se hledaly
doplňuj́ıćı podmı́nky, za kterých regularita plat́ı. V článku M. Giaquinty a

J. Nečase [21] bylo ukázáno, že jestliže nelineárńı systém splňuje Liouvillovu
podmı́nku, pak je řešeńı regulárńı. Za jistých předpoklad̊u plat́ı i opačné tvrzeńı.

Aby ovšem tento postup mohl být použit, je třeba ověřit, že všechna slabá řešeńı
systému maj́ı omezený gradient (viz [21], [29]). Tento restriktivńı požadavek
byl zeslaben v praćıch [6], [8], kde Liouvillova podmı́nka byla formulována

v termı́nech BMO prostor̊u (prostory funkćı s omezenou středńı oscilaćı). Funkce
z tohoto prostoru nemuśı být ohraničné, tj. L∞ � BMO. Dále v práci [7] bylo

ukázáno, že existuj́ı nelineárńı eliptické systémy, pro něž je gradient slabého
řešeńı v prostoru BMO. V práci [12], která v jistém smyslu zobecňuje výsledek

práce [23], bylo pro nelineárńı eliptický systém ukázáno, že pokud bude gradient
slabého řešeńı v okoĺı bodu v jistém smyslu bĺızký lineárńı funkci, pak je v tomto

okoĺı řešeńı regulárńı. Jiný př́ıstup k této problematice ukázal A. I. Košelev ve
své práci [25]. Myšlenky této práce v daľśıch letech rozvinul a publikoval spolu
se svými spolupracovńıky v článćıch a v knihách [26], [27] a [28]. A. I. Košelev

dokázal regularitu slabého řešeńı v př́ıpadě, že disperze vlastńıch č́ısel matice
koeficient̊u (∂Aα

i /∂pj
β) neńı př́ılǐs velká. Problematika regularity slabého řešeńı

nelineárńıch parabolických systémů parciálńıch diferenciálńıch rovnic je sama
natolik obsáhlá, že ji zde neńı možno prezentovat v plné š́ı̌ri. Některé podstatné

výsledky jsou obsaženy v článku J. Nečase, V. Šveráka (viz [33]) a pro n = 2
v článku [24].

Z výše uvedeného plyne, že nalézt podmı́nky úplné regularity nelineárńıho

systému je a asi z̊ustane poměrně obt́ıžné. Jako sch̊udněǰśı se jev́ı ukázat, že
slabé řešeńı je v prostoru hölderovsky spojitých funkćı, jak bylo v prostoru

dimenze dva a tři ukázáno v článćıch [3], [4] a [19] anebo dokázat silněǰśı
výsledek, a to, že gradient slabého řešeńı patř́ı do prostoru BMO. Tento fakt im-

plikuje, že řešeńı je hölderovsky spojité s libovolným exponentem hölderovskosti
menš́ım než jedna a dokonce v́ıce - řešeńı je zygmundovsky spojité. Jistým

pokrokem v tomto směru byla práce [9], kde je ukázana nutná podmı́nka pro
BMO-regularitu gradientu slabého řešeńı nelineárńıho eliptického systému a kde
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je uveden systém, který dané podmı́nce vyhovuje. Práce [10] je podstatným

zobecněńım výsledku z [9]. V článku [10] je dokázáno, že jestliže poměr koefi-
cientu omezenosti a konstanty elipticity je menš́ı nebo roven konstantě P > 1,

pak pro dostatečně velkou konstantu elipticity dostaneme, že gradient slabého
řešeńı je lokálně v prostoru BMO. Výsledek z [10] neplyne ze závěr̊u práce [26]
a [27], jak ukazuje článek [11]. Na některé myšlenky článku [10] navazuje práce

[18], kde je za slabš́ıch předpoklad̊u kladených na systém dokázána dokonce
C1,γ-regularita nelineárńıho eliptického systému a je tedy částečně zodpovězena

otázka položená v [20]. Práce [18] obsahuje a zobecňuje výsledek článku [10].
Článek [13] zobecňuje výsledek práce [7] a v jistém směru rozšǐruje publikaci

[1] na nelineárńı eliptický systém, jehož hlavńı část je součtem eliptického ope-
rátoru s nespojitými, měřitelnými a omezenými koeficienty a nelineárńı pertur-

bace, která má sublineárńı r̊ust v proměnné, jež odpov́ıdá gradientu slabého
řešeńı. Zobecněńım a rozš́ı̌reńım výsledk̊u práce [13] jsou články [15] a [16].
Články [14], [17] jsou d̊usledkem práce [13] a týkaj́ı se problematiky regularity

minim variačńıch integrál̊u.
V závěru lze ř́ıci, že výzkum BMO-regularity lineárńıch eliptických systémů

parciálńıch diferenciálńıch rovnic (viz např. [2], [1]) otev́ırá cestu k pochopeńı
problematiky regularity nelineárńıch eliptických a parabolických systémů. Prvńı

poznatky jsou źıskány v článćıch [15] a [16] s využit́ım práce [7]. Dále práce [10]
a [18] ukazuj́ı, že cesta přes kontrolovanou oscilaci koeficient̊u systému s kom-

binaćı jemněǰśıch odhad̊u vede k d̊ukazu BMO-regularity, resp. C1,γ-regularity.
Tyto závěry se daj́ı použ́ıt na složitěǰśı systémy eliptických a parabolických
parciálńıch diferenciálńıch rovnic. Cı́lem je nalézt takové podmı́nky na koefi-

cienty nelineárńıho eliptického (parabolického) systému parciálńıch diferenciál-
ńıch rovnic, které by zaručovaly BMO-regularitu, resp. C1,γ-regularitu slabého

řešeńı (což se podařilo aspoň v př́ıpadě, že koeficienty systému záviśı pouze na
gradientu řešeńı) s možným rozš́ı̌reńım až do hranice, př́ıpadně za jistých dosti

obecných podmı́nek dokázat hölderovskost řešeńı v libovolné dimenzi větš́ı než
dva. Rovněž je aktuálńım tématem studovat regularitu v dimenzi dva, kde je
celá řada otevřených problémů (viz [24]). Źıskáńı takových výsledk̊u by pod-

statně přispělo k prohloubeńı teorie regularity.
Studium regularity slabého řešeńı nelineárńıch parciálńıch diferenciálńıch

rovnic má nejen čistě teoretický aspekt, ale i značný význam pro kvalitu nume-
rického řešeńı lineárńıch i nelineárńıch diferenciálńıch rovnic (viz [32]). Všechny

numerické metody řešeńı nelineárńıch eliptických systémů jsou totiž vysoce
citlivé na regularitu řešeńı. Př́ıtomnost singularit vede ke značnému zpoma-

leńı konvergence a dokonce k možnosti úplného kolapsu výpočtu, či k źıskáńı
zcela nevěrohodných výsledk̊u.
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Protože problematika regularity nelineárńıch systémů parciálńıch diferen-

ciálńıch rovnic je technicky poměrně náročná, ukážeme některé jej́ı aspekty
v dimenzi jedna.

2 REGULARITA DIFERENCIÁLNÍCH ROVNIC

2.1 Úvod

1. Př́ıklady obyčejných nelineárńıch diferenciálńıch rovnic:

(a)
d2u

dx2(t) + G (t, u(t)) = f(t), t ∈ (0, π)

s podmı́nkami

u(0) = u(π) = 0

kde G spojitá funkce na [0, π] × R. V př́ıpadě, že G(t, u(t)) = ω2 sin u(t) a
f(t) = 0 předešlá nelineárńı rovnice popisuje malé kmity matematického kyva-

dla s úhlovou frekvenćı ω = g/l.
(b) V teorii chemických reaktor̊u

β
d2c

dx2(x) − dc

dx
(x) + F (c(x)) = 0, x ∈ (0, 1)

s podmı́nkami
αu(0) − u′(0) = 0 u′(1) = 0

kde c je koncentrace látky, F je spojitá funkce na R a α, β > 0 jsou dané

konstanty.
2. Př́ıklady nelineárńıch parciálńıch diferenciálńıch rovnic:
(a) Rovnice Mongeova-Amperova - charakteristickým nelineárńım problémem

je úloha naj́ıt plochu popsanou funkćı u(x, y) pro (x, y) ∈ Ω, která má na okraji
∂Ω předepsaný tvar a která má přitom předepsanou křivost. Tato úloha vede

k rovnici
∂2u

∂2x

∂2u

∂2y
−

(
∂2u

∂x∂y

)2

= f(x, y)

s podmı́nkou
u(x, y) = g(x, y)

pro každé (x, y) ∈ ∂Ω.
(b) Boussinesqova rovnice (1904) - použ́ıvá se k popisu prouděńı podzemńı

vody a má následuj́ıćı tvar

∂u

∂t
(x, t) − K

S

∂

∂x

(
u(x, t)

∂u

∂x
(x, t)

)
− 1

S
N(t) = 0
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s podmı́nkami

u(x, 0) = u0(x) u(0, t) = g(t)
∂u

∂x
(a, t) = 0

kde u je volná hladina vody, u0, g jsou dané funkce, N je rychlost vertikálńıho
př́ıtoku k hladině vody, K je hydraulická vodivost homogenńıho izotropńıho
kolektoru a S je storativita. Konstanty záviśı na vlastnostech kapaliny a zeminy

(porovitost a vlhkost prostřed́ı).
(c) Následuj́ıćı rovnice se vyskytuje v aplikaćıch: teorie š́ı̌reńı tepla, difuze plynu

(š́ı̌reńı energie a látek v hostitelském prostřed́ı - hostitelské prostřed́ı se nehýbe)

∂u

∂t
(x, t) − ∂

∂x

(
|u(x, t)|p−2∂u

∂x
(x, t)

)
= f(x, t) x ∈ (0, 1), t > 0

(kde p > 2 je daná konstanta) s podmı́nkami

u(x, 0) = u0(x) x ∈ (0, 1)

u(0, t) = u(1, t) = 0 t > 0

2.2 Pojem klasického řešeńı

Nechť a1 ∈ C1([a, b]×R2), a0 ∈ C([a, b]×R2) a f ∈ C([a, b]). Klasickým řešeńım
okrajové úlohy

− d

dx
[a1(x, u(x), u′(x))] + a0 (x, u(x), u′(x)) = f(x) (3)

u(a) = u(b) = 0 (4)

nazýváme funkci u ∈ C2([a, b]), která splňuje (3) pro každé x ∈ (a, b) a podmı́nky

(4).
Předpokládejme, že u ∈ C2([a, b]) je řešeńım problému (3), (4). Plat́ı

−
b∫

a

d

dx
[a1(x, u(x), u′(x))]ϕ(x) dx +

b∫
a

a0 (x, u(x), u′(x))ϕ(x) dx

=

b∫
a

f(x)ϕ(x) dx (5)

a plat́ı-li nav́ıc ϕ(a) = ϕ(b) = 0, dostáváme integraćı per partes

b∫
a

a1 (x, u(x), u′(x))ϕ′(x) dx +

b∫
a

a0 (x, u(x), u′(x))ϕ(x) dx =

b∫
a

f(x)ϕ(x) dx (6)
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Vid́ıme, že funkce u ∈ C2([a, b]), která pro každou funkci ϕ ∈ C1
0([a, b]) splňuje

vztah (6), je řešeńım rovnice (3) za podmı́nek (4) v obvyklém smyslu. Z tohoto
vyplývá, že můžeme mı́sto rovnice (3) uvažovat integrálńı identitu (6).

Integrálńı rovnice (6) má smysl i za obecněǰśıch předpoklad̊u než u ∈ C2([a, b]).
Stač́ı, aby funkce u byla absolutně spojitá na intervalu [a, b]. Funkce absolutně
spojitá má skoro všude na (a, b) konečnou derivaci (ve smyslu Lebesgueovy

mı́ry), která je Lebesgueovsky integrovatelná na (a, b).

2.3 Sobolevovy prostory

Nyńı zavedeme výše uvedené prostory absolutně spojitých funkci. Řekneme, že

funkce f je absolutně spojitá na intervalu [a, b], jestliže pro každé ε > 0 existuje
δ > 0 tak, že pro jakákoliv a ≤ a1 < b1 ≤ a2 < b2 ≤ . . . ≤ an < bn ≤ b plat́ı

implikace
n∑

i=1

(bi − ai) < δ ⇒
n∑

i=1

|f(bi) − f(ai)| < ε.

Prostor absolutně spojitých funkćı budeme značit AC([a, b]).
Funkce

f(x) =

{
x sin 1

x x ∈ (0, 1],
0 x = 0,

je spojitá, ale neńı absolutně spojitá.
Funkce

f(x) =

{
x2 sin 1√

x
x ∈ (0, 1],

0 x = 0,

je absolutně spojitá.

Daľśım d̊uležitým pojmem spojitosti je Hölderovsky spojitá funkce. Řekneme,
že funkce f je Hölderovsky spojitá na intervalu [a, b] s exponentem 0 < λ ≤ 1,

jestliže pro každé x, y ∈ [a, b] plat́ı

|f(x)− f(y)| ≤ c |x − y|λ .

Prostor Hölderovsky spojitých funkćı budeme značit C0,λ([a, b]). Pro λ = 1
těmto funkćım ř́ıkáme Lipschitzovsky spojité funkce.

Funkce

f(x) =
1

ln x

je absolutně spojitá na [0, 1], ale neńı Hölderovská pro žádné α ∈ (0, 1].
Funkce

f(x) = |x|α
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je Hölderovsky spojitá na [−1, 1], ale nemá derivaci v bodě 0 pro žádné α ∈
(0, 1]. Hölderovskost vyplývá z nerovnice

||x|α − |y|α| ≤ ||x| − |y||α ≤ |x − y|α .

Plat́ı následuj́ıćı vnořeńı

C2([a, b]) � C1([a, b]) � C0,λ([a, b]) � C0,1([a, b]) � AC([a, b]) � C([a, b]) ,

kde 0 < λ < 1.

Symbolem W 1,2((a, b)) označme množinu všech funkćı absolutně spojitých
na intervalu [a, b] s derivaćı (derivace existuje skoro všude na (a, b)) patř́ıćı do
Lebesgueova prostoru L2((a, b)). Na tomto prostoru se definuje skalárńı součin

vztahem

(u, v)W 1,2((a,b)) =

b∫
a

u(x)v(x) dx +

b∫
a

u′(x)v′(x) dx

a tedy norma

‖u‖W 1,2((a,b)) =

⎛
⎝

b∫
a

|u(x)|2 dx +

b∫
a

|u′(x)|2 dx

⎞
⎠

1/2

Tyto lineárńı prostory opatřené výše definovanou normou se obvykle nazývaj́ı

Sobolevovy prostory. Podprostor W 1,2
0 ((a, b)) prostoru W 1,2((a, b)) je tvořen

funkcemi u ∈ W 1,2(a, b) takovými, že u(a) = u(b) = 0.
Poznámka 1. Prostor C1([a, b]) je hustý podprostor v prostoru W 1,2((a, b))

a prostor C1
0([a, b]) je hustý podprostor v prostoru W 1,2

0 ((a, b)).
Analogicky se definuj́ı prostory W 1,p((a, b)), kde 1 ≤ p ≤ ∞. Zde se požaduje,

aby derivace (derivace existuje skoro všude na (a, b)) patřila do Lebesgueova
prostoru Lp((a, b)). Dá se ukázat, že prostor W 1,∞((a, b)) je ekvivalentńı s pro-

storem C0,1([a, b]).

2.4 Definice a existence slabého řešeńı

Nechť a1, a0 ∈ C0([a, b]×R2) a g je spojitá funkce na R. Budeme předpokládat,
že

|a1(x, v, p)| ≤ c(g(v) + |p|) |a0(x, v, p)| ≤ c(g(v) + |p|2) (7)

pro každé x ∈ [a, b] a každé v, p ∈ R.
Nechť f ∈ L2((a, b)). Řekneme, že funkce u ∈ W 1,2((a, b)) je slabým (zobecněným)

řešeńım okrajové úlohy

− d

dx
[a1 (x, u(x), u′(x))] + a0 (x, u(x), u′(x)) = f(x) (8)
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u(a) = u0, u(b) = u1 (9)

jestliže funkce u splňuje podmı́nky (9) a pro každé ϕ ∈ W 1,2
0 ((a, b)) plat́ı

b∫
a

a1(x, u(x), u′(x))ϕ′(x) dx +

b∫
a

a0 (x, u(x), u′(x))ϕ(x) dx =

b∫
a

f(x)ϕ(x) dx(10)

Poznámka 2. Okrajové úloze, při které jsou předepsány pouze hodnoty funkce
v okrajových bodech, se ř́ıká Dirichletova úloha.

Abychom dostali existenci slabého řešeńı, muśıme o koeficientech a1, a0 vědět
v́ıce, než je spojitost koeficient̊u a r̊ustové podmı́nky (7). Předpokládejme, že

existuj́ı konstanty c2 > 0 a c2 > c3 tak, že pro všechna x ∈ [a, b], v, w, p, q ∈ R

plat́ı

[a1(x, v, p)− a1(x, w, q)] (p − q) + [a0(x, v, p)− a0(x, w, q)] (v − w)

≥ c2|p − q|2 − c3|v − w|2. (11)

Tuto podmı́nku nazýváme podmı́nkou monotonie.
Př́ıklad 1. Budeme-li v př́ıkladu 1(b) z úvodu předpokládat, že funkce F je

neklesaj́ıćı na R a β > 1, máme

[a1(x, v, p)− a1(x, w, q)] (p − q) + [a0(x, v, p)− a0(x, w, q)] (v − w)

= [βp − v − (βq − w)] (p − q) + [F (v) − F (w)] (v − w)

≥ β(p − q)2 − (v − w)(p − q) ≥ β(p − q)2 − 1

2
(v − w)2 − 1

2
(p − q)2

≥
(

β − 1

2

)
|p − q|2 − 1

2
|v − w|2

pro každé v, w, p, q ∈ R a tedy podmı́nka monotonie (11) je splněna.

Věta 1. Nechť a1, a0 jsou spojité funkce na [a, b]×R2 splňuj́ıćı r̊ustové podmı́nky

(7), podmı́nky monotonie (11) a f ∈ L2((a, b)). Pak existuje právě jedno slabé
řešeńı úlohy (8)-(9).

2.5 Některé výsledky teorie regularity

Nyńı můžeme formulovat základńı věty o regularitě. V daľśım se omeźıme na

Dirichletovy podmı́nky (9) s u(a) = u(b) = 0.

Věta 2. Nechť jsou splněny předpoklady Věty 1 a funkce f je spojitá na [a, b] a

nechť u ∈ W 1,2
0 ((a, b)) je slabé řešeńı úlohy (8)-(9). Pak u ∈ C1

0([a, b]).

Věta 3. Nechť jsou splněny předpoklady Věty 2 a nav́ıc a1 ∈ C1([a, b] × R2).

Pak slabé řešeńı úlohy (8)-(9) má spojitou derivaci druhého řádu na intervalu
[a, b] a rovnice (8) je splněna v každém bodě intervalu [a, b].
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3 VARIAČNÍ INTEGRÁLY

3.1 Funkcionály

Budeme uvažovat funkcionály typu

F(u) =

b∫
a

f(x, u(x), u′(x)) dx (12)

které se nazývaj́ı variačńı integrály. Integrand f je spojitá funkce na [a, b]×R2

a nazývá se Lagrangeova funkce (Lagrangián).

Řada technických a fyzikálńıch problémů vede na hledáńı minima těchto
funkcionál̊u na nějakých vhodných funkčńıch prostorech.

Př́ıklady funkcionál̊u :

(a) Brachistochrona - J.Bernoulli, 1696
Úlohou je naj́ıt tvar dráhy u mezi body A = [0, 0] a B = [a, b], po které

se pohybuje těleso o hmotnosti m (vlivem vlastńı t́ıže bez třeńı) z bodu A do
bodu B tak, aby čas byl nejkratš́ı. Po jistých úvahách lze problém převést na

úlohu nalezeńı minima funkcionálu

F(u) =

a∫
0

√
1 + (u′(x))2√

2gu(x)
dx

za podmı́nek u(0) = 0 a u(a) = b, kde a, b > 0 jsou dané konstanty a g je

gravitačńı konstanta.
(b) Obtékáńı pevného tělesa

Problém tvaru pevného tělesa, které má nejmenš́ı odpor v proudu plynu.
Je zřejmé, že tato úloha vyžaduje použit́ı variačńıho počtu. Variačńı formulace
zde vzniká přirozeně a neńı alternativńıho př́ıstupu k této úloze. Následuj́ıćı

funkcionál je odvozen za předpokladu, že u′ � 1 a přepokladu, že jde o ř́ıdký
plyn. Funkcionál představuje velikost śıly, která p̊usob́ı na těleso, jehož tvar je

dán rovnićı y = u(x).

F(u) = 4π
v2

a∫
0

[u′(x)]
3
u(x) dx

za podmı́nek
u(0) = 0, u(a) = R,

kde a, R jsou dané kladné konstanty, 
 je hustota plynu a v je rychlost plynu
vzhledem k tělesu.
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Řešeńı je tvaru

u(x) = R
(x

a

)3/4
.

Slabým minimem funkcionálu (12) na množině

M =
{
u ∈ C1([a, b]) : u(a) = A, u(b) = B

}
nazveme funkci u0 ∈ M tak, že plat́ı

F(u0) ≤ F(u)

pro každé u ∈ M.
Př́ıklad 1. Nyńı ukážeme př́ıklad Lagrangiánu, který je polynom - tedy analytic-

ká funkce a minimum př́ıslušného funkcionálu patř́ı do prostoru C1([−1, 1]), ale
minimum neńı tř́ıdy C2. Tedy ani pěkné chováńı Lagrangiánu nezaruč́ı, že slabé

minimum je automaticky klasické minimum. Funkce

u(x) =

{
0 x ∈ [−1, 0],
x2 x ∈ (0, 1]

je tř́ıdy C1([−1, 1]), která je jediným minimem funkcionálu

F(u) =

1∫
−1

u2(x) [2x − u′(x)]
2

dx

s podmı́nkami u(−1) = 0 a u(1) = 1. Je zřejmé, že funkce u neńı tř́ıdy C2.
Př́ıklad 2 (Euler̊uv paradox). Situace je dokonce komplikovaněǰśı. Existuje La-

grangián, který je polynom - tedy analytický a minimum př́ıslušného funkcionálu
s pevnými okrajovými podmı́nkami lež́ı v tř́ıdě lipšicovských funkćı, ale neńı

tř́ıdy C1([0, 1]), a tedy ani funkce tř́ıdy C2([0, 1]).
Je vidět, že infimum funkcionálu

F(u) =

1∫
0

[
(u′(x))2 − 1

]2
dx

na množině C =
{
C1([0, 1]) : u(0) = u(1) = 0

}
je 0, ale tato hodnota nemůže

být dosažena v prostoru C.
Nicméně existuje nekonečně mnoho pilovitých funkćı na [0, 1] splňuj́ıćıch

podmı́nky u(0) = u(1) = 0 a nabývaj́ıćıch hodnoty 0 pro funkcionálF . Skutečně
každá lipšicovská funkce u splňuj́ıćı u′(x) = ±1 skoro všude je ta správná.

Poznámka 1. Tyto př́ıklady ukazuj́ı, že prostory C1, nebo C2 nemuśı být
přirozenými tř́ıdami pro řešeńı variačńıch problémů. Je vidět, že problém zde
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vzniklý je v tom, v jakém funkčńım prostoru hledat minimum daného funkci-

onálu. Problém s ”lomeným minimem” nemá žádný umělý p̊uvod, ale vyskytuje
se zcela přirozeně v aplikaćıch. Např. plachtěńı proti větru. Námořńık muśı

křižovat a měńı směr plachtěńı mezi dvěma nejlepš́ımi úhly, aby využil v́ıtr co
nejlépe.

Řekneme, že funkcionál (12) má v bodě u ∈ W 1,2((a, b)) zobecněné minimum,

jestliže funkce u je minimem na množině

N =
{
u ∈ W 1,2((a, b)) : u(a) = A, u(b) = B

}
.

Př́ıklad 3 (Lavrentěv̊uv jev). Tento př́ıklad ukazuje, že je nutný opatrný výběr

prostoru ve kterém hledáme minimum daného funkcionálu. Uvažujme funkcionál

F(u) =

1∫
0

[x − u(x)]2 [u′(x)]
6

dx.

Označme
M1 =

{
u ∈ C0,1((0, 1)); u(0) = 0, u(1) = 1

}
M2 =

{
u ∈ W 1,1((0, 1)) : u(0) = 0, u(1) = 1

}
.

Pak
inf

u∈M1

F(u) ≥ c > 0 = inf
u∈M2

F(u)

a nav́ıc minimum F na M2 nastává pro funkci u(x) = 3
√

x.

Poznámka 3. Je nutno poznamenat, že jestliže použijeme metodu konečných
prvk̊u (vybereme po částech afinńı funkce, které patř́ı do prostoru C0,1([a, b])),

nebudeme schopni určit minimum funkcionálu takového, jaký je uveden výše.
Př́ıklad 4. Lze ukázat, že funkcionál

F(u) =

1∫
−1

x2 [u′(x)]
2

dx

nemá na množině

M =
{
u ∈ C1([−1, 1]) : u(−1) = −1, u(1) = 1

}
ani na množině

N =
{
u ∈ W 1,2((−1, 1)) : u(−1) = −1, u(1) = 1

}
minimum.
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3.2 Základńı věty o regularitě zobecněného minima

Budeme předpokládat, že Lagrangián f je spojitá funkce na [a, b] × R2, která
splňuje následuj́ıćı r̊ustové podmı́nky

|z|2 − c(M) ≤ f(x, v, z) ≤ c(M) + λ(M)|z|2 (13)

pro každé x ∈ [a, b], |v| ≤ M a z ∈ R.
Označme

N = {u ∈ W 1,2((a, b)) : u(a) = A, u(b) = B}.

Věta 1. Nechť Lagrangián f splňuje podmı́nky (13) a nechť funkce u je zobecněné

minimum funkcionálu F na množině N . Potom u ∈ C0,α([a, b]).

Jestliže budeme o Lagrangiánu vědět v́ıce, dostaneme silněǰśı výsledek. Bude-
me předpokládat, že

0 < ν(M) ≤ f ′′
zz(x, v, z) ≤ L(M) (14)

pro každé x ∈ [a, b], |v| ≤ M a z ∈ R a dále nechť existuje ohraničená, spojitá,

konkávńı, neklesaj́ıćı funkce ω na [0,∞), ω(0) = 0 a ω(t) ≤ A tβ (0 < β ≤ 1/2)
na pravém okoĺı bodu 0 tak, že plat́ı

|f(x, v, z)− f(y, w, z)| ≤ (
1 + |z|2) ω

(|x − y|2 + |v − w|2) (15)

pro každé x, y ∈ [a, b], v, w, z ∈ R.

Věta 2. Předpokládejme, že Lagrangián f splňuje podmı́nky (13), (14), (15)
a nechť funkce u je zobecněné minimum funkcionálu F na množině N . Potom

u ∈ C1,α([a, b]) pro každé 0 < α < 1.

Nechť existuje neklesaj́ıćı funkce c(·) > 0 na [0,∞) tak, že pro každé M > 0,

x ∈ [a, b], |v| ≤ M a z ∈ R plat́ı

|f ′
v(x, v, z)| , |f ′

z(x, v, z)| ≤ c(M) (1 + |z|) . (16)

Věta 3. Předpokládejme, že Lagrangián f splňuje podmı́nky (13) (14), (16)
a dále nechť funkce u je zobecněné minimum funkcionálu F na množině N .

Potom u ∈ C2([a, b]).

Z jistými modifikacemi lze předešlé věty formulovat v př́ıpadě, že uvažujeme

v́ıcedimenzionálńı úlohu, tj. n > 1.
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4 NĚKTERÉ APLIKACE TEORIE REGULARITY

4.1 Využit́ı výsledk̊u teorie regularity pro numerické řešeńı diferen-
ciálńıch rovnic

Uvažujme nelineárńı diferenciálńı rovnici v divergentńım tvaru (viz (8))

L(u) = − d

dx
[a1 (x, u(x), u′(x))] + a0 (x, u(x), u′(x)) = 0 (17)

s homogenńımi Dirichletovými okrajovými podmı́nkami

u(0) = u(1) = 0, (18)

kde a1, a0 jsou spojité funkce na [0, 1] × R2, které splňuj́ı následuj́ıćı r̊ustové
podmı́nky

|a1(x, v, p)| ≤ C(1 + |v| + |p|) |a0(x, v, p)| ≤ C(1 + |v| + |p|) (19)

pro každé x ∈ [0, 1], každé v, p ∈ R a nav́ıc nechť a1 ∈ C2((a, b) × R2), a0 ∈
C1(R2). Dále předpokládejme, že př́ıslušné parciálńı derivace funkćı a0, resp. a1

jsou omezeny stejnou konstantou C (viz (19)) na množině R2 resp. (a, b) × R2

a je splněna následuj́ıćı podmı́nka

ν
(
ξ2
1 + ξ2

2

) ≤ ∂a1(x, v, p)

∂p
ξ2
1 +

(
∂a1(x, v, p)

∂v
+

∂a0(x, v, p)

∂p

)
ξ1ξ2

+
∂a0(x, v, p)

∂v
ξ2
2 ≤ µ

(
ξ2
1 + ξ2

2
)

(20)

pro každé ξ1, ξ2 ∈ R a každé (x, v, p) ∈ (a, b) × R2, kde µ ≥ ν > 0 jsou dané

konstanty.
Operátor L, který splňuje podmı́nky (19) a (20) se nazývá operátor s omeze-

nými nelinearitami.
Pro řešeńı úlohy (17), (18) uvažujme následuj́ıćı iteračńı proces

u′′
n+1(x) − un+1(x) = u′′

n(x) − un(x) − εL (un(x)) , n = 0, 1, 2, . . . (21)

un(0) = un(1) = 0,

kde ε > 0 je daná konstanta.

Věta 1. Nechť jsou splněny předpoklady (19), (20) a iteračńı posloupnost {un}∞n=0
vytvořená předpisem (21) splňuje nerovnost

‖un+1 − un‖2
W 1,2

0 ((0,1)) ≤ (1 − Cε) ‖un − un−1‖2
W 1,2

0 ((0,1)) n = 0, 1, 2, . . . (22)
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Pak iterečńı posloupnost {un}∞n=0 konverguje v prostoru W 2,2((0, 1)) k řešeńı

u ∈ W 2,2((0, 1)) problému (17), (18) pro libovolnou volbu počátečńı aproximace
u0 ∈ W 2,2((0, 1)) a plat́ı následuj́ıćı odhad

‖un+1 − un‖2
W 1,2

0 ((0,1)) ≤ C1 n4e−C2n , n = 1, 2, . . . (23)

kde C1, C2 > 0 jsou konstanty.

4.2 Regularita řešeńı diferenciálńıch rovnic a superkonvergence me-
tody konečných prvk̊u

Uvažujme lineárńı diferenciálńı rovnici v divergentńım tvaru

− d

dx
[a1(x)u′(x)] + a0(x)u(x) = f(x) (24)

u(0) = u(1) = 0,

kde a1 > 0, a0 > 0 a f jsou hladké funkce na intervalu [0, 1]. Řešeńı u se

aproximuje pomoćı spojitých a po částech polynomiálńıch funkćı.
Při použit́ı metody konečných prvk̊u pro řešeńı problému (24) bylo ukázáno,

že pro h → 0 (h = 1/(n + 1)) a xi = ih plat́ı

max
i

|u(xi) − uh(xi)| = O(h2k)

je-li u ∈ Ck+1([0, 1]), zat́ımco

max
x∈[0,1]

|u(x)− uh(x)| = O(hk+1)

je optimálńı globálńı odhad, který nelze obecně zlepšit. Pro k ≥ 2 je tedy

rychlost konvergence v uzlových bodech xi mnohem větš́ı než na celém intervalu
[0, 1]. Tento jev se nazývá superkonvergence. Vyšš́ı přesnost přibližného řešeńı
při použit́ı superkonvergenčńıch technik má celou řadu praktických aplikaćı (viz

[5]).
Z předešlého je tedy vidět, že k superkonvergenci je potřebná hladkost, nebo-

li regularita řešeńı u.
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[16] Daněček J., Viszus E. L2,Φ - regularity for nonlinear elliptic systems of

second order. Electron. J. Diff. Eqns., 20 (2002) 1-13.
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[31] Nečas J. Introduction to the theory of nonlinear elliptic equations. Teubner-

Texte zur Mathematik, Band 52, Leipzig (1983).
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Abstract

The paper presents various conditions on the coefficients of nonlinear

systems of partial differential equations guaranteeing BMO-regularity

and Hölder continuity of the gradient of any weak solution to such

systems. This information would essentially contribute to the state of

knowledge concerning the regularity of weak solutions to the systems

of partial differential equations of both elliptic and parabolic type and

the regularity of weak minima of variational integrals.
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