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Josef Danécek se narodil 21. 11. 1946 ve Znojmé. Po maturité studoval
odbornou matematiku (obor matematickd analyza) na Pfirodovédecké fakulte
Masarykovy univerzity v Brné, kterou ukoncil v roce 1973 statni zavérecnou
zkouskou a obhajobou diplomni prace na téma ”Perronuv integral a nekteré
jeho aplikace”.

V fijnu 1974, po ukonceni zakladni vojenské sluzby, nastoupil jako odborny
asistent-nepedagog na katedru obrabécich a tvarecich stroju Fakulty strojni
VUT Brno, kde pod vedenim doc. J. Hlavacka provadél matematickou analyzu
problému statiky stojanu karuselu a v zavérecné fazi fadu vypoctu programoval
v jazyku Algol. Vysledky byly prezentovany v oponovanych vyzkumnych zpra-
vach. V prubéhu pusobeni na této katedie vykonal v ¢ervnu 1976 na Piirodo-
veédecké fakulté MU v Brné rigorézni zkousku v oboru matematicka analyza
a obh4jil rigorézni praci na téma ”Parcidlni diferencidlni rovnice v poloroviné”
pod vedenim doc. J. Chrastiny.

V cervnu 1977 nastoupil na katedru matematiky Fakulty stavebni VUT Brno
jako odborny asistent. Na podzim roku 1978 zacal navstévovat na Matema-
tickém tstavu CSAV v Praze seminéf prof. J. Necase z parcidlnich diferencidlnich
rovnic. 'V roce 1979 =zahajil externi aspiranturu u prof. J. Necase
z Matematicko-fyzikdlni fakulty UK Praha, kterou v roce 1985 ukoncil ob-
hajobou kandidatské dizertacni prace ”Regularita slabych reseni nelinedrnich
eliptickych systému” v oboru diferencialni a integralni rovnice.

Béhem aspirantury zacal spolupracovat na problematice regularity slabych
feSeni nelinedrnich eliptickych a parabolickych systému parcidlnich diferen-
cidlnich rovnic s doc. J. Starou a doc. O. Johnem z Matematicko-fyzikalni
fakulty UK Praha. Tato spoluprédce se i nadéle rozviji a v soucasné dobé je
podan spoleény grant ”Regularita Teseni nelinedrnich systéma parcidlnich dife-
rencidlnich rovnic a minim variaénich integrdli” do GA CR. Dals{ spolupréce
na poli teorie regularity nelinearnich systému parcialnich diferencidlnich rovnic
byla navazana s védeckymi pracovniky katedry matematické analyzy Matema-
ticko-fyzikalni fakulty UK v Bratislavé. Navazal rovnéz aktivni pracovni kon-
takty s prednimi svétovymi odborniky v oblasti diferencialnich rovnic z Petro-
hradské statni univerzity a Petrohradského elektrotechnického institutu, kde
o svych vysledcich referoval.

Zapojil se také do vyzkumu na problematice matematického popisu siteni
vlhkosti a tepla v poréznich materialech. Na feseni tohoto problému byl na tsta-
vu matematiky Fakulty stavebni ziskan v roce 1995 grant ”"Numerické mode-
lovdant difusnich procesu v extrémnich podminkdch”, ktery byl ukonéen v lednu
1997 tspésnou obhajobou.

Dalsi rozsahla spoluprace zamérena na aplikace matematickych metod ve



vodohospodérském vyzkumu se rozvinula s pracovniky ustavu vodnich staveb
Fakulty stavebni. V letech 1999-2001 se podilel na grantu ”Ndvrh obecné meto-
diky pro sestavovdni matematickiych modelu kvality vody v siti vodnich toki”.
Touto problematikou se doc. Danécek déle zabyva ve vyzkumném zaméru, jehoz
nositelem je ustav vodnich staveb, a z téchto pracovnich kontaktu vzesla celd
fada cennych publikaci. V roce 1998 se habilitoval na Fakulté stavebni v oboru
” Aplikovanda matematika”.

Po nastupu na katedru matematiky Fakultu stavebni VUT Brno v roce 1977
byl zapojen do vyuky nejprve vedenim cviceni a seminaiu a po ukonc¢eni aspi-
rantury byl povétovan prednaskami jak na dalkovém, dennim, tak i doktorském
studiu. Je spoluautorem ctyt skript pro zakladni kurzy matematiky a uc¢ebnich
podkladu pro kombinovanou formu studia na Fakulté stavebni VUT, byl ¢lenem
pedagogické komise pro vodohospodaiské obory. Pripravil také navrh vyuky
nového predmétu s nazvem 7Systém MAPLE”. Doc. Danécek je skolitelem
doktorandu v oboru matematické inzenyrstvi na Fakulté strojniho inzenyrstvi
VUT. V lonském roce obhajil jeho doktorand diserta¢ni praci.

Doc. Danécek se téz aktivné podili na organizaci védeckého zivota v ¢eské
matematické komunité. Byl ¢lenem organizacnich vyboru tii mezinarodnich, ti{
domécich konferenci a je aktivnim ¢lenem Matematické védecké sekce Jednoty
¢esky matematiku a fyziku.

Vysledky své védecko-vyzkumné prace publikoval doc. Danécek jako au-
tor nebo spoluautor v jednoho prispévku v zahrani¢ni monografii, jednoho
piispévku v doméaci monografii, deseti ¢lancich ve védeckych zahrani¢nich ¢aso-
pisech, deviti ¢lancich v domécich védeckych ¢asopisech a dvaceti ptispévcich
ve sbornicich mezindrodnich a narodnich konferenci. Je rovnéz dlouholetym re-
cenzentem pro casopis ”Zentralblatt fir Mathematik”



1 UVOD

Budeme se zabyvat kvalitativnimi vlastnostmi slabych feseni nelinearnich sys-
tému parcialnich diferencidlnich rovnic v divergentnim tvaru

— Dy A (z,u(z), Du(x)) = Bi(x,u(x), Du(x)), i=1,...,.N, N>1 (1)

v omezené, oteviené mnoziné 3 C R" = € R" (zde a v dalsim pouzivame
Einsteinovu séitaci konvenci). Na koeficienty A%, B; jsou kladeny jisté podminky
hladkosti, rustové podminky a jestlize navic plati, ze existuji spojité parcialni
derivace koeficientii A2, tj. A € CHR"™) a 8A?(:c,u,p)/8pé§?£f > v|¢]? pro
kazdé x € Q, u € R", p, € € R™, v > 0 je dand konstanta, ifkdme, Ze je splnéna
podminka elipticity a systém (1) nazyvdme nelinedrnim eliptickym systémem
parcidlnich diferencialnich rovnic. Slabym fesenim rozumime vektorovou funkci
u, kterd je ze Sobolevova prostoru Wﬁf
identitu

/ A% (z,u(z), Du(z)) Do’ (z) do = / B; (z,u(z), Du(z)) ¢'(z) dx (2)

Q Q

pro kazdé ¢ € Wy *(, RN).

Problém regularity (hladkosti) slabého Feseni je velmi dulezita ¢dst teorie
parcialnich diferencidlnich rovnic. Tato problematika se ¢asto v literatufe nazyva
19-ty Hilbertuv problém. Vysledky této teorie jsou vyznamné i z hlediska num-
erického Teseni parcidlnich diferencidlnich rovnic. Jeho fesenim se v poslednich
desetiletich zabyvala celd fada vyznamnych matematiku.

Otézka regularity slabého feseni jedné nelinearni rovnice (N = 1), linedrniho
eliptického systému (v rovnici (1) je A (x, u, Du) = A?jﬁ(x)Dguj ) a nelinearniho
systému byla v letech 1940 - 1972 kladné feSena radou autoru pro dimenzi dva.
Zcela odlisna situace nastava v pripadé, ze dimenze je vétsi nez dva.

Ve své praci z roku 1968 E. De Giorgi ukazal priklad linedarniho systému
s neregularnim teSenim. Dalsi protipiiklady nasledovaly: pro quasilinearni sy-
stémy (v rovnici (1) je AY(x,u, Du) = Af}ﬂ(x,u)Dguj) v ¢lanku z roku 1968
E. Giusti, M. Miranda, 1972 J. Necas, J. Stara a konecné J. Necas v roce 1977
ukazal priklad nelinedrniho eliptického systému s analytickymi koeficienty, ktery
ma praveé jedno lipSicovské FeSeni, tj. gradient feSeni je nespojity. Hilbertuv
problém byl tedy zodpovézen negativneé.

V soucasné dobé uz bylo mnoho otazek teorie regularity zodpovézeno, ale na
druhé strané zustava rada otevienych problému. Obecné lze Tici, ze slabé feseni
nelinedrnich eliptickych systémt nenf reguldrni (feseni neni v prostoru C17,
0 <~y < 1, viz [30]). V minulém obdobi byla publikovédna celd tada praci, které

(2, RY) a splituje nasledujici integralni
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se tykaly castecné regularity, t.j. regularity vSude az na mnozinu singularnich
bodt s nulovou Hausdorffovou mirou (pfehledné viz [2], [3], [4], [19], [20], [22],
[30], [31], [32]). Otdzka regularity gradientu jediného minima konvexniho a dife-
rencovatelného funkcionalu zustavala pro 3 < n < 4 dlouho oteviena. Problém
byl fesen v publikacich V. Sverdka a X. Yan, [34], [35], kde je konstruovan pii-
klad funkciondlu, ktery ma vsSechny pozadované vlastnosti a jediné minimum
s nespojitym a neomezenym gradientem. Uplnd regularita (tj-kazdé Teseni je
tak hladké, jak dovoluji koeficienty a okrajové podminky dané tlohy) nemuze
byt tedy obecné ukdzana ani v tomto specialnim ptipadé. Proto se hledaly
dopliujici podminky, za kterych regularita plati. V clanku M. Giaquinty a
J. Necase [21] bylo ukazéno, ze jestlize nelinedrni systém spliiuje Liouvillovu
podminku, pak je feSeni regularni. Za jistych predpokladu plati i opa¢né tvrzeni.
Aby ovSem tento postup mohl byt pouzit, je treba oveérit, ze vSechna slabd reseni
systému maji omezeny gradient (viz [21], [29]). Tento restriktivni pozadavek
byl zeslaben v pracich [6], [8], kde Liouvillova podminka byla formulovdna
v terminech BMO prostort (prostory funkef s omezenou stfedni oscilaci). Funkce
z tohoto prostoru nemusi byt ohraniéné, tj. L ¢ BMO. Déle v préaci [7] bylo
ukézano, ze existuji nelinearni eliptické systémy, pro néz je gradient slabého
feseni v prostoru BMO. V praci [12], kterd v jistém smyslu zobecnuje vysledek
prace [23], bylo pro nelinedrni elipticky systém ukazano, ze pokud bude gradient
slabého Teseni v okoli bodu v jistém smyslu blizky linearni funkci, pak je v tomto
okoli feseni reguldrni. Jiny ptistup k této problematice ukazal A. 1. Koselev ve
své praci [25]. Myslenky této prace v dalsich letech rozvinul a publikoval spolu
se svymi spolupracovniky v ¢ldncich a v knihdch [26], [27] a [28]. A. I. Koselev
dokazal regularitu slabého feseni v pripadé, ze disperze vlastnich ¢isel matice
koeficientu (0A$/ 8p’ﬂ) neni piilis velkd. Problematika regularity slabého feseni
nelinearnich parabolickych systému parcialnich diferencialnich rovnic je sama
natolik obsahla, Ze ji zde neni mozno prezentovat v plné siti. Nékteré podstatné
vysledky jsou obsazeny v ¢lanku J. Necase, V. Sverdka (viz [33]) a pro n = 2
v ¢lanku [24].

Z vyse uvedeného plyne, ze nalézt podminky uplné regularity nelinedrniho
systému je a asi zustane pomérné obtizné. Jako schudnéjsi se jevi ukazat, ze
slabé teseni je v prostoru holderovsky spojitych funkci, jak bylo v prostoru
dimenze dva a tii ukdzédno v ¢lancich [3], [4] a [19] anebo dokdzat silnéjsi
vysledek, a to, ze gradient slabého feseni patii do prostoru BMO. Tento fakt im-
plikuje, Ze feseni je holderovsky spojité s libovolnym exponentem holderovskosti
mensim nez jedna a dokonce vice - TeSeni je zygmundovsky spojité. Jistym
pokrokem v tomto sméru byla prace [9], kde je ukdzana nutnd podminka pro
BMO-regularitu gradientu slabého feseni nelinearniho eliptického systému a kde



je uveden systém, ktery dané podmince vyhovuje. Prace [10] je podstatnym
zobecnénim vysledku z [9]. V ¢clanku [10] je dokazéno, ze jestlize pomér koefi-
cientu omezenosti a konstanty elipticity je mensi nebo roven konstanté P > 1,
pak pro dostatecné velkou konstantu elipticity dostaneme, ze gradient slabého
feseni je lokalné v prostoru BMO. Vysledek z [10] neplyne ze zavéra préce [26]
a [27], jak ukazuje ¢lanek [11]. Na nékteré myslenky clanku [10] navazuje prace
[18], kde je za slabsich pfedpokladu kladenych na systém dokézana dokonce
C'7-regularita nelinedrniho eliptického systému a je tedy ¢dsteéné zodpovézena
otazka polozend v [20]. Préce [18] obsahuje a zobeciiuje vysledek ¢lénku [10].
Clének [13] zobeciiuje vysledek prace [7] a v jistém sméru rozsifuje publikaci
[1] na nelinearni elipticky systém, jehoz hlavni ¢ast je souc¢tem eliptického ope-
ratoru s nespojitymi, métitelnymi a omezenymi koeficienty a nelinearni pertur-
bace, kterd ma sublinearni rust v proménné, jez odpovida gradientu slabého
feseni. Zobecnénim a rozsitenim vysledku prace [13] jsou ¢lanky [15] a [16].
Clanky [14], [17] jsou diisledkem prace [13] a tykaji se problematiky regularity
minim varia¢nich integralu.

V zévéru lze tici, ze vyzkum BMO-regularity linearnich eliptickych systému
parcidlnich diferencidlnich rovnic (viz napt. [2], [1]) otevird cestu k pochopent
problematiky regularity nelinearnich eliptickych a parabolickych systému. Prvni
poznatky jsou ziskdny v ¢lancich [15] a [16] s vyuzitim prace [7]. Dale prace [10]
a [18] ukazuji, ze cesta ptes kontrolovanou oscilaci koeficientu systému s kom-
binaci jemnéjsich odhadi vede k ditkazu BMO-regularity, resp. C'7-regularity.
parcidlnich diferencialnich rovnic. Cilem je nalézt takové podminky na koefi-
cienty nelinedrniho eliptického (parabolického) systému parcidlnich diferencidl-
nich rovnic, které by zaruc¢ovaly BMO-regularitu, resp. C'"-regularitu slabého
feseni (coz se podafilo aspon v piipadé, ze koeficienty systému zavisi pouze na
gradientu feseni) s moznym rozsitenim az do hranice, piipadné za jistych dosti
obecnych podminek dokazat holderovskost feseni v libovolné dimenzi vétsi nez
dva. Rovnéz je aktudlnim tématem studovat regularitu v dimenzi dva, kde je
celd fada otevienych problému (viz [24]). Ziskéni takovych vysledku by pod-
statné prispélo k prohloubeni teorie regularity.

Studium regularity slabého teSeni nelinearnich parcialnich diferencialnich
rovnic ma nejen ¢isté teoreticky aspekt, ale i zna¢ny vyznam pro kvalitu nume-
rického fesent linedrnich i nelinearnich diferencidlnich rovnic (viz [32]). Vechny
numerické metody feseni nelinearnich eliptickych systémiu jsou totiz vysoce
citlivé na regularitu feseni. Piitomnost singularit vede ke znacnému zpoma-
leni konvergence a dokonce k moznosti iplného kolapsu vypoctu, ¢i k ziskani
zcela nevérohodnych vysledku.



Protoze problematika regularity nelinearnich systému parcialnich diferen-
cialnich rovnic je technicky pomeérné narocnd, ukazeme nékteré jeji aspekty
v dimenzi jedna.

2 REGULARITA DIFERENCIALNICH ROVNIC

2.1 Uvod

1. Priklady oby¢ejnych nelinearnich diferencialnich rovnic:
(a)

d*u

@(t) +G (t> u(t)> = f(t)a te (07 7T)

s podminkami

uw(0) =u(r) =0

kde G spojitd funkce na [0,7] x R. V piipads, ze G(t,u(t)) = w?sin u(t) a
f(t) = 0 predesla nelinedrni rovnice popisuje malé kmity matematického kyva-
dla s thlovou frekvenci w = g/I.

(b) V teorii chemickych reaktoru

s podminkami

au(0) —4'(0)=0 «'(1)=0
kde ¢ je koncentrace latky, F' je spojita funkce na R a «, § > 0 jsou dané
konstanty.
2. Priklady nelinearnich parcidlnich diferencialnich rovnic:
(a) Rovnice Mongeova-Amperova - charakteristickym nelinedrnim problémem
je tiloha najit plochu popsanou funkei u(x,y) pro (z,y) € Q, kterd ma na okraji
0f) predepsany tvar a kterd ma pritom predepsanou kiivost. Tato tloha vede
k rovnici

Pud®u [ Pu Q_f( )
0%x 02y oxdy) oY

u(z,y) = g(z,y)

s podminkou

pro kazdé (x,y) € OS2
(b) Boussinesqova rovnice (1904) - pouziva se k popisu proudéni podzemni
vody a ma nasledujici tvar

%(m) - %a% <u(x,t) %@,t)) _ %N(t) _0

9



s podminkami

u(z,0) = up(z) u(0,t) = g(t) %(a,t} =0

kde u je volné hladina vody, ug, g jsou dané funkce, N je rychlost vertikalniho
pritoku k hladiné vody, K je hydraulickd vodivost homogenniho izotropniho
kolektoru a S je storativita. Konstanty zavisi na vlastnostech kapaliny a zeminy
(porovitost a vlhkost prostredi).

(¢) Nésledujici rovnice se vyskytuje v aplikacich: teorie siteni tepla, difuze plynu
(8iFeni energie a latek v hostitelském prostiedi - hostitelské prostiedi se nehybe)

ou 0 o OU
a(z,t) = B (|u(x,t)|p 2%(%25)) = f(z,t) xz€(0,1),t>0

(kde p > 2 je dand konstanta) s podminkami

u(z,0) = wug(x) x€(0,1)
u(0,t) = u(l,t)=0 t>0

2.2 Pojem klasického tesSeni

Necht a; € C([a, b] xR?), ag € C([a, b] xR?) a f € C([a,d]). Klasickym fesenim
okrajové tlohy

—% [a1(z, u(z), u'(x))] + a (z, u(z),u'(z)) = f(z) (3)

u(a) = u(b) =0 (4)
nazyvame funkci u € C?([a, b]), kterd splituje (3) pro kazdé x € (a, b) a podminky

(4).

Piedpoklddejme, 7ze u € C?([a, b]) je Fesenim problému (3), (4). Plati
b b

_/%[a1(a:,u(:r),u'(x))]80(:c)dx + /ao (7, u(x),u'(x)) p(z) dv

- [t d o)
a plati-li navic p(a) = ¢(b) = 0, dostavame integraci per partes

b b
/a1 (z,u(x), v (x)) ¢ (x) dx +/ ap (z,u(z),u'(z)) o(z) dz = /f(a:)go(x) dz (6)

10



Vidime, 7e funkce u € C?%([a, b]), kterd pro kazdou funkci ¢ € Cl([a,b]) spliuje
vztah (6), je feSsenim rovnice (3) za podminek (4) v obvyklém smyslu. Z tohoto
vyplyva, ze muzeme misto rovnice (3) uvazovat integrélni identitu (6).

Integralni rovnice (6) m4 smysl i za obecnéjsich predpokladii nez u € C?([a, b]).
Staci, aby funkce u byla absolutné spojitd na intervalu [a, b]. Funkce absolutné
spojitda ma skoro vsude na (a,b) kone¢nou derivaci (ve smyslu Lebesgueovy
miry), kterd je Lebesgueovsky integrovatelnd na (a, b).

2.3 Sobolevovy prostory

Nyni zavedeme vyse uvedené prostory absolutné spojitych funkci. Rekneme, ze
funkce f je absolutné spojita na intervalu [a, b], jestlize pro kazdé € > 0 existuje
0 > 0 tak, ze pro jakdkoliva < a; < by < ay < by <...<a, <b, <b plati
implikace

Y bi—a)<s = > |fb) - fla) <=
i=1 i=1
Prostor absolutné spojitych funkei budeme znacit AC([a, b]).

Funkce )

flo) = { cne 2€ O

je spojita, ale neni absolutné spojita.

Funkce

2 Sinﬁ z € (0,1],

) =
ro={; el
je absolutné spojita.

Dalsim dulezitym pojmem spojitosti je Holderovsky spojita funkce. Rekneme,
ze funkce f je Holderovsky spojita na intervalu [a, b] s exponentem 0 < A < 1,
jestlize pro kazdé x, y € [a, b] plati

1f(2) = fy)] < clz—y[*.

Prostor Holderovsky spojitych funkei budeme znacit C%*([a,b]). Pro A = 1
témto funkeim fikame Lipschitzovsky spojité funkce.

Funkce
1

Y

/()

je absolutné spojita na [0, 1], ale neni Holderovské pro zadné o € (0, 1].
Funkce

fx) = |2

11



je Holderovsky spojita na [—1,1], ale nemé derivaci v bodé 0 pro zadné a €
(0, 1]. Holderovskost vyplyva z nerovnice

2" = [yl < [l=] = yl|" < |z —y[ .
Plati nasledujici vnoteni

C*(la,0]) & C'([a,8]) & C*M([a,b]) & C*([a,b]) & AC([a,0]) & C([a,b]) ,

kde 0 < A < 1.

Symbolem W12((a,b)) oznaéme mnozinu viech funkei absolutné spojitych
na intervalu [a, b] s derivaci (derivace existuje skoro vsude na (a, b)) patiici do
Lebesgueova prostoru L?((a, b)). Na tomto prostoru se definuje skaldrni soucin
vztahem

b b
(u, V) wra((ap) = /u(x)v(x) dm+/u’(m)v’(x) dx

a tedy norma

1/2

b b
||UHW1’2((a,b)) = /|u(x)|2d:)3+/\u'(x)|2dx

Tyto linedrni prostory opatiené vyse definovanou normou se obvykle nazyvaji
Sobolevovy prostory. Podprostor Wy*((a,b)) prostoru W'2((a,b)) je tvoien
funkcemi u € Wh?(a, b) takovymi, ze u(a) = u(b) = 0.

Poznamka 1. Prostor C([a,b]) je husty podprostor v prostoru W12((a,b))
a prostor Cl([a, b)) je husty podprostor v prostoru W, *((a, b)).

Analogicky se definujf prostory W1?((a,b)), kde 1 < p < co. Zde se pozaduje,
aby derivace (derivace existuje skoro vsude na (a,b)) patiila do Lebesgueova
prostoru LP((a, b)). D4 se ukézat, ze prostor W1>((a, b)) je ekvivalentni s pro-
storem C%!([a, b]).

2.4 Definice a existence slabého feSeni

Necht ay, ag € C%([a, b] x R?) a g je spojitd funkce na R. Budeme ptedpokladat,
7€

lar(z, v, )| < e(g(v) +p)  lao(a, v, p)| < e(g(v) + |p|) (7)
pro kazdé x € [a,b] a kazdé v, p € R.

Necht f € L*((a,b)). Rekneme, ze funkce u € W'2((a, b)) je slabym (zobecnénym)

fesenim okrajové ilohy

—% [a1 (2, u(x), w'(2))] + ao (2, u(x), u'(z) = f(z) (8)
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u(a) = g, u(b) = uy 9)
jestlize funkce u spliuje podminky (9) a pro kazdé ¢ € W,?((a, b)) plati
b b b
/al(x, u(z), v (x))'(z) dz +/ ap (z,u(z), v (x)) p(z) dx :/ f(z)p(x) dz(10)

Poznamka 2. Okrajové uloze, pii které jsou predepséany pouze hodnoty funkce
v okrajovych bodech, se fika Dirichletova tloha.

Abychom dostali existenci slabého feseni, musime o koeficientech ay, ag védét
vice, nez je spojitost koeficientu a rustové podminky (7). Predpoklddejme, ze
existuji konstanty ¢y > 0 a ¢o > ¢3 tak, ze pro vsechna x € [a,b], v, w, p, ¢ € R
plati

[a1 (2, v,p) — ar(z,w,q)] (p — q) + [ao(x, v, p) — ao(z,w, q)] (v — w)
> colp — q|* — c3lv — w’. (11)

Tuto podminku nazyvame podminkou monotonie.
Piiklad 1. Budeme-li v piikladu 1(b) z uvodu predpokladat, ze funkce F je
neklesajici na R a § > 1, mame

[al(‘rvvap) - al('r7w7Q>] (p - Q) + [CLO(Iavvp) - ao(a:,w,q)] (U - w)
=[Bp—v—(Bg—w)|(p—q) +[F(v) = F(w)] (v —w)
>Bp—q)—(w—w)p—q) >pBp—q° - l(v —w)® — Lp—q?

9 9
1 1

> 1 T R T

_(ﬁ 2)Ip ql 2\@ w

pro kazdé v, w, p, ¢ € R a tedy podminka monotonie (11) je splnéna.

Véta 1. Necht a1, ag jsou spojité funkce na |a, b] x R? spliugict ristové podminky
(7), podminky monotonie (11) a f € L*((a,b)). Pak existuje prdvé jedno slabé
resent ulohy (8)-(9).

2.5 Neékteré vysledky teorie regularity

Nyni muzeme formulovat zakladni véty o regularité. V dalsim se omezime na
Dirichletovy podminky (9) s u(a) = u(b) = 0.

Véta 2. Necht jsou splnény predpoklady Veéty 1 a funkee f je spojitd na [a,b] a
nechi u € Wy ((a,b)) je slabé Fesent dlohy (8)-(9). Pak u € C}([a,b]).

Véta 3. Nechi jsou splnény predpoklady Véty 2 a navic a; € C*([a,b] x R?).
Pak slabé tesent ulohy (8)-(9) md spojitou derivaci druhého 7ddu na intervalu
[a,b] a rovnice (8) je splnéna v kazdém bodé intervalu [a,b].
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3 VARIACNI INTEGRALY

3.1 Funkcionaly

Budeme uvazovat funkcionaly typu

b
_ /f(x,u(x),u'(x)) dz (12)

které se nazyvajf variacn{ integraly. Integrand f je spojitd funkce na [a,b] x R?
a nazyva se Lagrangeova funkce (Lagrangian).

Rada technickych a fyzikdlnich problémi vede na hleddni minima téchto
funkcionalu na néjakych vhodnych funkénich prostorech.

Priklady funkcionalt :
(a) Brachistochrona - J.Bernoulli, 1696

Ulohou je najit tvar dréhy u mezi body A = [0,0] a B = [a,b], po které
se pohybuje téleso o hmotnosti m (vlivem vlastni tize bez tfeni) z bodu A do
bodu B tak, aby cas byl nejkratsi. Po jistych uvahach lze problém prevést na
tlohu nalezeni minima funkcionalu

- [P

za podminek u(0) = 0 a u(a) = b, kde a, b > 0 jsou dané konstanty a g je
gravitacni konstanta.
(b) Obtékani pevného télesa

Problém tvaru pevného télesa, které ma nejmensi odpor v proudu plynu.
Je ztejmé, ze tato uloha vyzaduje pouziti varia¢niho poc¢tu. Variacni formulace
zde vznika prirozené a neni alternativniho ptistupu k této tloze. Nasledujici
funkcionél je odvozen za predpokladu, ze u' < 1 a prepokladu, ze jde o ridky
plyn. Funkcional predstavuje velikost sily, ktera pusobi na téleso, jehoz tvar je
dén rovnici y = u(x).

a

F(u) = drov? / [/ (2)) u(z) da

0

za podminek
u(0) =0, u(a) = R,

kde a, R jsou dané kladné konstanty, ¢ je hustota plynu a v je rychlost plynu
vzhledem k télesu.
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Resenf je tvaru
e 3/4
uw) =R (7)"
Slabym minimem funkciondlu (12) na mnoziné

M ={ue C'([a,b]) : u(a) = A, u(b) = B}
nazveme funkci uy € M tak, ze plati

pro kazdé u € M.

Priiklad 1. Nyni ukédzeme priklad Lagrangianu, ktery je polynom - tedy analytic-
k4 funkce a minimum p¥fslugného funkciondlu patif do prostoru C1([—1,1]), ale
minimum nen{ ti{dy C?. Tedy ani pékné chovani Lagrangidnu nezaruéi, Ze slabé
minimum je automaticky klasické minimum. Funkce

[0 ze[-1,0]
u(x)—{xQ z € (0,1]

je t¥idy C'([—1,1]), kterd je jedinym minimem funkciondlu

Flu) = / 2(z) 22 — o/ ()] do

s podminkami u(—1) = 0 a u(1) = 1. Je zfejmé, Ze funkce u neni tifdy C?.
Piiklad 2 (FEuleriv paradoz). Situace je dokonce komplikovanéjsi. Existuje La-
grangian, ktery je polynom - tedy analyticky a minimum piislusného funkcionalu
s pevnymi okrajovymi podminkami lezi v tfidé lipSicovskych funkci, ale neni
tiidy C1(]0,1]), a tedy ani funkce tifdy C?([0,1]).

Je vidét, ze infimum funkcionédlu

F(u) = / (' (2))? = 1]% da

na mnoziné C = {C*([0,1]) : w(0) = u(1) =0} je 0, ale tato hodnota nemuze
byt dosazena v prostoru C.

Nicméné existuje nekoneéné mnoho pilovitych funkei na [0, 1] splaujicich
podminky u(0) = u(1) = 0 a nabyvajicich hodnoty 0 pro funkcionél F. Skutecné
kazda lipsicovska funkce u spliujici u/(x) = 41 skoro vsude je ta spravna.
Poznamka 1. Tyto piiklady ukazuji, ze prostory C', nebo C? nemusi byt
prirozenymi tiidami pro feSeni variacnich problému. Je vidét, ze problém zde
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vznikly je v tom, v jakém funkénim prostoru hledat minimum daného funkci-
onalu. Problém s 7 lomenym minimem” nema zadny umeély puvod, ale vyskytuje
se zcela ptirozené v aplikacich. Napt. plachténi proti vétru. Namornik musi
krizovat a méni smér plachténi mezi dvéma nejlepsimi thly, aby vyuzil vitr co
nejlépe.

Rekneme, ze funkcional (12) ma v bodé u € W2((a, b)) zobecnéné minimum,
jestlize funkce w je minimem na mnoziné

N ={ueW"((a,b)) : u(a) = A,u(b) = B} .

Piiklad 3 (Lavrentéviv jev). Tento piiklad ukazuje, Ze je nutny opatrny vybér
prostoru ve kterém hleddme minimum daného funkcionalu. Uvazujme funkciondl

Flu) = / [z — w(2)] [/ (2)]° de.

Oznacéme

My = {ue C*((0,1)); u(0) 1}
My = {ueW"((0,1)) : u(0) =0,u(l)=1}.

I
=
i~
—
—_
~—
I

Pak

inf F(u)>c>0= inf F(u)
ueEM; ueEMs

a navic minimum F na Ms nastdva pro funkci u(x) = /.

Poznamka 3. Je nutno poznamenat, zZe jestlize pouzijeme metodu konec¢nych
prvki (vybereme po ¢dstech afinni funkce, které patif do prostoru C%([a, b])),
nebudeme schopni urc¢it minimum funkcionédlu takového, jaky je uveden vyse.
Priklad 4. Lze ukazat, ze funkcional

Flu) = /1 22 [ (z)) da

M={ueC'([-1,1]): u(-1) = —1,u(l) =1}
N ={ueW"((-1,1)) : u(-1) = —1,u(1) = 1}

minimum.
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3.2 Zakladni véty o regularité zobecnéného minima

Budeme piedpoklddat, ze Lagrangidn f je spojitd funkce na [a,b] x R?, kterd
splnuje nasledujici rustové podminky

2> = e(M) < f(z,v,2) < (M) + MM)|z[ (13)

pro kazdé x € [a,b], [v]| < M a z € R.
Oznacme

N = {uc W"((a,b)) : u(a) = A, u(b) = B}.

Véta 1. Necht Lagrangidn f spliiuje podminky (13) a necht funkce u je zobecnéné
minimum funkciondlu F na mnoziné N'. Potom u € C%([a, b]).

Jestlize budeme o Lagrangianu védét vice, dostaneme silnéjsi vysledek. Bude-
me predpokladat, ze
0 <v(M) < fl(x,v,2) < L(M) (14)

pro kazdé z € [a,b], |v]| < M a 2z € R a ddle necht existuje ohranicena, spojita,
konkavni, neklesajici funkce w na [0, 00), w(0) =0 a w(t) < At? (0 < B < 1/2)
na pravém okoli bodu 0 tak, ze plati

[f(z,0,2) = fly,w,2)] < T+ [2P) w (Jo =y + v — w]?) (15)

pro kazdé x, y € [a,b], v, w, z € R.

Véta 2. Predpoklddejme, Ze Lagrangian f spliuje podminky (13), (14), (15)
a necht funkce u je zobecnéné minimum funkciondlu F na mnoziné N'. Potom
u € C1([a,b]) pro kazdé 0 < a < 1.

Necht existuje neklesajici funkce ¢(-) > 0 na [0, 00) tak, Ze pro kazdé M > 0,
x € [a,b], [v] < M a z € R plati

(@, 0, 2)], [, 0,2)] < e(M) (14 ]z2]) - (16)

Véta 3. Predpokladejme, Ze Lagrangian f spliuje podminky (13) (14), (16)
a ddle necht funkce u je zobecnéné minimum funkciondlu F na mnoziné N.
Potom u € C*([a, b]).

Z jistymi modifikacemi lze predeslé véty formulovat v pripadé, ze uvazujeme
vicedimenziondlni dlohu, tj. n > 1.
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4 NEKTERE APLIKACE TEORIE REGULARITY

4.1 Vyuziti vysledku teorie regularity pro numerické reseni diferen-
cialnich rovnic

Uvazujme nelinedrni diferencidlni rovnici v divergentnim tvaru (viz (8))

L(u) = —% lay (z,u(x),u'(x))] + ap (z,u(x),u'(x)) =0 (17)

s homogennimi Dirichletovymi okrajovymi podminkami
u(0) =u(l) =0, (18)

kde a1, ag jsou spojité funkce na [0, 1] x R?, které spliiuji nasledujici ristové
podminky

a1 (2,0, )| < C(L+Jol +pl)  lao(x, v,p)| < C(1+ |v] + [p]) (19)

pro kazdé x € [0,1], kazdé v, p € R a navic necht a; € C*((a,b) x R?), ag €
C*(R?). Déle predpokladejme, Ze ptislusné parcidlni derivace funkef ag, resp. a;
jsou omezeny stejnou konstantou C' (viz (19)) na mnoziné R? resp. (a,b) x R?
a je splnéna nasledujici podminka

V(ﬁ%"’f%) < 8a1($,v7p)€2+ (aal('TaU?p) + Gao(m,v,p)> 5162

dp ! ov op
Oag(z, v,
y 20D <) (20)

pro kazdé &, & € R a kazdé (x,v,p) € (a,b) x R? kde u > v > 0 jsou dané
konstanty.
Operator L, ktery spliiuje podminky (19) a (20) se nazyva operdtor s omeze-
nymi nelinearitamia.
Pro feseni ulohy (17), (18) uvazujme nésledujici iteracni proces
Uy 1 () —ups1(x) = up(x) —up(x) — el (up(z)), n=0,1,2,... (21)
un(0) = u,(1) =0,

kde £ > 0 je dané konstanta.

Véta 1. Nechi jsou splnény predpoklady (19), (20) a iteraéni posloupnost {u, }°°,
vytvorend predpisem (21) spliuje nerovnost

||Un+1 — u"”%VOl’Q((O,l)) S (1 - Cé) ||un - un,1||?%1,2((071)) n = 0, 1, 2, c. (22)
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Pak itereéni posloupnost {u,}°, konverguje v prostoru W*2((0,1)) k Fesent
u € W22((0,1)) problému (17), (18) pro libovolnou volbu poédtecni aprozimace
ug € W*2((0,1)) a plati ndsledugici odhad

l|tn g1 — Un||12/V01=2((o71)) <Cinte ", n=1,2,... (23)

kde C, Cy > 0 jsou konstanty.

4.2 Regularita feSeni diferencialnich rovnic a superkonvergence me-
tody konec¢nych prvka

Uvazujme linedrni diferencialni rovnici v divergentnim tvaru

d

—— (@) (@)] + ag(w)u(z) = f(2) (24)

u(0) =u(l) =0,
kde a; > 0, ap > 0 a f jsou hladké funkce na intervalu [0,1]. ReSenf u se
aproximuje pomoci spojitych a po ¢astech polynomialnich funkeci.
Pii pouziti metody kone¢énych prvku pro feseni problému (24) bylo ukazéno,
zeproh— 0 (h=1/(n+1)) a z; = ih plati

max lu(z;) — up(x;)| = O(h%)

je-li u € C**1([0,1]), zatfmco

max |u(z) — up(z)| = O(RF)

z€(0,1]
je optimalni globalni odhad, ktery nelze obecné zlepsit. Pro £ > 2 je tedy
rychlost konvergence v uzlovych bodech z; mnohem vétsi nez na celém intervalu
[0, 1]. Tento jev se nazyvé superkonvergence. Vyssi presnost piiblizného feseni
pii pouziti superkonvergenénich technik ma celou fadu praktickych aplikaci (viz
5)).

Z ptedeslého je tedy vidét, ze k superkonvergenci je potiebna hladkost, nebo-

li reqularita feseni w.
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Abstract

The paper presents various conditions on the coefficients of nonlinear
systems of partial differential equations guaranteeing BMO-regularity
and Holder continuity of the gradient of any weak solution to such
systems. This information would essentially contribute to the state of
knowledge concerning the regularity of weak solutions to the systems
of partial differential equations of both elliptic and parabolic type and
the regularity of weak minima of variational integrals.
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