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Ústav telekomunikacı́
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KEYWORDS

wavelet transform, signal denoising, exact risk analysis, segmented wavelet trans-
form
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2 CÍLE DIZERTAČNÍ PRÁCE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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4 WAVELETOVÉ POTLAČOVÁNÍ ŠUMU. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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ÚVOD
Waveletová neboli vlnková analýza je modernı́ disciplı́na v oblasti zpracovánı́ sig-

nálů, která má po krátkém, ale velmi prudkém a intenzivnı́m vývoji velkou oblast
uplatněnı́ nejen v čistě technických oborech. Mezi nejvýznamnějšı́ aplikace waveleto-
vého zpracovánı́ signálů patřı́ separace signálů od aditivnı́ho šumu z jejich směsı́.

Dizertačnı́ práce se zabývá metodou potlačovánı́ gaussovského šumu v signálu tzv.
prahovánı́m waveletových koeficientů. Tento způsob separace užitečného a rucho-
vého signálu vycházı́ z metodologie WaveShrink [9]. Druhou podstatnou částı́ práce je
kapitola pojednávajı́cı́ o nově vyvinuté metodě tzv. segmentované waveletové trans-
formace, která umožňuje provádět waveletovou transformaci, a tedy v důsledku i tuto
„waveletovou separaci“ kromě dalšı́ch výhod v reálném čase.

1 PŘEHLED SOUČASNÉ PROBLEMATIKY
Zhodnocenı́ současného stavu problematiky sestává ze dvou částı́. V části 1.1 jsou

uvedeny metody, které využı́vajı́ principů Fourierovy transformace, znalostı́ charak-
teristických vlastnostı́ řečových signálů, sofistikovaných statistických přı́stupů apod.
Pozornost části 1.2 bude obrácena na waveletové metody zpracovánı́ signálů se zamě-
řenı́m na použı́vané metody separace deterministických signálů od šumu.

Šumem přitom zpravidla rozumı́me náhodný proces, který má přesně definované
statistické parametry (jako např. rozloženı́, střednı́ hodnota, rozptyl, autokorelačnı́
funkce), přičemž tyto parametry nemusı́ být známé. Hlukem naopak rozumı́me signál,
který statistickým zákonitostem v tomto úzkém slova smyslu nepodléhá. Přı́kladem
může být hluk motoru, vysavače, dopravnı́ho provozu ad.

1.1 METODY SEPARACE SIGNÁLŮ OD ŠUMU A HLUKU

Jednoduššı́ separačnı́ techniky jsou v současné době nedı́lnou součástı́ každého
komunikačnı́ho zařı́zenı́ pracujı́cı́ho v zarušeném prostředı́. Většinou se jedná o jed-
noduché algoritmy s malou účinnostı́ vlastnı́ separace. Ukazuje se, že nejobtı́žnějšı́
pro separaci jsou parazitnı́ hluky, které kmitočtově spadajı́ do pásma užitečné řeči.
Takových zvuků je ale v praktickém provozu většina. Vhodný algoritmus by měl být
proto schopen patřičně reagovat jak na širokopásmové šumy, tak impulsnı́ hluky a
trvalé rušı́cı́ periodické signály.

Metody pro potlačenı́ parazitnı́ho rušenı́ v řečovém signálu lze rozdělit na jednoka-
nálové a vı́cekanálové. V současné době jsou většinou v praxi použı́vány jednoduché
jednokanálové techniky založené na potlačenı́ vyššı́ch, přı́padně nižšı́ch kmitočtů slo-
žek spektra vstupnı́ho signálu v závislosti na velikosti odstupu signálu od rušenı́
(SNR). Je zřejmé, že klasickou čı́slicovou filtracı́ rušivých signálů sice docı́lı́me potla-
čenı́ hluku, ale v užitečném pásmu kmitočtů dále přetrvává, pouze je vlivem omezené
šı́řky přenášeného pásma pro lidský sluch méně nápadný. V přı́padě užitı́ adaptivnı́ li-
neárnı́ filtrace (napřı́klad algoritmu typu LMS) vzniká nežádoucı́ přı́davný efekt, který
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způsobı́, že výstupnı́ signál ztrácı́ svou dynamiku, hlas ztrácı́ barvu a znı́ strojově.
Podstatně dokonalejšı́ jednokanálovou metodou, užı́vanou firmou Motorola v mobil-

nı́ch telefonech pro jednotky „handsfree“, je technika RASTA, která využı́vá pásmovou
filtraci časově proměnného spektra signálu, tzv. časových trajektoriı́ [14]. Na základě
kmitočtové analýzy časového průběhu jednotlivých spektrálnı́ch složek modulových
spekter (časových trajektoriı́), je vypočteno spektrum časových trajektoriı́, které je
zvykem nazývat modulačnı́m spektrem. Aplikacı́ vhodného čı́slicového filtru docházı́
k omezenı́ modulačnı́ho spektra parazitnı́ho signálu, přitom modulačnı́ spektrum řeči
musı́ zůstat nezměněno. Potlačenı́ trvalých nebo naopak velmi rychle se v čase měnı́-
cı́ch (rychleji než řeč) parazitnı́ch signálů je dostatečné, ovšem pro většinu běžných
hluků nenı́ separace přı́liš účinná. Jinými slovy, separace je velmi neefektivnı́ v přı́padě,
kdy spektrum hluku má charakter spektra řečového signálu.

K robustnějšı́m technikám potlačovánı́ rušenı́ z řečových signálů patřı́ metoda na-
zvaná mapovánı́ spektrogramu, vyvinutá na FEKT VUT v Brně [19]. Principem me-
tody je adaptivnı́ vytvářenı́ tzv. mapy (masky), kterou se následně násobı́ spektrogram
řečového signálu, tı́m se signál „filtruje“, a poté se převede zpět do časové oblasti.
Výsledky testovánı́ ukázaly, že metoda vykazuje excelentnı́ separačnı́ vlastnosti v přı́-
padě, kdy je možno optimálně stanovit velikost tzv. prahu pro dlouhé úseky signálu
(až několik sekund). To ale v praxi nenı́ možné, nebot’požadujeme možnost nasazenı́
metody v reálném čase. Tehdy je nutné práh nastavovat velmi rychle a to často vede
k odchylkám od jeho optimálnı́ hodnoty, což se projevuje nežádoucı́mi modulacemi
řeči.

Pro rušenı́, které má charakter blı́zký stacionárnı́mu, je velmi vhodná metoda spek-
trálnı́ho odečı́tánı́ [8] a jejı́ modifikace.V řečových pauzách je analyzován kmitočtový
obsah rušenı́ a v době řečové aktivity je toto rušenı́ ve spektrálnı́ oblasti odečı́táno.
Ukázalo se, že se snižujı́cı́m se poměrem SNR drasticky klesá účinnost metody [32].
To vedlo ke vzniku různých modifikacı́ této metody [18, 34]. Spektrálnı́ odečı́tánı́ má
vynikajı́cı́ separačnı́ vlastnosti, pokud hluk v pozadı́ má v čase neměnný charakter.
Z jejı́ho principu zároveň vyplývá, že pro impulznı́ rušenı́ je naprosto nevhodná.

Odlišným přı́stupem k problematice separace je vývoj vı́cekanálových metod schop-
ných pracovat v reálném čase. Tento typ metod má daleko většı́ nároky na výpočetnı́
výkon než metody jednokanálové. Současně se zvyšujı́cı́m se výkonem dnešnı́ch sig-
nálových procesorů se vı́cekanálovým metodám dostává stále vı́ce pozornosti. Metody
můžeme rozdělit do dvou skupin na metody pracujı́cı́ s exaktně determinovaným mik-
rofonnı́m polem a na „slepé“ metody pracujı́cı́ přı́mo s několika směsmi, bez jakékoliv
přı́davné informace o poloze mikrofonů. V prvnı́m přı́padě problém řešı́me determi-
nisticky na základě souřadnic mikrofonů, řešenı́ druhého přı́padu nabı́zı́ matematická
statistika – metoda ICA [15].

Výhodou vı́cekanálového přı́stupu je značné zlepšenı́ výsledného SNR oproti jed-
nokanálovým metodám, přičemž subjektivnı́ hodnocenı́ kvality je ještě výrazně lepšı́.
Dalšı́ výhodou je, že kvalita separace nenı́ podmı́něna stacionárnı́m charakterem ru-
šenı́. Naopak nevýhodou je, že nevhodná konfigurace mikrofonnı́ho pole vede téměř

6



k nemožnosti separace signálů.
Nejnovějšı́ přı́stupy k problematice separace vycházejı́ z originálnı́ myšlenky tzv.

resyntézy řeči. Algoritmy tohoto typu vycházejı́ z velmi dobré znalosti principu vzniku
řeči v hlasovém traktu člověka. Nesnažı́ se v parazitnı́m hluku nalézt řečový signál
jako celek, ale detekujı́ pouze základnı́ parametry řečového signálu [33]. Z těchto
parametrů pak, pomocı́ standardnı́ch technik syntézy řeči, rekonstruujeme užitečnou
promluvu. Praktická realizace uvedeného principu je však zatı́m v počátcı́ch.

Celkově se dá shrnout, že žádná ze separačnı́ch metod nenı́ zcela univerzálnı́, každá
má své kladné i záporné rysy. Nicméně u všech metod lze vysledovat,že potlačovánı́
hluku zkreslujı́ také samotnou řeč. Tento jev se samozřejmě stává čı́m dál výraznějšı́m
se snižujı́cı́m se odstupem signálu od šumu (hluku). Nastavenı́ parametrů separace (a
tı́m jejı́ výsledek) je proto vždy nutné volit jako kompromis mezi mı́rou potlačenı́ hluku
a zkreslenı́m samotné řeči. Stejné tvrzenı́ platı́ přirozeně i o waveletových metodách
separace (část 1.2.2).

1.2 WAVELETOVÉ METODY ZPRACOVÁNÍ SIGNÁLU

Zpracovánı́ signálů pomocı́ waveletové transformace je v poslednı́ch letech značně
využı́vaná disciplı́na se stále se rozvı́jejı́cı́ škálou aplikacı́ při zpracovánı́ mnoha typů
signálů. Jde o relativně nový přı́stup k analýze signálů, jehož základnı́ principy byly
položeny již před několika desı́tkami let, avšak jehož bouřlivý vývoj odstartoval v osm-
desátých letech 20. stoletı́. Své uplatněnı́ při analýze a syntéze signálů našla wavele-
tová transformace zejména v oborech jako jsou telekomunikace, sonarová a radarová
technika, seizmologie, meteorologie, lékařstvı́. V těchto oborech se použı́vá bud’pro
časově-kmitočtovou analýzu signálů, pro rekonstrukci a restauraci neúplných či silně
zarušených signálů, nebo pro kompresi dat. Na tomto posledně jmenovaném poli dosa-
huje waveletová transformace vynikajı́cı́ch výsledků, zejména při kompresi digitálnı́ch
obrazů [28]. Přehled méně obvyklých (avšak neméně důležitých) aplikacı́ viz [26].

Hlavnı́ zásluhou waveletové analýzy je, že přinesla nový typ reprezentace signálů a
rozšı́řila tak soubor nástrojů pro jejich zpracovánı́. Ve srovnánı́ s obvyklým fourierov-
ským přı́stupem pozorujeme lepšı́, ale i horšı́ vlastnosti. Použitı́ waveletových technik
tedy nenı́ univerzálnı́, ale pro každý typ úlohy je třeba dobře zvážit jeho vhodnost.

Matematická teorie waveletové transformace se vyvı́jela dlouhá léta vedle prvnı́ch
praktických inženýrských aplikačnı́ch experimentů, aniž by se tyto oblasti střetly. Po-
čátkem osmdesátých let dvacátého stoletı́ upozornil na vzájemnou úzkou provázanost
Stéphane Mallat a odstartoval tı́m „waveletovou revoluci“. Spolupracı́ mezi zmı́ně-
nými oblastmi se poté velmi intenzivnı́m způsobem začala dotvářet jak sofistikovaná
teorie, tak stále nové a nové aplikace. Budoucı́ vývoj v této oblasti nynı́ směřuje
k systémům, které jsou po formálnı́ stránce zobecněnı́m waveletů a jež jsou vı́ce
přizpůsobeny konkrétnı́m úlohám na úkor univerzálnosti jejich použitı́.
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1.2.1 Využitı́ waveletových metod při zpracovánı́ řeči

Waveletová transformace se uplatnila také v některých oblastech zpracovánı́ řečo-
vých signálů. Protože řeč má přibližně stacionárnı́ povahu pouze pro jejı́ velmi krátké
úseky, fourierovský typ zpracovánı́, který vycházı́ z nekonečně dlouhých harmonic-
kých bázových funkcı́, nenı́ pro určité aplikace vhodný. Waveletová transformace,
umožňujı́cı́ ze své podstaty reprezentativnějšı́ pohled na signál z krátkodobého hle-
diska, se pokusila standardnı́ metody zpracovánı́ řeči vylepšit.

Publikace [20] ukazuje, že při detekci základnı́ho tónu řeči �� má waveletová trans-
formace několik výhod včetně odstraněnı́ problému dvojnásobenı́ základnı́ho kmitočtu.
V oblasti segmentace řeči na fonémy [27] waveletová transformace nepředčila tradičnı́
metody, zejména z toho důvodu, že řečový signál je velmi proměnlivý a nenı́ možné
všechny jeho aspekty zachytit pomocı́ pevné waveletové báze. Přı́nosem v oblasti po-
tlačovánı́ různých typů šumů v pozadı́ řeči se stala metoda waveletového vyhlazovánı́
spektrogramu šumu [17]. Použitı́ této metody podle výzkumné zprávy [25] přineslo
zlepšenı́ SNR v průměru o 3–5 dB.

1.2.2 Waveletové metody pro separaci signálu od šumu

Základ pro waveletové techniky separace byl položen v článku [9]. Zde byl uveden
princip úpravy waveletového spektra po ortogonálnı́ transformaci za účelem odstra-
něnı́ šumu. Metodologie, kterou jejı́ tvůrci nazvali Waveshrink, vycházı́ z vlastnosti
transformace koncentrovat podstatnou část energie do několika málo waveletových ko-
eficientů. V přı́padě, že signál nenı́ pohlcen šumem, stačı́ vypustit „malé“ koeficienty,
které reprezentujı́ šumovou složku.

Na základě této metody byla postupně vystavěna různá zobecněnı́ a vylepšenı́.
Napřı́klad Silverman a Johnstone [11] zobecnili tuto metodu i pro barevný (korelovaný)
šum. Dále byly zkoumány přı́nosy přı́stupu „wavelet shrinkage“ [31], což je ještě
obecnějšı́ přı́stup k úpravě koeficientů než prahovánı́. Původně pro kompresi otisků
prstů FBI byla určena nová metoda, kterou přinesli Wickerhauser a Coifman [5] a která
se nazývá „wavelet packets“. Metoda se ukázala být vhodnou pro daleko širšı́ škálu
problémů. Stejnı́ autoři zároveň ukázali, jak vybı́rat optimálnı́ waveletovou bázi, která
se co nejvı́ce přimyká charakteru zpracovávaného signálu. Při zvolenı́ takovéto báze
je možné dosáhnout lepšı́ch výsledků i v separačnı́ch úlohách.

U waveletové separace signálu od šumu pomocı́ prahovánı́ je nutné zvolit tzv. praho-
vacı́ pravidlo, které řı́ká, jakým způsobem bude zacházeno s koeficienty, které nebyly
vynulovány. V základnı́ metodě existujı́ dvě pravidla – tvrdé a měkké. Vzhledem
k tomu, že obě tato základnı́ pravidla kromě specifických výhod také trpı́ specifickými
nedostatky, byla později uvedena ještě dalšı́ pravidla, která se snažı́ přı́hodné vlastnosti
obou typů kombinovat [31, 23].

Na prahovacı́ pravidla můžeme nahlı́žet z perspektivy matematické statistiky a
v tomto smyslu posuzovat jejich vlastnosti. Statistickou technikou „Exact Risk Ana-
lysis“ lze odvodit několik veličin, které charakterizujı́ základnı́ znaky prahovacı́ch
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pravidel [2, 12, 13]. V literatuře však chybı́ právě takový typ analýzy u tzv. hyperbo-
lického prahovánı́, což je jeden z nestandardnı́ch typů; zřejmě to je z důvodu, že je
nutno analyticky vyjádřit velmi speciálnı́ integrály. Rovněž chybı́ šı́řeji pojaté pojed-
nánı́, které by se zabývalo srovnánı́m vlastnostı́ všech použı́vaných pravidel v jednom
celku. Statistické vlastnosti bývajı́ v literatuře uváděny pro speciálnı́ přı́pad jednotko-
vého rozptylu šumu, tj. � � �. Důkaz, že tento předpoklad nenı́ na újmu obecnosti,
a zejména jakým způsobem vlastnosti přepočı́tat na přı́pad šumu s jiným rozptylem,
v dostupné literatuře také nenı́ uveden.

Nutno poznamenat, že waveletové metody separace signálů jsou omezeny na přı́pad,
kdy aditivnı́ šum má známé (nebo alespoň odhadnutelné) statistické vlastnosti. Čı́m
vı́ce se šum „blı́žı́“ bı́lému, tı́m vyššı́ účinnost metody zaznamenávajı́. Pro separaci
dvou signálů deterministického charakteru (např. řeč a hluk motoru) metody selhávajı́.

1.2.3 Waveletová transformace realizovatelná v reálném čase

Za současného stavu vývoje problematiky nenı́ možné aplikovat waveletovou trans-
formaci pro zpracovánı́ signálů v reálném čase. Autoři se zabývajı́ teoretickými i
praktickými aspekty waveletové transformace, avšak pouze pro zpracovánı́ signálu
„off-line“1; v současném stavu poznánı́ chybı́ sofistikovaný algoritmus, který by tento
způsob zpracovánı́ umožnil.

Jestliže někteřı́ autoři přistupujı́ k sekvenčnı́mu waveletovému zpracovánı́ dat, tzn.
po segmentech, např. [6, 24], volı́ jejich délku a překrytı́ ad hoc a kompenzujı́ pak
vzniklá zkreslenı́ průměrovánı́m či váženı́m výstupnı́ch segmentů. V dizertačnı́ práci
je prezentován nově vyvinutý algoritmus, pomocı́ něhož se určı́ překryvy segmentů
a způsob jejich zpracovánı́ tak, že k žádnému zkreslenı́ nedocházı́. Vývoj takového
algoritmu je úkol značně obtı́žný a vyžaduje hlubokou znalost algoritmu waveletové
transformace, nebot’ do úvahy se musı́ vzı́t volitelné veličiny jako délka segmentu,
délka waveletového filtru a v neposlednı́ řadě počet úrovnı́ dekompozice.

2 CÍLE DIZERTAČNÍ PRÁCE
Na základě rozboru současného stavu problematiky v částech 1.2.2 a 1.2.3 byly

formulovány cı́le této dizertačnı́ práce:

� Provést srovnánı́ pěti druhů prahovacı́ch pravidel na základě statistické analýzy
rizikové funkce. K tomu je třeba nalézt vzorce střednı́ hodnoty, rozptylu a rizikové
funkce pro hyperbolické prahovánı́, přı́padně vyjádřit tyto statistiky alespoň nume-
ricky.
Uvést důkaz, že předpoklad jednotkového rozptylu � � � nenı́ na újmu obecnosti,
a uvést z toho plynoucı́ výpočty statistických veličin pro přı́pad � �� � pomocı́
předchozı́ho přı́padu.

1tzn. předpokládáme-li znalost celého průběhu signálu předem
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� Prozkoumat, zda a jak velký přı́nos má změna waveletové báze (technika „wavelet
packets“, která se v minulosti ukázala přı́nosnou v oblasti efektivnı́ komprese obra-
zových dat) pro řečové signály zatı́žené šumem. Tento přı́nos posoudit kvantitativně
i kvalitativně.

� Vytvořit algoritmus, pomocı́ kterého bude možné waveletové zpracovánı́ diskrétnı́ho
signálu po segmentech, tj. zejména v reálném čase, bez zkreslenı́ informace v něm
obsažené. Nový algoritmus bude přitom využı́vat postupy použı́vané ve standardnı́
waveletové transformaci.

3 WAVELETOVÁ TRANSFORMACE A WAVELETOVÉ
PAKETY

V dizertačnı́ práci byl rozveden koncept tzv. waveletových paketů (transformace
typu wavelet packet, zkratka WP). Tento koncept tvořı́ zobecněnı́ obvyklé wavele-
tové transformace (zkratka WT) v tom smyslu, že při rozkladu signálu pomocı́ py-
ramidového algoritmu podrobujeme dekompozici nejen vektory obsahujı́cı́ detailnı́
koeficienty, ale i všechny vektory s aproximačnı́mi koeficienty.

Tı́m dosáhneme úplné struktury stromového typu se zvolenou hloubkou dekom-
pozice �. Informace obsažená v této množině waveletových koeficientů je přirozeně
redundantnı́, čehož lze ale s úspěchem využı́t. Pomocı́ algoritmu „nejlepšı́ báze“ [5]
lze z waveletového paketu pro daný signál vybrat množinu koeficientů, které vystihujı́
chovánı́ tohoto signálu lépe než koeficienty u WT. Toho se využı́vá např. v modernı́ch
metodách komprese čı́slicových obrazů a jak prokázaly výsledky dizertačnı́ práce (viz
dále), tato metoda je přı́nosná i pro zpracovánı́ řečových signálů. Algoritmus nej-
lepšı́ báze pracuje na základě ohodnocenı́ stromové struktury pomocı́ některého druhu
entropie.

4 WAVELETOVÉ POTLAČOVÁNÍ ŠUMU
Nežádoucı́ šum v signálu má obvykle aditivnı́ charakter a proto je vhodné uvažovat

model
� � � � �� (1)

kde � je náhodný vektor (konečný diskrétnı́ náhodný signál), � je deterministický
(čistý) signál a � je náhodný vektor s �-rozměrným normálnı́m rozloženı́m, � �
����� �

����. Waveletovou transformacı́ vyjádřenou pomocı́ matice � přejde vztah
(4) s využitı́m linearity v

� � �� �� (2)

kde � � �� , � � �� , � � ��. Dı́ky ortogonalitě transformace platı́ � �
����� �

����, tedy rozloženı́ pravděpodobnosti šumu zůstalo stejné. Označme pozoro-
vánı́ náhodných vektorů� � ��� ��, pořadě symboly �� �����. Vektory ����� tedy
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představujı́ waveletové koeficienty přı́slušné vektorům �� � � �.
Cı́lem waveletového potlačovánı́ šumu je nalézt vhodný modifikačnı́ předpis Æ���

tak, aby odhad ��� � Æ���� � �� byl v nějakém smyslu dobrým odhadem ��. Koefi-
cienty �� totiž jsou waveletové koeficienty přı́slušı́cı́ signálu nezatı́ženého šumem. Po
úpravě waveletových koeficientů navrátı́me pomocı́ matice �� � ��� signál do
výchozı́ domény. Tı́m zı́skáme signál s potlačenou šumovou složkou. Tuto v principu
jednoduchou metodologii nazvali jejı́ autoři WaveShrink [9].

Popsaný přı́stup je analogiı́ klasické fourierovské filtrace, kde podobně upravujeme
Fourierovy koeficienty signálu. Avšak u waveletové analýzy je přı́spěvek každého
koeficientu pouze lokálnı́ (nebot’wavelet je tlumený směrem k��), takže waveletová
reprezentace dovoluje tı́mto způsobem konstruovat lokálně adaptivnı́ filtry, což je
vynikajı́cı́ rys ve srovnánı́ s fourierovskými filtry, kde efekt každého koeficientu je
obecně globálnı́ [29].

Existuje několik technik, jak konstruovat odhady ��� � Æ����. Mezi nejpoužı́vanějšı́
metody patřı́ prahovacı́ techniky [31]. Jejich princip je následujı́cı́: hodnoty ��, které
jsou v absolutnı́ hodnotě menšı́ než zvolený práh � � �, jsou vynulovány a ostatnı́
jsou ještě dále upraveny. Je zřejmé, že prahovánı́ je nelineárnı́ operacı́ na datech. Podle
způsobu úprav koeficientů �� rozlišujeme těchto pět druhů prahovánı́:

1. Tvrdé prahovánı́, obrázek 1(a):
��� � Æ����� ��, kde

Æ��	� �� �

�
� pro �	� 	 �
	 pro �	� � �


2. Měkké prahovánı́, obrázek 1(b):
��� � Æ����� ��, kde

Æ��	� �� � �	
�	���

�� �	� � ��


3. Poloměkké prahovánı́, obrázek 1(c):
Toto pravidlo závisı́ na dvou parametrech � � �� � ��; ��� � Æ������ ��� ���, kde

Æ���	� ��� ��� �

��
�

� pro �	� 	 ��

�	
�	����������������
pro �� � �	� 	 ��


	 pro �	� � ��


4. Nezáporná garota2, obrázek 1(d):
��� � Æ������� ��, kde

Æ����	� �� �

�
� pro �	� 	 �

	� ��

� pro �	� � �


2garota – železné škrtidlo, z anglického non-negative garrotte
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5. Hyperbolické prahovánı́, obrázek 1(e):
��� � Æ�	���� ��, kde

Æ�	�	� �� �

�
� pro �	� � �
�	
�	�



	� � �� pro �	� � �


4.1 STATISTICKÁ ANALÝZA PRAHOVACÍCH PRAVIDEL

Vlastnosti odhadů posuzujeme pomocı́ statistické techniky Exact Risk Analysis –
analýza rizika [31]. Vycházı́me z modelu (5) a uvažujeme jedinou náhodnou veličinu
��, kterou pro jednoduchost budeme dále značit pouze � . Bez újmy na obecnosti
můžeme nadále předpokládat jednotkový rozptyl šumu, tedy � � ����� ��. Mı́sto
Æ��� �� budeme dále pro jednoduchost psát pouze Æ�� �.

Prahovacı́ pravidla Æ�� Æ�� Æ��� Æ���� Æ�	 posuzujeme z hlediska:

1. střednı́ hodnoty ����� � ��Æ�� ��,

2. rozptylu ����� � ��� �Æ�� ��,

3. rizika ����� � ��Æ�� �� ���.

pro pevně zvolenou hodnotu prahu � � �. Nejdůležitějšı́ informaci přitom obsahuje
hodnota rizika, nebot’udává odchylku od „správné“ hodnoty �, nikoliv od jejı́ střednı́
hodnoty �����.

Označme přı́slušnost výše uvedených statistik k prahovacı́m pravidlům hornı́m
indexem, tj. např. rozptyl měkkého prahovánı́ bude označen ��

����. V dizertačnı́ práci
jsou odvozeny vzorce pro všechna prahovacı́ pravidla. Na základě těchto vzorců je
provedeno vzájemné srovnánı́ statistických vlastnostı́ všech pravidel.

Pro účely této analýzy bylo nutné odvodit vzorce střednı́ hodnoty, rozptylu a rizika
pro hyperbolické prahovánı́, které se v současné odborné literatuře nevyskytujı́. Tyto
vzorce se nám podařilo odvodit, avšak v konečné fázi nestandardnı́ integrál, který
obsahujı́, se nepodařilo vyjádřit analyticky, a to ani jako nekonečnou řadu. Proto jsme
pro praktické výpočty použili obvyklých metod numerické integrace.

Na obrázku 2 je vyobrazeno srovnánı́ rizika všech pěti zmı́něných pravidel.
Statistická analýza umožnila vyvodit následujı́cı́ důsledky [2]:

Důsledek 1 Pro pevné� � �

 má měkké prahovánı́ menšı́ rozptyl než tvrdé prahovánı́

pro všechna �, tj. ��
���� 	 ��

����.
Důsledek 2 Pro pevné� � �


 má měkké prahovánı́ mnohem většı́ výchylku než tvrdé
prahovánı́ pro ��� dostatečně velké. Také platı́, že pro �� ��: ��

����� � � ��,
zatı́mco ��

���� � �. To znamená, že průměrná kvadratická odchylka od správné
hodnoty je pro rostoucı́ � vyššı́ u měkkého prahovánı́, a to tı́m většı́, čı́m většı́ je
zvoleno �. Riziko tvrdého prahovánı́ v limitě na hodnotě prahu nezávisı́. Celkově
to znamená, že k detailnı́m waveletovým koeficientům, které představujı́ významné
rychlé změny v signálu, a majı́ tedy relativně velké �, se tvrdé prahovánı́ chová
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Obr. 1: Grafy prahovacı́ch pravidel. Pro všechna prahovacı́ pravidla zvoleno � � �, kromě
poloměkkého prahovánı́, kde �� � � a �� � �.
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Obr. 2: Srovnánı́ rizika pěti prahovacı́ch pravidel. Zde � � ����, �� � ����, �� � ����. Je
zřetelné, že stejnoměrně nejmenšı́ho rizika dosahuje poloměkké prahovánı́, avšak jen v přı́padě
optimálnı́ volby ��� ��.

obezřetně – ponechá jim svou původnı́ velikost, kdežto měkké prahovánı́ jejich
velikost snı́žı́. Tato vlastnost se odrážı́ v tom, že měkké prahovánı́ má tendenci
„přehladit“ rychlé změny, skoky a špičky v signálu.

Důsledek 3 Pro pevné � � �

 má tvrdé prahovánı́ maximálnı́ výchylku, rozptyl a

riziko pro hodnoty � � ��. Měkké prahovánı́ má maximálnı́ výchylku, rozptyl a
riziko pro velké hodnoty ���.

Důsledek 4 Pro pevné � � �

 má měkké prahovánı́ menšı́ riziko v počátku � � �.

Obě statistiky ��
���� a ��

���� jsou monotónně klesajı́cı́ pro rostoucı́ �.

Ostatnı́ uvedené typy prahovánı́ tvořı́ kompromis mezi tvrdým a měkkým prahová-
nı́m. Gao a Bruce [13] ukázali, že pro dané � existujı́ �� � � � �� tak, že pro všechna
�� platı́ ��Æ������ ��� ��� � ���

� � ��Æ����� �� � ���
�, tedy že poloměkké prahovánı́

Æ�� má stejnoměrně menšı́ riziko než Æ�. Tato skutečnost je vidět na obrázku 2, kde
byla zvolena vhodná ��� ��. Volbou parametrů ��� �� můžeme Æ�� podle potřeby vı́ce
„přiblı́žit“ vlastnostem tvrdého nebo měkkého prahovánı́. Poloměkké prahovánı́ má
výhodu v tom, že překonává citlivost tvrdého prahovánı́ na malé změny ve vstupnı́ch
datech, a zároveň zamezuje vzniku velké výchylky pro velká ���, jak se tomu děje
u měkkého prahovánı́. Nutnost volby dvou prahových hodnot je však velkou nevýho-
dou tohoto prahovánı́. Postup určenı́ optimálnı́ch prahů je algoritmicky i výpočetně
velmi náročný [13], je potřeba použı́t dvojrozměrnou Newtonovu iteračnı́ metodu.

Zbylá dvě prahovacı́ pravidla, nezáporná garota a hyperbolické prahovánı́, se snažı́
s tı́mto hendikepem vyrovnat, a to tak, že napodobujı́ tvar poloměkkého prahovánı́
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funkcı́ s jednı́m volitelným parametrem – prahem. Statistické vlastnosti poloměkkého
prahovánı́ jsou přitom v asymptotickém smyslu zachovány. Gao [12] ukázal, že ne-
záporná garota je lepšı́ než tvrdé i měkké prahovánı́ ve smyslu velikosti rizika a také
citlivosti na malé změny ve výchozı́ch datech. Také hyperbolické prahovánı́ kombinuje
vlastnosti tvrdého a měkkého prahovánı́, a z obrázku 2 je zřejmé, že z hlediska rizika
je úspěšnějšı́ než nezáporná garota.

Následujı́cı́ tvrzenı́, jehož důkaz je uveden v dizertačnı́ práci, umožňuje všechny
předchozı́ úvahy rozšı́řit na náhodnou veličinu s obecným normálnı́m rozloženı́m a
zároveň dává návod, jak v takovém přı́padě spočı́tat střednı́ hodnotu, rozptyl a riziko.

Tvrzenı́: Pokud � � ���� ���, pak �
� � ���
�� �� a platı́

1. Æ��� �� � � Æ
�
�
�
� �
�

�
�

2. ����� � �����

�
�
�

�
�

3. ����� � ������

�
�
�

�
�

4. ����� � ������

�
�
�

�



4.2 TESTOVÁNÍ WAVELETOVÝCH METOD NA SIGNÁLECH
S ADITIVNÍM ŠUMEM

Mı́ra úspěšnosti waveletového potlačovánı́ šumu byla testována a srovnávána na
řečovém signálu. Šlo o promluvu mužského mluvčı́ho „vysyp všechny pytle s pšenicı́“.
Tento signál, vzorkovaný s kmitočtem 16 kHz, byl uměle zarušen gaussovským šumem
s různými rozptyly tak, že k dispozici byly testovacı́ signály se SNR 15 ��, 10 ��,
5 ��, 0 �� a �5 ��. Po separaci řeči a šumu (viz nı́že) byl odhadnut výstupnı́ SNR
vztahem �SNR ���� � �� ��	��

���
�� � ���� � (3)

kde �� je signál s potlačenou šumovou složkou a � � ���
����

je kompenzačnı́ konstanta.
Při všech analýzách byl použit wavelet Daubechies řádu 8 a hloubka dekompozice (a

také hloubka prahovánı́) byla zvolena � � �. Testovánı́ probı́halo v systému MATLAB
pomocı́ balı́ku ThreshLab (vytvořeného v rámci práce). Přı́klad grafického znázorněnı́
prahovánı́ je na obr. 3.

Pro každý z pěti testovacı́ch SNR byla nejprve stanovena prahová hodnota �, při-
čemž výchozı́m odhadem byla tzv. univerzálnı́ hodnota prahu���
� [9]. Použitá prahová
hodnota byla nakonec zvolena subjektivně. Pro tuto hodnotu bylo provedeno tvrdé,
měkké, hyperbolické prahovánı́ a nezáporná garota, a to:

[WP] detailnı́ch koeficientů klasické waveletové transformace do hloubky � � �,
[WP] koeficientů odpovı́dajı́cı́ch nejlepšı́ bázi ve waveletovém paketu hloubky

� � �. Nejlepšı́ báze byla vyhledána pomocı́ tzv. prahové entropie s pra-
hem �.
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Obr. 3: Přı́klad prahovánı́ zarušeného signálu. Shora dolů jsou vykresleny: původnı́ zarušený
signál, separovaný signál a prahované waveletové koeficienty.
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Výsledky testovánı́ jsou obsaženy v tabulce 1. V tabulce lze nalézt kromě ob-
jektivnı́ho parametru výstupnı́ho �SNR také subjektivnı́ zhodnocenı́ kvality separace
(stanovenı́ pořadı́ úspěšnosti). Kritérii subjektivnı́ho posuzovánı́ byly stejnou měrou
přı́jemnost poslechu (množstvı́ rušivých artefaktů v signálu) a srozumitelnost odrušené
nahrávky.

Celkově lze k výsledkům řı́ci:
Nezaznamenali jsme velký rozdı́l v parametru �SNR mezi metodami WT a WP, avšak

rozdı́l mezi nimi v subjektivnı́m vnı́mánı́ je podstatný: objevujı́-li se v odrušeném
signálu nežádoucı́ artefakty, pak u WT se většinou jedná o osamocené „lupance“ nebo
jejich rychlý sled, na rozdı́l od WP, kde docházı́ k rozostřenı́ šumu a k efektu „bublánı́“
na pozadı́, což je lidskému sluchu mnohem přı́jemnějšı́ na poslech. Rovněž u WP
pozorujeme lepšı́ srozumitelnost.

Nejméně úspěšné pro zpracovánı́ řečového signálu je měkké prahovánı́, a to jak
z objektivnı́ho, tak subjektivnı́ho hlediska. Nejhoršı́ výsledky �SNR jsou paradoxem,
nebot’jak bylo řečeno výše, právě měkké prahovánı́ nejlépe potlačuje šum. Toto tvrzenı́
ale zároveň musı́me potvrdit ze subjektivnı́ho pohledu – skutečně je tomu tak, avšak
u řečového signálu tı́m zanikajı́ neznělé souhlásky jako zejména s, š, c, č, z, ž, které
jsou právě pro srozumitelnost řeči nejpodstatnějšı́.

V subjektivnı́m hodnocenı́ dosáhlo obecně nejlepšı́ch výsledků hyperbolické pra-
hovacı́ pravidlo, i když se snižujı́cı́m se vstupnı́m SNR mu výrazně konkuruje tvrdé
prahovánı́. To lze vysvětlit tı́m, že směrem k malým hodnotám SNR přirozeně klesá
srozumitelnost odrušených signálů a právě tvrdé prahovánı́ i přes své nepřı́jemné ar-
tefakty srozumitelnost zachovává nejdéle. Ve chvı́li, kdy kvalita poslechu je již pro
všechny typy prahovánı́ velmi nı́zká, dáváme přednost tvrdému, které dává nejsrozu-
mitelnějšı́ výsledek.

Ukázalo se, že nastavenı́ hodnoty prahu je vždy záležitostı́ kompromisu mezi mı́rou
potlačenı́ šumu a zachovánı́m co nejpřirozenějšı́ho charakteru řeči, tak jak je tomu
u všech metod jednokanálové separace. Výsledný poměr �SNR lze umělým snižovánı́m
prahu zpravidla ještě zlepšovat, avšak subjektivnı́ ohodnocenı́ rychle klesá.

5 NOVÁ METODA SEGMENTOVANÉ KONEČNÉ
DISKRÉTNÍ WAVELETOVÉ TRANSFORMACE

V praktických aplikacı́ch je často třeba signál zpracovávat v „reálném čase“, tzn.
s minimálnı́m zpožděnı́m. Předem neznámý signál přicházı́ na vstup nějakého systému
po úsecı́ch – na sobě nezávislých segmentech – které musejı́ být efektivně zpracovány
a modifikované poslány na výstup systému. Typickým přı́kladem je např. zpracovánı́
akustických signálů, zejména řečových signálů v telekomunikacı́ch.

Nová metoda nazvaná segmentovaná konečná waveletová transformace (SegWT),
která tento typ zpracovánı́ umožňuje, má velké potencionálnı́ využitı́ také v přı́padě,
že je třeba zpracovat dlouhý signál (ne nutně v reálném čase), ale přitom nenı́ k dis-
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pozici dostatečná výpočetnı́ sı́la nebo pamět’ový prostor. Tehdy je možné touto novou
metodou signál ekvivalentně zpracovat po částech a tı́m ušetřit výpočetnı́ výkon i
pamět’ový prostor. V tomto smyslu SegWT koresponduje s algoritmy přičtenı́ přesahu
(overlap-add) a úschovy přesahu (overlap-save) [10] u fourierovské lineárnı́ filtrace.
Dalšı́m možným využitı́m algoritmu SegWT je okamžitá vizualizace signálu pomocı́
zobrazenı́, které nazýváme „waveletogram“. Waveletogram zobrazuje graficky hod-
noty waveletových koeficientů. Je to technika přı́buzná vykreslovánı́ spektrogramu
v reálném čase. U waveletové transformace máme však výhodu, že signál nemusı́me
váhovat okny, čı́mž docházı́ ke zkreslenı́ kmitočtové informace, jak je tomu právě
u spektrogramu. Waveletogram vytvořený pomocı́ SegWT je navı́c zcela nezávislý na
zvolené délce segmentu.

Úkolem segmentované konečné diskrétnı́ waveletové transformace je tedy zpracovat
signál po jednotlivých segmentech, a to tak, abychom po postupném zpracovánı́ všech
segmentů obdrželi stejný výsledek (tj. stejné waveletové koeficienty), jako kdybychom
signál znali celý předem a zpracovali ho pomocı́ běžně použı́vaného algoritmu DTWT.
Vývoj takového algoritmu vyžaduje detailnı́ znalosti výchozı́ho algoritmu DTWT.
Nový algoritmus SegWT musı́ navı́c brát do úvahy vztahy mezi zvolenou hloubkou
waveletové dekompozice �, délkou waveletového filtru� a délkou segmentu signálu �.

5.1 PRINCIP ALGORITMU SEGMENTOVANÉ WAVELETOVÉ
TRANSFORMACE

Pro účely vysvětlené výše je nejprve nutno jednotlivé vstupnı́ segmenty před pro-
vedenı́m modifikované transformace upravit. Konkrétně jde o to, že segmenty délky
�, které označujeme ������ 
 
 
 musı́me vhodným způsobem prodloužit, aby mezi nimi
nastalo optimálnı́ překrytı́. Rovněž musı́me samostatně řešit zacházenı́ s okrajovými
segmenty (tj. s prvnı́m a poslednı́m).

Lze ukázat, že délka překrytı́ segmentů musı́ splňovat přı́sná pravidla. Dokonce při
obecné volbě � platı́, že navzájem různé segmenty majı́ obecně různé délky jim přı́sluš-
ných pravých a levých prodlouženı́. Schéma segmentace a prodlužovánı́ segmentů je
znázorněno na obr. 4. Po optimálnı́m překrytı́ jednotlivých segmentů se z nich vypočı́tá
modifikovaným způsobem waveletová transformace. Tato modifikace spočı́vá v tom, že
vynecháváme určité kroky prováděné v klasickém algoritmu DTWT. Navı́c je nutné
zvláštnı́m postupem zpracovat prvnı́ a poslednı́ segment. Vypočtené waveletových
koeficienty ze všech segmentů nakonec jednoduchým způsobem spojı́me dohromady.

Co se týká zpožděnı́, algoritmus SegWT pracuje tak, že ve chvı́li, kdy je znám
segment čı́slo � a segment čı́slo � � �, je možno vypočı́tat waveletové koeficienty
přı́slušejı́cı́ segmentu �. To znamená, že zpožděnı́ je rovno � vzorkům plus čas po-
třebný na výpočet waveletových koeficientů z aktuálnı́ho segmentu. Ve speciálnı́m
přı́padě, kdy � je dělitelné čı́slem ��, však dokonce platı́, že zpožděnı́ algoritmu je
determinováno pouze délkou výpočtu!

Algoritmus je možno téměř bez úprav využı́t i pro transformaci typu wavelet packet.
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Obr. 4: Grafické znázorněnı́ segmentace a prodlužovánı́ segmentů. Každý segment je pro-
dloužen zleva o určitý počet poslednı́ch vzorků předchozı́ho segmentu a zprava o určitý počet
prvnı́ch vzorků segmentu následujı́cı́ho.

ZÁVĚR
V dizertačnı́ práci byla prezentována metoda potlačovánı́ šumu v signálu pomocı́

waveletové transformace a některé jejı́ modifikace za účelem zlepšenı́ separačnı́ch
vlastnostı́. Rovněž byla uvedena nová metoda tzv. segmentované waveletové transfor-
mace.

Nejvýznamnějšı́ technikou ve waveletovém potlačovánı́ šumu je tzv. prahovánı́.
Byla provedena detailnı́ analýza pěti tzv. prahovacı́ch pravidel na základě statistické
techniky Exact Risk Analysis. Srovnánı́m dvou hlavnı́ch typů prahovánı́, tvrdého a
měkkého, jsme vyvodili závěry, že tvrdé prahovánı́ hůře potlačuje šum, ale lépe za-
chovává rychlé změny v signálu (skoky a špičky), zatı́mco měkké prahovánı́ je velmi
úspěšné při potlačovánı́ šumu, ale má tendenci „přehladit“ skoky a špičky. Vı́c než jen
kompromis tvořı́ poloměkké prahovánı́, které má při správné volbě dvou parametrů
nejnižšı́ riziko chyby. Ovšem dva parametry metody zároveň tvořı́ velkou nevýhodu
oproti jiným metodám, které pracujı́ pouze s parametrem jednı́m. Dalšı́ dvě uvedená
prahovacı́ pravidla, nezáporná garota a hyperbolické prahovánı́, se snažı́ tuto dis-
kvalifikaci zmı́rnit. Pracujı́ pouze s jednı́m parametrem, avšak ve statistickém smyslu
nedosahujı́ takové kvality jako poloměkké prahovánı́.

Na základě testovánı́ uvedených waveletových metod na řečových signálech se uká-
zalo, že waveletové potlačovánı́ šumu vykazuje při správně nastavených parametrech
dobré výsledky, zejména při hodnotách SNR nad 0 ��. V objektivnı́m i subjektivnı́m
srovnánı́ přitom metoda prahovánı́ nejlepšı́ báze waveletového paketu (WP) předčila
metodu prahovánı́ v klasické waveletové transformaci (WT), ovšem za cenu zvýšenı́
výpočetnı́ náročnosti. Nahrávky separované pomocı́ WP obsahujı́ mnohem méně ru-
šivých vjemů a jsou srozumitelnějšı́. V rozsahu SNR od � přibližně do � �� se jako
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nejvhodnějšı́ pro řečový signál jevı́ hyperbolické prahovacı́ pravidlo. Pro nižšı́ odstup
signálu od šumu je pak již vhodnějšı́ použı́t tvrdé prahovánı́.

Praktickým testovánı́m se potvrdily závěry teoretické analýzy: měkké prahovánı́
skutečně nejlépe potlačuje šum, ale na úkor zachovánı́ detailů. Těmito detaily v řečo-
vém signálu jsou však bohužel neznělé souhlásky s, š, c, č, z, ž, podstatné pro zachovánı́
srozumitelnosti. Z tohoto důvodu je měkké prahovánı́ nevhodné pro řečový signál.

Poslednı́ částı́ dizertačnı́ práce je věnována uvedenı́ nové metody tzv. segmentované
waveletové transformace, která umožňuje zpracovávat signál po segmentech zvolené
délky, a tudı́ž umožňuje jakýkoliv typ waveletového zpracovánı́ signálů v reálném čase,
což za dosavadnı́ho stavu problematiky nebylo možné. Metoda má velký význam
pro budoucı́ vývoj v širokém spektru aplikacı́, jako např. pro separaci řeči a šumu
v telekomunikacı́ch, zpracovánı́ hudebnı́ch signálů pomocı́ systému plug-in modulů
nebo pro modulace waveletového typu, které se experimentálně začı́najı́ použı́vat
v systémech XDSL a SDR.

Součástı́ dizertačnı́ práce je rovněž programový balı́k ThreshLab pro MATLAB.
Tento balı́k obsahuje funkce pro zpracovánı́ signálů pomocı́ všech typů prahovánı́,
pro numerickou i grafickou analýzu prahovacı́ch pravidel, pro provedenı́ a zobrazenı́
MR-analýzy apod.

V budoucı́m výzkumu bude vhodné se zaměřit na metody obecného návrhu wa-
veletových bazı́ [35], na tzv. frejmy (frames) [4], biortogonálnı́ systémy [26], nebo
dokonce na reprezentaci signálu v neúplných systémech [30]. Předmětem zájmu by
mohlo být také přenesenı́ waveletových metod separace na směsi signálu se šumem,
který již nemá gaussovské rozdělenı́ (barevné šumy apod.). Rovněž hodláme optima-
lizovat algoritmus SegWT, jelikož jeho současná verze obsahuje duplicitu výpočtů
na přechodech jednotlivých segmentů. Cestou v separaci řečového signálu a šumu by
mohlo být adaptivnı́ prahovánı́ [1], které by umělo přizpůsobit velikost prahu a typ pra-
hovánı́ na základě určitých indikátorů jako je napřı́klad znělost / neznělost aktuálnı́ho
fonému.
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Kontakt: rajmic@feec.vutbr.cz
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MSM 262200022 Výzkum mikroelektronických systémů a technologiı́
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SUMMARY OF THE THESIS
The dissertation thesis considers a method for suppressing Gaussian (normally

distributed) noise in signals utilizing the so-called thresholding of wavelet coefficients,
with particular focus on speech signals. This type of separation of effective and noisy
signals starts from the so-called WaveShrink methodology. The first part of the thesis
considers several modifications of this methodology with the aim of improving its
performance, and, also, in particular the statistical analysis and comparison of five
thresholding rules.

The second part is devoted to the newly-developed method of so-called segmented
wavelet transform, which allows us to perform the wavelet transform, and thus also
the “wavelet-type separation” in real time, in addition to other benefits.

WAVELET-TYPE DENOISING

The undesirable noise in a signal is usually of additive character and hence it is
convenient to consider the model

� � � � �� (4)

where� is the random vector (finite discrete random signal), � is the “clean” signal,
and � is the random vector with multivariate normal distribution, � � ����� �

����.
Applying the wavelet transform represented by an orthogonal matrix � to (4) results
in

� � �� � (5)

with the utilization of linearity; � � �� , � � �� , � � ��. Due to the
orthogonality of the transform there is � � ����� �

����. Let the observations of
random vectors � � ��� �� be denoted by �� �����, respectively. Hence the vectors
����� contain the wavelet coefficients corresponding to the vectors �� � � �.

The goal of wavelet denoising is to find an appropriate modification rule Æ��� such
that ��� � Æ���� � �� is a good estimator of ��. After modifying the wavelet coefficients
the signal is returned back to its original domain by means of matrix ��. In this way
we get a signal with the noisy part suppressed. This methodology was proposed by
Donoho and Johnstone [9] and called WaveShrink.

Several techniques have been proposed how to construct the estimator ���. One of
the most frequently used techniques is the so-called thresholding [31]. Its principle is
as follows: ��’s, which are absolutely smaller than a selected threshold � � �, are set
to zero and the others are further processed.

The wavelet transform has an excellent property in that it concentrates the significant
part of energy contained in vector � into just a few wavelet coefficients ��. This
together with� � ����� �

���� implies and explains the principle of wavelet denoising.
If the threshold � is set properly, the thresholding will not affect the ��’s, which
primarily represent the deterministic signal, and contrarywise it will affect the “small”
coefficients ��, representing the additive normal noise.

26



According to the method used in modifying the ��’s we distinguish different thre-
sholding rules: hard thresholding ��� � Æ����� ��, soft thresholding ��� � Æ����� ��, and
– depending on two thresholds – semisoft thresholding ��� � Æ������ ��� ���, then also
non-negative garrotte ��� � Æ������� �� and hyperbolic thresholding ��� � Æ�	���� ��.

EXACT RISK ANALYSIS OF THE THRESHOLDING RULES

We start from model (5) and consider a single random variable ��, which will be
denoted just � for simplicity. Without any loss of generality we also assume unit
variance �� � �, i.e. � ������ ��. We judge the thresholding rules Æ�� Æ�� Æ��� Æ���� Æ�	

from the viewpoint of their:

1. mean ����� � ��Æ�� ��,

2. variance ����� � ��� �Æ�� �� � ��Æ�� ��������
�,

3. risk ����� � ��Æ�� �� ���.

for a fixed threshold � � �. For our purposes the risk carries the most important
information, for it represents the bias from the “correct” value �, not from its mean
�����.

Let us use a superscript to denote that the above statistics pertain to the thresholding
rules, e.g. variance of the soft thresholding will be denoted ��

����. From the formulas
we can derive the following [2, 22, 23]:

� For a fixed � � �

 soft thresholding has a lower variance than the hard one has,

for every �, i.e. ��
���� 	 ��

����.
� For a fixed � � �


 the soft thresholding has a much bigger bias than the hard one
has, for ��� sufficiently big. It also holds ��

���� � � � �� for � � ��, while
��
����� �.

� For a fixed � � �

 the hard rule has maximal bias, variance and risk for values

� � ��. The soft rule has its maximal bias, variance and risk for large values of ���.
These items imply that the soft rule tends to “oversmooth” the abrupt changes and

peaks in signal but at the same time, it suppresses noise very effectively. On the other
hand, the hard rule preserves the significant details in signal, but it is less effective in
suppressing the noise.

Further we can claim that the other rules represent a compromise between hard
and soft thresholding. Gao and Bruce [13] showed that for a given � there exist
�� � � � �� such that ��Æ������ ��� ��� � ���

� � ��Æ����� �� � ���
� for all ��, that

is, Æ�� produces, uniformly in ��, a smaller risk than Æ� does. In contrast to its best
risk performance this rule has a severe drawback because of the need to select two
thresholds instead of just one. The method of computing optimal thresholds [13] is
also algorithmically and computationally demanding.

The other two rules, non-negative garrotte and hyperbolic thresholding, try to cope
with this disadvantage. They imitate the shape of the semisoft thresholding function
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by other functions, dependent on just a single threshold. The statistical properties of
the semisoft thresholding are asymptotically preserved. Gao [12] demonstrated that
the non-negative garrotte has advantages over both hard and soft thresholding rules in
terms of risk and sensitivity to small perturbations in the data.

TESTING THE THRESHOLDING METHODS

A Czech speech signal was used for testing and comparing the succesfulness of the
wavelet-type denoising methods. Gaussian noise with different variances was added to
the signal in order to achieve input testing signals with SNR 15��, 10 ��, 5 ��, 0 ��
and �5��. After the separation the output signal-to-noise ratio �SNR was estimated.

In all the cases the wavelet Daubechies 8 and the depth of decomposition (and
thresholding) � � � were used. A small toolbox, called ThreshLab, to be used with
MATLAB, and created as a part of the thesis, was used for the testing procedure. All
five thresholding rules were applied with the same threshold value to the signal, in two
“modes”:
[WP] thresholding the detail coefficients in classical wavelet transform,
[WP] thresholding all the coefficients representing the best basis in the wavelet

packet of depth �. The best basis had been found using the so-called threshold
entropy with threshold �.

Apart from the objective parameter �SNR, also the subjective quality of separation
was judged. The following two criteria were equally important in this process: plea-
santness of the listening (amount of disturbing artifacts) and understandability of the
denoised recording.

We can summarize the results of the testing as follows:
Only small differences between the WT and WP methods were registered in terms of�SNR, but from the subjective point of view the difference is significant. The prospective

disturbing artifacts in WT are mostly of crackling character, either isolated crackles or a
sequence of them, while in the WP method, we recorded kind of the noise being blurred
resulting in “gurgitation” in the background, which is more pleasant for listening. We
also gain a higher degree of understandability in the WP method.

The soft thresholding rule was found to be the worst one for speech signal processing.
This rule suppresses noise better than the other do, which confirmed the conclusion of
the theoretical part, but, together with the noise the unvoiced consonants like s, š, c, č,
z, ž also vanish, which are most important for speech understandability.

From the subjective point of view, the best results had been achieved by the hyper-
bolic thresholding, even though with input SNR decreasing the hard thresholding is
beginning to compete with it.

It has emerged that the choice of the threshold value is always a matter of compromise
between the amount of noise suppressed and the preservation of the natural character
of speech. Such a problem is well-known in all one-channel separation methods. The
output �SNR can be artificially improved, but the subjective evaluation drops quickly.

28



NEWLY DEVELOPED METHOD OF SEGMENTED WAVELET
TRANSFORM

It is often necessary to process the signal in “real time” in practical applications.
A signal, which is not known beforehand, comes to the input of a system segment-
by-segment, which have to be effectively processed and sent to the output. A typical
example would be the processing of acoustic signals, in particular the speech signals.

The new method of segmented wavelet transform (SegWT), allowing this type of
signal processing, can be potentially utilized also in case we need to process a very
long signal (not necessarily in real time), but there is insufficient computational power
or memory capacity for it. Then it is possible to process the signal part-by-part by the
new method.

The goal of the SegWT algorithm is to process the signal segmentwise so that
after subsequent processing of all of them we have the same result (the same wavelet
coefficients) as if we knew the whole signal and processed it with the common wavelet
transform algorithm, DTWT.

For the purposes of the new method it is first necessary to modify the incoming
segments. Specifically, every segment must be extended in an appropriate way. The
subsequent segments must overlap optimally. We have to cope with the problematic
processing of the border segments (first and last) as well. It can be shown that the length
of the overlapping parts must comply with strict rules. Yet, generally these lengths can
differ from segment to segment. After the segments have been overlapped optimally,
we compute a modified version of their wavelet transform. The modification consists
in omitting certain steps in the DWTW algorithm. Finally, we join the respective sets
of wavelet coefficients in a simple way and we have the result.

The SegWT algorithm is generally delayed one segment length plus the time ne-
cessary for the computation. In special case, when the segments’ length � is divisible
by ��, the delay is equal to just the computation duration!

CONCLUSION

The dissertation thesis consists of two main parts. In the first one, a method for
wavelet denoising of signals and its several modifications have been presented. The
currently used thresholding techniques have been given, including their statistical
properties, and these properties have been compared. A comparison of two principal
types of thresholding, i.e. hard and soft thresholding, has led to the conclusion that hard
thresholding yields poorer denoising but better maintains sudden changes in the signal
(jumps and peaks). Soft thresholding is very successful at denoising but has a tendency
to “oversmooth” jumps and peaks. Semisoft thresholding is more than a compromise
— with a correct choice of two parameters it has the least risk of “error”. However,
the two parameters of this method constitute a great disadvantage compared to other
methods that work with only one parameter. Other methods given in the text try to
reduce this disqualification. They work with only one parameter but in the statistical
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sense they do not achieve such a quality as semisoft thresholding does.
On the basis of the testing performed on speech signals, wavelet denoising has

been shown to achieve good results when the parameters are set correctly. From the
subjective point of view, the method utilizing wavelet packets and the best basis outdid
the method utilizing the classical wavelet transform. However, the first mentioned
method is much more demanding computationally. For the purpose of denoising signals
with a higher input SNR the hyperbolic thresholding rule turned out to be the optimal
choice. For the signals with input SNR close to 0 �� , it is better to use the hard
thresholding.

The second part of the thesis is devoted to the newly-developed method of so-called
segmented wavelet transform, which allows us to perform the wavelet transform, and
thus also the “wavelet-type separation” in real time. It has been shown that if the
incoming signal segments are overlapped optimally and consecutively subjected to
a modified version of the wavelet transform, the same result is achieved as if we
processed the signal as a whole.
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