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��� �� ����	� ������� � �	����� ��6���� �������	

−
∫

Y

[
∂

∂x�

(
aD�F

∂u�
∂y�

)
_

∂

∂x�

(
aD�F

∂u�
∂y�

)
_

∂

∂x�

(
aD�F

∂u�
∂x�

)
_

∂

∂x�

(
aD�F

∂u�
∂x�

)]

� ] f,

�� u�D�, �F 
	��
��� � D##F � ������� �(���� ��������� ��������
∫
Y

[
∂

∂x�

(
aD�F

∂u�
∂y�

)]

� ]

∫
Y

[
aD�F

∂χ�
∂y�

]

�

∂�u�
∂x��

_
∫

Y

[
aD�F

∂χ�
∂y�

]

�

∂�u�
∂x� ∂x�

.

8	��/�6 ��	�/���� /���0 �� �����(�� 
��������� u�� 
	��
�
�� �	�����

−
∫

Y

[
aD�F

(
� − ∂χ�

∂y�

)]

�
∂�u�
∂x��

−
∫

Y

[
aD�F

(
−∂χ�
∂y�

− ∂χ�
∂y�

)]

�

∂�u�
∂x� ∂x�

−

−
∫

Y

[
aD�F

(
� − ∂χ�

∂y�

)]

�
∂�u�
∂x��

] f , D#%F

�1



����
 �� �
 �	�������� �	�T������ !	�	��
����� ���	 �	����� � �	�	�����	���	� �	����� D.F�
����
�� ��	��� ��	 �	�	�����	���� �	�T������� ����� �� ����,� 	
 D1F 

@����� �������� � �	��	�� D�#F ������� ����� 
�� /����

u�D�F _ εu�D�, �F

� 
	��
��� �� u� � D##F� 
	��
�
�� ��,��� Uε � �	����	��� D��F !��

��� 
��,��� /���0� ���
����
� �	����	�� ��,,��� �

0� ��� X*Y X�%Y� X#.Y 

��� ����0�)� ��	�
��"

+	��
������ �	��	� D�#F 
	 	����	�� �	
����� D#F� 
	��
�
��

uεD�F ] u�D�F _ ε u�

(
�,

�
ε

)
_ ε� u�

(
�,

�
ε

)
_ . . . ] g � ∈ [ .

!	�	��
��� /���0 �� �����	� �	����	� ε 
	��
�
�� � ε� ����	���	� �	
����� u� ] g ��
������� [ N��� � �	����� ε 

�
 u�D�, �F ] 3 +	��
������ �� u� � D##F� 
	��
�
�� �	
������
����	� = �� �� �����
��� �����
� = ������ ����� :����6 ��� � 
��,��� /���0 C��	 �����/�	��
����6����� ���� �	�,� �	��������� ��,��� uε → u∗ � '����	��� ������� 

W�,��� � �	����	��� Uε 
��� D��F �����6 �����H��� 	����	�	� �	
����� D#F !�	�	 �� /���	

���( /��� �
�	'� ��� 	���
���� 9����� ζD�F

dUεD�F ] u�D�F − ε ζD�F

[
χ�

(�
ε

) ∂u�
∂x�

D�F _ χ�

(�
ε

) ∂u�
∂x�

D�F

]
.

C���	 �������
 9����� dUεD�F �� 	����	�	� �	
����� D#F ���H��� G� 	���
���� 9����� �	�
���� ���
�	� 9����� ζD�F� ����
 �� ���	�
 �� ������� [� � -���� ����� �	��� ������� ��	��

� �	
�	�6 �� ����	� �
 U������V 	'����� \ 

#3



= ��4!-�48�(, �+#!(4)

7 ���	 /
��� �� �	����� �	��
��� �� �
�	�� ���
,����� 	'����� ����� ����
,� �	�	���������
������� �	��	���	�� �	�T�����0 aε �� ����,����� �� ����	
	� 5� �	 ��0�	'��	� ��� ���'	�
�	��������� 9������ ����� ���
������� ����� ��	��	�� ���	��/�� 
������� ��� ���� X�)Y +	�
������ �� ����	� ��
� ���
�	
�,���� ���������� ���
 ��	���	� 

!�� �	
��	���� ������
�� � ����	
���	� ��������	� �	�	�� �	�	�������� ���� �� � �	�����
D�F ������� � ����	
���	� 9����� aD�F C��	 9����� ���� U���
���V �� ��� Y �����	
���	� 9������
�� 9����� � ����	
	� � � 	'	� ��	�6��(�� y�, y� � 	���/��� aD�F I'���	� ������� �	��	���	��
�	���� � �	�T������� �� ����,����� �� ����	
	� ε� ��	 ���
� ε > 3 ���� �������

aεD�F ] a
(�
ε

)
U���	'���V ����	
���	� 9����� aε � ����	
	� �����	��� ε !	��	���	�� εn ��������� � ����� ������
���
 εn ] �/n �
� ��� 

�
 �	��	���	�� 9����� aεn �� ����,����� �� ����	
	� 

C��	 9����� aεn ��� ε→ 3 ���
������� �	��	���	��� ����
 ���	�������� � 	'������ �������
��� �� ���
,����� ��� ���'�� ������� ����( �� 	'������� �� ��
�	
���(�� ������
��� 

$�� 1��)�����
� 2���



&'����
 �	��������� ����	�0� ������ 9����� � �	
 �� � ����
����� D����	�	�(��F ��	��	����
�6�� �	�	�� ��� �	��� ‖ · ‖� ����
 

�
 ����( 
��� �����	��� ‖v‖ ����� v ����
����	 ��	��	�� 

W��
��� �� ���	������� {�n} ���������� � 	����� �� �	��
 �� ��	 n → ∞ ��

���	��� �� 
�����	�� �	�
��� /���� �n � ������ � '���� � ����

�n → � , �������� ‖�n − �‖ → 3 .

������3��$� � "�������$) %���:�. �#-��/�

7 ��	��	���� R
N ��� ������ �	���� �� �6���� �����	��� ����	�� � ] Dv�, . . . , vNF ��������


��� �����
	���	� �	��	�

‖�‖ ]
[
v�� _ v�� _ . . ._ v�N

]�/�
.

!	�	�� ���	 �	��� ��� �	��������� �
� �	��	���	�� {�n} �	�������� 
!	����������� �� �� �	��	 ��	��	�� ��� ������ � ���� �	���� ��������
 �	��� �	�/�	�	�

‖�‖ ] |v�| _ |v�| _ . . . _ |vN | ��'	 �	��� �����	�	� ‖�‖ ] ���{|v�|, |v�|, . . . , |vN |}�
�� �����/�	���� �
� �	��	���	�� {�n} �	�������� �	 �,�� ���
 �

�( ����� ���
��� �� ���	
�	��� ��	� ������������ C	 �� ���������������
 ������	��� ��	��	�� �	��/�� 
������ +���	�
���������������	� ������	��� ��	��	�0 �	��/�� 
������ �� ��� �	������	��� �� �����/�	��� ��
� ���
� 	�����/��� �	��	���	��� ��� ��'��� �	
�	��	���	�� �	���������� 

������3��$� � "�������$) ��%���:�. �#-��/�

!��
�6��� ��,��	 �
��� ��	� �,�� 9����� C� ��� ��
��� ���	 ����� ��	��	�� ���	�
��/�� 
������ :����/�6� ���
( ����	� � ��	��	�� R

N �	��/�� 
������ N �0���� ��	�	����
� N����� ���	 �	���
��� Dx�, . . . , xNF !�	 9����� f �� ��������� I ���� ���� �	
�	�� fDxF ��	
x ∈ I ���
������� �	���
����� ����(�� �� ���	��/�6 ��	�	 

5�	� � ���� �	��	���� �� �� �,�� � 
��,�� 	������ �� 9����� vDxF �� ��������� I� �����
��� ������	��� � ������� 
���
 �	����� �
 �	��/�( ������
�

∫
I
vDxF
x I���	����� �����
	����

�	��6 ����
��� �	���� �� �6���� �����	��� 9������ �	�	�� ������
��?

‖v‖ ]

[∫
I

vDxF
x

]�/�
.

#�



C��	 9����� ��� �/���� � �
�	'�� ����
���Z ���
��� �� ��	�� ����
��� ��	��	�� ����( 	���/�����
L�DIF C��	 �	��� ��/��� ��� ����	� �	���������� ���� �	��������� � �	��6?

vn → v , �������� ‖vn − v‖ ]

[∫
I

|vnDxF − vDxF|�
x
]�/�

−→ 3 .

!	����������� �� �� �	��	 ��	��	�� ��� ������ � ���� �	���� ��������
 ����	��� �	��� ���
���	�� C� �,�� �� ������������ ����	�� ��	�	�� ��/��� ���� �	��������� C	 �� ���� �������
���������	� ������	��� ��	��	�0 ���	��/�6 
������ +���	� ���������	� ������	��� �� ���
��
�	������	���� �� �����/�	��� �� � ��	��	�� ���	��/�6 
������ � 	�����/��� �	��	���	��� ��
	'���6 ����� ��'��� �	
�	��	���	��� ����
 '� �	�����	���� 

$�� 3���& ���)�����
�

7�
�� �	��������� 9����� ��/��� �	��	� �0���� ������ �� ��	��	�� 9����� L�DIF ��� 
�	��������� ���'	� !�� ���	 �	��������� ���������� �
� �� 9����� vnDxF '���� � 9����� vDxF
���� �� �	�
�� vnDxF − vDxF ���
�	'��� ��'	�	��	�� ��� ����	���� 9����� ϕDxF � �����������
���� �������� I?
2������. �� ���	������� "����� vn � �������� L�DIF ���������� �	��� � "����� v. ����	��� ���

������ "����� ϕ ���� � L�DIF �	���∫
I

DvnDxF − vDxFFϕDxF
x→ 3 . D#*F

!	����������� �� �	��
 �	��	���	�� vn �	�������� ����6� �� � �	��6� �	�������� � ���'6 
&'�
���6 �	 �,�� �������� �� ���

 ���'6 �	���������� �	��	���	�� �	�������� � ����6� ��� '�
�
��
6� � �
���
������� ������
0 

���% �� � D E/)�;F�0�$� �� �#�����%,G

!�	 ��
�	
���	�� ��	��� I ] D3, �F C�����(� ������
�� �	��	���	��� 9����� �� L�DIF�
����
 �	�������� ���'6� ��� ���	�������� ����6� �� �	��	���	�� vnDxF ] ���D#πnxF 5�	� �	
����	
���� 9����� �� ����,����� �� ����	
	� �/n� U��
�� �������� ���������V � U���,c����� ��V
�����	��� ��������� � ���6��	� ������
	�

0 1 0 1 0 1 0 1    0 1

C��	 �	��	���	�� �	�������� ���'6 � ���	�� 9����� M�� �	 ��	/���� ����������� ��� �� �	 U��
6�V
� � 	'�
��� G�	������� �� ����	���� 9����� ϕDxF ] � ��������
 �� ������ D#*F �� ������ ���������
9����� �� 	'�
��� !�� ������	�
�� �� �	���
��� �����6 ����� ���
�� � �
�	��� /
��� ����,�� �����
����	�( ������
� �� ��
�� �	��� ���� 

!	��
 ��	���� �� ϕ ��	���	� 9������ ���,c����� �� �����	��� �	�	� ��� �� �0��(�� �������
�0��( �	����� !�� ������	�
�� D#*F �� �� ���
�� � �
�	��� /
��� ������ ����� ����,��� �(���
�

�	
�	�� ������
�� �,�� � �	��	���� n ����
 � ���� !	��	���	�� vn �,�� ���	�������� ����6�
��	�	�� ��
��(� ���
�

��� ������ �� ���	�
 9����� �

‖vn − 3‖� ]
∫ �

�

D���D#πnxF − 3F�
x ]
∫ �

�

�
#

D� − ���D*πnxFF
x ]
�
#
�] 3 .

##



C���	 ������
 ��� �	'����� ���� �� �����	��� �����
��� ���	� ����	
���	� 9����� sDyF � ����	
	�
� � ���	�(� ��0�6��� � ���� ����� U�	
�������V 9����� fDxF � �	������ 	 9����� gDxF

vnDxF ] fDxFsDnxF _ gDxF .

:��
�	 ��� 	�6���� �� ����	 
�T�	���
 �	��	���	�� 9����� �	�������� ���'6 � 9����� vDxF ] gDxF
��� ���	�������� ����6 � �(����	� �����
� ���	�� 9����� sDxF 

���% �� ' D E/)�;F�0�$� �� $#-4���G

!�	 ���
�� �	������� α, β 
�T������ �	��	���	�� 9����� vnDxF ��'(�������� �� �����������

���� �

�n
����
��6 �	
�	�� α�, α�� �� ��	 ���� k �	�	����

vnDxF ]




α x ∈ 〈 �k
�n
, �k��

�n
F ,

β x ∈ 〈�k��
�n

, �k��
�n

F .

C��� � ���	 �	��	���	��� ��� ���
�	 
	�
���� �� �	�������� ���'6 �� �	�������� 9�����
vDxF ] Dα _ βF/#� ��� ���	�������� ����6 


�4�! � ������� � �4. %�����3��$�

5�� �� ���� ���
�� 
����� 	�����
 �	��	���	�� 9����� � ��	��	�� ���	��/�� 
������ ���
���� 	'���	��� �	���������� �	
�	��	���	��� ��� �	�� '��	 � ��	��	���� 
������ �	��/�� 
!�����
�� �	�	� '(� �	��	���	��� � 	'	� �(,� ���
��(�� ������
0 &�����
 �	��	���	��
9����� vn � ��	��	�� L�DIF �,�� 	'������ ��'���	� �	
�	��	���	�� �	���������� ���'6 

H�"��0�-�. � �������# � �4. %�����3��$�

G�����	 ����
 �	��������� ����	�
�
 ��
� 	������� ��������
 �	�/��� �	�
��� �
�	'���� ����
��
���	� �	
�	��� ��	���	� 9������ ���'
 �	��������� ����	�
�
 �	��� ����
��� 	������ ���	�
�� ��������
 �	�/��?

5������� un → u � vn → v � �	�	� ���� un _ vn → u_ v 

@�����	�
�
 �,�� �����
���	� �	
�	��� �� ������� ���������

5������� vn → v � �	�	� ���� �
vn

→ �
v
 

7�������� �	 9����� � !�����
� # G�����	 vnDxF �	�������� �� �	�������� 9����� vDxF ] �
�
Dα_

βF� �����
���� �	
�	�� �	�������� � �
�

(
�
α

_ �
β

)
� �	� ���� �����
���
 �	
�	�� vDxF G�	�������

α ] � � β ] 1� ������ vnDxF �� vDxF ] .� ��� ������ �/vnDxF �� �
�
 

:��'
 �	��������� ���� ������	�
�
 �	�/��� �� ������� �������

5������� un → u � vn → v � �	�	� ���� un · vn → u · v 

7�������� �	 ��������
 9����� vnDxF � !�����
� � G�	������� un ] ���D#πnxF� 	'6 �	��	���	���
unDxF � vnDxF �	�������� ���'6 � ���	�� 9������ ��� ������ �	�/�� 9����� un vn ] ����D#πnxF �	��
������� �� �	�������� 9����� �

�
 G�	������� �� unDxF ] �	�D#πnxF �����
�6 wnDxF ] − ���D#πnxF�

����� ���� �	�������� ���'6 � ���	�� 9������ �	�/�� un · vn �	�������� ���'6 � ���	�� 9����� �
�	�/�� wn · vn ���� �� �	�������� 9����� −�

�
 

G �6���	 ������
0 �� ��
6�� �� �	��
 �
�� �	�/�� 
�	� ���'6 �	������������ �	��	���	����
	 �����6 ������ �	�/��� ���0���� 	'���6 ��� ���� 

#%



$�� 3���& ���)�����
� � !���������
�

!	��	���	�� 9����� vn � !�����
� � ������ � ��
�� � �	�� �1;" ������( ��������� B���	 +�
R�	��� �� �	�������� �	��	���	��� 
�9������
����� 	���
�	�0 An 
�T�	���(��

An ? u 
→ 


x

[
vnDxF


u

x

]
.

M�� 	�6���� �� ���	 �	��	���	�� �	�������� � 	���
�	�� A � �	��������� �	�T������� vDxF ��
������? ��	 ���
	� 9����� ϕ �����

An → A � �������� Anϕ→ Aϕ 

!	��
 '�
��� '�
� �	��������� ��,��� un �	���� Anun ] f � �	
����	� uD3F ] uD�F ] 3� �� 
�	��������� ���������� 	���
�	�0 D��� �	 
6�
�� ��� �	�	��������F

An → A∗ � �������� un ] DAnF−�f → u ] DA∗F−�f .
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� � C� �	�������� ���'6 � ���	�� 9������ ��� 9����� F DvnDxFF ] ����D#πnxF �	�������� ��
�	�������� 9����� �

�
 

N
���/�(� ��,���� ���	 ���
�� ��9	����� �� �
���
����� 
�	�,�
�	�
 �	��������� 

$�� �)�0��&��)& ���)�����
�

7��c�� �� � �	�	�������� !���	��H��� �� 9����� fD�, �F ������� Y �����	
���	�� �	��

�� Y ����	
���
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unD�Fψ
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�
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)
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)]�

� → 3 ,

�������. �� ���	������� un ���������� � u� ��	�� ����0��	���'

#*



!	����������� �� �	��	���	�� 9����� un ��	�6��(�� xi �
 �� ������ 9����� u� 
�	��
�	'�
���	 �	/�� ��	�6��(�� xi � yi !	��
 �,�� �	��	���	�� un �	�������� ����6 D�� � �	��6F�
������ u� �� ��	�6��(�� yi ���
���� 

���% ��,

!�	 �	��	���	�� ε ] �/n �	��	���	��� 9����� � !�����
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