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Predstaveni autora

Jan Franci se narodil 25. zari 1952 v Brné. Po absolvovani zakladni a stfedni vSeobecné-
vzdélavaci Skoly v Bratislavé vystudoval v letech 1971-76 na Matematicko-fyzikalni fakulté
Univerzity Karlovy obor matematika, specializaci matematickd analyza s diplomovou praci na
téma: Okrajova uloha pro von Kdrmdnovu soustavu rovnic v pripadé nehladké oblasti.

Béhem védecké pripravy u profesora Jindricha Necase na Katedie matematické fyziky MFF
UK v Praze v letech 1977-80 slozil rigorézni zkousku a ziskal titul doktora ptirodnich véd.
Kandidatskou diserta¢ni praci: Homogenizace rovnic linedrni pruznosti obhajil v roce 1981 a
ziskal védeckou hodnost kandidata véd v oboru matematicka analyza.

V letech 1980-1988 pracoval na Katedie matematické analyzy Prirodovédecké fakulty UJEP
v Brné. V roce 1989 byl prijat do Oblastniho vypocetniho centra VUT v Brné a po roce
presel na Katedru matematiky Fakulty strojni VUT (dnes Ustav matematiky Fakulty stroj-
niho inzenyrstvi), kde pracuje dosud. V roce 1994 po obhajobé habilita¢ni prace Modelovani
Czochralského proudéni na Prirodovédecké fakulté Masarykovy univerzity byl jmenovan do-
centem v oboru matematicka analyza.

Védeckovyzkumna ¢innost

Zabyva se aplikovanou analyzou, zamérenou na matematické modelovani pomoci parcial-
nich diferencialnich rovnic zejména v mechanice kontinua a metodami funkciondlni analyzy
vhodnymi pro matematické modelovani. Publikoval pres 30 védeckych praci.

Ve své diplomové praci zobecnil ditkaz existence feSeni nelinedrni von Karméanovy soustavy
rovnic modelujici deformaci tenké desky z hladké oblasti (tvar desky) na piipad oblasti s rohy
a s riznymi okrajovymi podminkami.

Béhem védecké pripravy se setkal s matematickou metodou zvanou homogenizace, o kterou
se zajima dosud. Tato metoda umoznuje efektivné modelovat prostiedi a materidly s perio-
dickou strukturou. Ve své kandidatské praci metodu homogenizace pouzil na rovnice linearni
pruznosti v primarni i dudlni formulaci. Protoze homogenizace byla tehdy u nds metodou malo
znamou, napsal nékolik ¢lankl s cilem tuto metodu priblizit odborné verejnosti. Zabyval se i
pouzitim metody homogenizace pri modelovani biologickych objektii — krevni cévy a neuronu.

Analyza matematickych modeld ve tvaru nelinearnich parcialnich diferencialnich rovnic ho
privedla k abstraktni teorii monoténnich operatori. Velky ohlas vzbudily jeho prace shrnujici
vysledky teorie téchto operatorti pouzitelné pro diikaz existence zobecnénych feseni a kon-
strukci jejich aproximaci vhodnych pro numerické reSeni.

Jako ¢len skupiny, ktera pracovala na numerickém modelovani proudéni taveniny pti vyrobé
monokrystalu kifemiku Czochralského metodou v podniku Tesla Roznov pod Radhostém, se
zabyval diskretizaci rovnic a navrhem algoritma pro numerické vypocty. Po roce 1990, kdy
podnik Tesla prestal mit zajem o numerické modelovani, vytvoril matematickou analyzu to-
hoto slozitého modelu, ktery popisuje proudéni ovlivnéné prirozenou i nucenou konvekci, te-
pelné jevy i efekt magnetického pole — model ma tvar nelinearni soustavy péti sdruzenych
parcialnich diferencidlnich rovnic.

K homogenizaci se vratil v druhé poloviné devadesatych let. Zabyval homogenizaci dife-
rencidlnich rovnic se skaldrnim hysteréznim operatorem Prandtova-Ishlinského typu. Odvodil
tvar homogenizovaného operatoru a s P. Krej¢im dokazali konvergenci ptislusnych feseni pro
rovnici kmitani plastické tyce. Analogické vysledky dokézal i pro rovnice difize v jednoroz-
mérném prostiedi a rovnici vedeni tepla ve vicerozmérném prostiedi.

Protoze data readlného materidlu jsou zatizena chybou a kompozitni material neni zcela
periodicky, v poslednich letech se zajima o feSeni téchto problémi. Pod jeho vedenim ing.
Ludék Nechvatal obhéajil doktorskou praci, ve které adaptoval metodu spolehlivého teSeni

4



(také zvanou metoda nejhorsiho scénafe) pro homogenizaci. Se svymi studenty doktorského
studia se zacal zabyvat stochastickymi diferencialnimi rovnicemi, které prinaseji novy pohled
na matematické modelovani redlnych inzenyrskych problémii.
Pedagogicka ¢innost

Od roku 1978 se podili na vyuce matematiky, nejprve na Matematicko-fyzikalni fakultée UK
v Praze, potom na Prirodovédecké fakulté UJEP v Brné a od roku 1990 na Fakulté strojni
VUT v Brné a to jak v zdkladnich kurzech, tak v predmétech pro specializace v magister-
kém i doktorském studiu. Pro novy studijni obor matematické inzenyrstvi vytvoril dva nové
predméty a sepsal pro tyto predmeéty dvoje nova skripta.

Vedl radu diplomovych praci, je ¢lenem komise pro statni zavérecné zkousky. Pravidelné
piisobi v porotach soutéze SVOC i ve st¥edoskolské Matematické olympiddé, v roce 2004
zorganizoval zavéreéné cesko-slovenské kolo soutéze SVOC v matematice na FSI VUT.

Recenzni ¢innost

Posuzoval fadu projektt grantové agentury CR a AVCR a oponoval nékolik habilita¢nich,
doktorskych a rigoroznich praci. Pres 10 let je clenem redakéni rady mezinarodniho védeckého
casopisu Applications of Mathematics a posuzoval fadu ¢lankd pro tento ¢asopis, pro ¢asopis
Archivum Mathematicum i rukopisy nékolika novych skript. Pro recenzni ¢asopis Zentralblatt—
MATH napsal cca 25 recenzi.

Zahrani¢ni pobyty

Zucastnil se t¥itydenni odborné praxe na Novosibirské statni univerzité (SSSR) v roce 1974
jako ucastnik a v roce 1979 jako vedouci skupiny studenti. V roce 1984 byl na pétimésicnim
studijnim pobytu na Univerzité Karla Marxe v Lipsku a Humboldtové univerzité v Berliné.

V Centru pro teoretickou fyziku ICTP v Terstu se ztucastnil dvoutydenniho Workoshopu a
Skoly o kompozitnich prostiedich a homogenizaci v letech 1990 a 1993 a Skoly o nelinedrni
funkciondlni analyze a aplikacich na diferencidlni rovnice v roce 1997. V tomto Centru v letech
1993, 1994, 1995, 1996 také vedl dvoutydenni kurz o monotonnich operatorech v ramci jejich
programu Diplomovych kurz.

Byl pozvan ke dvoutydennim pobytim v Nigérii jako hlavni prednéasejici Workshopu o teorii
nelinearnich operatort — v roce 1994 na Nigerijské univerzité v méste Nsukka a v roce 1995
v Narodnim matematickém centru Nigérie v hlavnim mésté Abuja.

Z dalsich zahrani¢nich cest uvedme Mezinarodni kongres o primyslové a aplikované ma-
tematice ICTAM v Hamburku (1995), dvé konference v Berliné (1999), Kongres aplikované
matematiky v Pafizi (2002) a pobyty na univerzitach v Magdeburgu (1996), v Berliné (1999),
v Pafizi (2000, 2004) a Géteborgu (2003).

Prace pro védeckou komunitu

Je ¢lenem Jednoty ¢eskych (diive ¢eskoslovenskych) matematiki a fyziki od roku 1978, pres
10 let pracoval jako jednatel brnénské pobocky, od roku 1993 ptisobi ve vyboru Ceské mate-
matické spolecnosti JCMF. V lednu 2005 zorganizoval seminaf k nedoZitym 80. narozeninim
profesora Milose Zlamala. Jeho prace v Jednoté byla ocenéna ¢estnym uznanim, pedagogickym
vyznamenanim a v roce 2002 mu sjezd JCMF v Opavé udélil Zaslouzilé ¢lenstvi JCMF.

Dalsi zajmy
Vedle zajmu o pribuzné matematické, fyzikalni a technické obory se ve volném case vénuje
pési, vodni, lyzarské a hlavné vysokohorské turistice a fotografovani prirody i lidi.



Uvod

V této praci se budeme zabyvat, jak uz titul napovida, matematickym modelovanim pro-
stfedi s periodickou strukturou, kterymi jsou zejména kompozitni materidly. Jejich vyznam
pro technickou praxi neni tieba zdiraznovat, pro své vynikajici vlastnosti pevnost, lehkost,
odolnost vii¢i korozi atd. se vyuzivaji v mnoha oborech strojniho i stavebniho inzenyrstvi.

Kompozitnich material vSak existuje velké mnozstvi a lze vytvaret nepreberné mnozstvi
dalsich zejména zménou kombinace materiali pro jednotlivé slozky, zménou jejich obsahového
poméru a také zménou jejich prostorového usporadani.

Zkoumat experimentalné toto mnozstvi hypotetickych materiali je financné i ¢asové velmi
naroc¢né: nutno napied vyrobit vzorky, ty pak podrobit zkouskam a vysledky vyhodnotit. Proto
matematické modelovani prinasi velké tspory finanéni i ¢asové pri navrhovani novych kom-
pozitnich materidl a pri analyze konstrukci z nich vyrobenych. Experimentiim se sice zcela
nevyhneme, ale podstatné mizeme omezit jejich mnozstvi. Lze namodelovat stovky rtznych
hypotetickych variant materidlti a numericky spocitat jejich vlastnosti. To umoznuje optima-
lizovat jejich vlastnosti s ohledem na zadand kritéria, napriklad pevnost, lehkost, cenu a pod.
Fyzicky vyrobit a zméfit pak staci az vysledné optimalni varianty.

Ptimé matematické modelovani kompozitniho materidlu pomoci vlastnosti jeho slozek vy-
zaduje velmi jemnou triangulaci pri pouziti metody konec¢nych prvki, aby se mohla vystihnout
jeho heterogenni struktura. To vSak vede na prilis rozsahlé tlohy nezvladnutelné ani na dnesni
vykonné vypocetni technice. Proto pro vypocty nutno redlny silné heterogenni material nahra-
dit myslenym ,ekvivaletnim®“ materidlem homogennim, ktery ma globdlné stejné vlastnosti.
Urceni parametri tohoto ekvivalentniho materidlu neni véc jednoduchd, pro rtzné pripady
jsou vyvinuty rizné metody, které davaji rtizné presné vysledky. Zvlastni vyznam ma mate-
matické metoda zvand homogenizace. Touto metodou se zabyvam uz skoro tricet let. Tato
metoda ma velky vaznam pro technickou praxi, proto ji v téchto tezich priblizim.

V prvni ¢asti je problém homogenizace charakterizovan obecné, véetné poznamek o historii
metody. Metoda je predvedena na jednoduché modelové tloze v ¢asti druhé, treti obsahuje
vysledky nékolika nazornych prikladi. Ve c¢tvrté c¢asti popiSeme podstatu metody asympto-
tického rozvoje, ktera predstavuje velmi uzitecny prostiedek pro odvozovani homogenizované
rovnice véetné vzorcli pro vypocet homogenizovanych koeficientii.

Diikazy vSech matematickych tvrzeni vynechavame, v paté casti vsak uvedeme nékteré
matematické aspekty, které vysvétluji, pro¢ tyto ulohy prinaseji z matematického hlediska
tolik problémt. V Sesté a sedmé c¢asti jsou stru¢né popsany vybrané vysledky v této oblasti
dosazené autorem nebo jeho mladsimi kolegy pod jeho vedenim.

Protoze text je urcen nejen pro matematiky, pro vétsi srozumitelnost jsou v ném z matema-
tického hlediska nékteré drobné nepresnosti vzniklé vynechanim ,samoziejmych®“ predpokladi,
napiiklad, ze se vylucuji ,patologické“ funkce, které nelze integrovat a pod.



1 Modelovani prostiredi s periodickou strukturou

1.1 Prostiedi s periodickou strukturou

S kompozitnimi materidly nebo obecnéji s prostiednim s periodickou strukturou se setka-
vame v mnoha technickych oborech, ve fyzice, chemii a také v nezivé i zivé prirodé. Zakladnim
rysem téchto heterogennich prostredi jsou v prostoru proménné vlastnosti, napriklad v dvou-
slozkovém vladknovém komporzitu (sklotextil zality epoxydem) se pravidelné st¥idaji pevna
vyztuzujici vlakna s mékéi matrici.

zs3

Takovyto material miizeme matematicky modelovat pomoci parcidlnich diferencidlnich rov-
nic. Uvazujeme-li rovnice linedrni pruznosti pro obé slozky, ptislusné koeficienty charakteri-
zujici vlastnosti jednotlivych slozek (Laméovy konstanty) jsou nekonstantni funkce nabyvajici
jiné hodnoty ve vlaknech a jiné v matrici, jsou to silné oscilujici funkce. Abychom vystihli
lokéalni vlastnosti pro prislusny numericky vypocet — napiiklad metodou konecnych prvki,
potfebujeme velmi jemnou triangulaci, kterd vede na prilis velky pocet rovnic.

1.2 Homogenizace

Reseni problému spo¢iva v tom, ze pro numerické vypoéty silné heterogenni material na-
hradime hypotetickym materidlem homogennim, ktery vSsak ma globalné stejné vlastnosti,
rikdme, ze materidl homogenizujeme. Z matematického pohledu pii homogenizaci rovnici se
silné nekonstantnimi koeficienty (obvykle predpokladame, Ze struktura materidlu a tim i ko-
eficienty jsou periodické) nahradime ,ekvivalentni“ rovnici s koeficienty konstantnimi, kterd
déva globalné stejné reSeni. Vznika tu vSak problém, jak urcit vlastnosti tohoto hypotetického
homogenizovaného materialu — jeho efektivni parametry, protoze bézné primeéry davaji chybné
vysledky, viz priklady v ¢asti 3.

Vznikla fada metod vypoctu téchto efektivnich parametri. Jejich nedostatkem vSak byva
to, ze jsou subjektivni, a proto se hodi jen pro néktera prostorova usporadani.

Babuskudv pristup

Ivo Babuska (¢esky inZenyr a matematik ptsobici od roku 1966 v USA) v roce 1973 pfi-
Sel s myslenkou, které rikal cockovani. Na material jakoby se dival obracenym dalekohledem,
pii kterém se material vzdaluje, jeho struktura se ptritom zjemnuje. Misto jednoho materialu
uvazuje myslenou posloupnost materiali se zjemnujici se strukturou, viz [2]. Z matematic-
kého pohledu misto jedné rovnice uvazujeme nekonecnou posloupnost rovnic s periodickymi
koeficienty a® se zmensujici se periodou . Prislusna reseni u® tvori posloupnost funkci, ktera
konverguje k tzv. homogenizovanému feSeni u*. Za homogenizované koeficienty a* pak bereme
koeficienty, které urcuji homogenizované reseni u*.

Aproximace reSeni tlohy s periodickymi koeficienty
Homogenizované teSeni u* aproximuje vSak pouze globalni chovani — hodnoty feSeni w*.
K teSeni u* lze pridat tzv. korektor (funkce pocitand z feSeni u* a pomocnych funkei), ¢imz

dostaneme funkci U¢, ktera aproximuje i lokalni chovani — derivace feSeni u°, coz ma zasadni
vyznam, protoze napft. v pruznosti se z nich pocitaji napéti.



1.3 Obecny postup

Metoda homogenizace, kterou podrobné popiSeme na modelové tloze v Kapitole 3, byla
rozpracovana pro fadu parcidlnich diferencidlnich linedrnich rovnic eliptickych, parabolickych
i hyperbolickych, druhého fadu i fada vyssich, viz [4]. Homogenizace okrajové tlohy pro par-
cidlni diferencialni rovnice spociva v nasledujicich krocich:

e Definujeme posloupnost periodickych koeficient {a°} se zmensujici se periodou ¢ — 0;
spravné by se mélo psat ¢, — 0, pro prehlednost se index n vynechava.

e Pro kazdé ¢ formulujeme prislusnou tzv. periodickou okrajovou (poc¢atecni) tlohu (P¢).

e Odvodime tvar tzv. homogenizované tlohy (P*) metodou asymptotického rozvoje.

e Dokazeme existenci feSeni u® periodickych tloh (P?) i existenci a piipadné i jednoznac-
nost feseni u* homogenizované ulohy (P*). Dostavame tak posloupnost feSeni u® a FeSeni
homogenizované u*.

e Dokazeme, ze pii ¢ — 0 FeSeni u® periodickych tloh (P¢) konverguji v jistém smyslu

k FeSeni u* homogenizované ulohy (P*).
Diikaz vyuziva prostiedky teorie prostort funkci a funkcionélni analyzy. Je zaloZen na od-
hadu velikosti (normy) feSeni u® nezavislém na e. Diky kompaktnosti vzhledem ke slabé
konvergenci ohranitena posloupnost feSeni u¢ obsahuje konvergentni podposloupnost v
konvergujici k funkci u, o které dokdzeme, zZe spliuje prislusnou homogenizovanou tlohu
a je tedy resenim homogenizovanym.

e V dalSich krocich lze zavést U® — reSeni s korektory a dokazat jejich ,lepsi konvergenci®;
presnéji lze dokazat konvergenci rozdilu u® — U® — 0 v ,silnéjsim“ smyslu, tj. Ze navic
konverguji i derivace rozdilu v — U*®.

e V nékterych pripadech lze dokdzat i odhad rychlosti konvergence rozdilu v® — U® pomoci
mocniny €.

1.4 Dalsi resené ulohy, prostredky a problémy

Rada linearnich eliptickych, parabolickych i hyperbolickych parcidlnich diferencialnich rov-
nic druhého i vyssiho radu, soustavy rovnic i nékteré nelinedrni rovnice byly homogenizovany.
Poznamenejme, 7e ne vzdy je homogenizovana rovnice stejného typu. Asymptoticky rozvoj
umoznuje odvodit homogenizovanou rovnici, k dikazu konvergence teSeni periodickych tloh
k feSeni homogenizovanému bylo nutno pouzit metody jiné.

Dvojskalova konvergence

Zacatkem devadesatych let se objevila tzv. dvojskalova konvergence, kterd umoznila spojit
odvozeni tvaru homogenizované tulohy s diitkazem konvergence feSeni do jednoho kroku. Sou-
casné umoznila homogenizovat i fadu nelinearnich rovnic, i kdyz ne vzdy lze prakticky spocitat
homogenizované koeficienty. Podstatu dvouskalové konvergence popiSeme v 5.4.

Perforované oblasti

Vedle rovnic s periodickymi koeficienty se zmensujici se periodou, se ¢asto studuji i rovnice
s konstantnimi koeficienty, ale na tzv. perforované oblasti, tj. oblasti s periodicky usporadanymi
otvory. Pfitom se pramér (pfipadné i tvar dér) nemusi zmenSovat se stejnou rychlosti jako
vzdalenost periodicky rozmisténych dér. Jiné ulohy zkoumaji chovani feSeni pti zmensujici se
periodé okrajovych podminek nebo tvaru hranice.

Problém nahodné struktury

Protoze struktura realného materidlu neni idedlné periodicka, z technického hlediska ma
vyznam studium materidli se skoroperiodickou pripadné ndhodnou strukturou. Otazkou, jaké
chyby se dopustime, kdyz skoroperiodickou strukturu materidlu povazujeme za periodickou,



se zabyva prace [32], numerické experimenty ukézaly, Ze tato chyba nemusi byt zanedbateln,
podrobnéji v odstavei 7.2. Nahodny charakter struktury vede na stochastické diferencidlni
rovnice.

Problém nejistych dat

VSechna data — parametry popisujici vlastnosti slozek jsou ziskdny experimentilné a jsou
zatizeny chybou. Prestoze chyby maji ndhodny charakter, problém lze fesit deterministickou
metodou, tzv. metodou spolehlivého feseni, viz [6, 29], kterou popiSeme v odstavci 7.1.

1.5 Historie pocatka teorie homogenizace

Prvni pokusy o sestrojeni efektivnich parametri periodickych prostiedi spadaji do 19. stoleti
v pracech S. Poissona (1822), O. F. Mosotta (1850), J. C. Maxwella (1873) a J. Raleigha (1982).
Ve 20. stoleti je této problematice vénovano mnozstvi praci, prehled literatury je napf. v [2, 4,
7, 9]. Teorii homogenizace oby¢ejnych diferencidlnich rovnic ve spojeni s tlohami mechaniky
se zabyvaly prace N. N. Bogoljubova (1945) a jeho zakd. Pro mmnohé tyto jednorozmérné
problémy dava homogenizace stejné vysledky jako metoda primérovani.

Homogenizaci eliptickych diferencidlnich rovnic se zabyval E. Sanchez Palencia (1970) pii
studiu konkrétnich fyzikalnich tloh pro heterogenni prostredi. Fyzikalnimi tvahami dospél ke
stejné homogenizované rovnici.

Metoda asymptotického rozvoje

Myslenka pouzit asymptotického rozvoje ,multiple scales”, viz ¢ast 4, pro okrajové tulohy
parcialnich diferencidlnich rovnic se pfipisuje J. B. Kellerovi (1973). Metodu pouzil I. Babuska
a dale rozvinuli A. Bensoussan, J. L. Lions a G. Papanicolaou. Souhrn jejich vysledki homo-
genizace eliptickych, parabolickych a dalSich rovnic ve velké §ifi 1ze najit v jejich jesté stale
inspirujici monografii [4]. K dikazovym metodam p¥ispél také L. Tartar (1974) svoji metodou
konvergence lokalni energie. Také prace N. S. Bachvalova (1977) vyuziva asymptoticky rozvoj
pro rovnice matematické fyziky.

Abstraktni konvergence

S teorii homogenizace tzce souvisi také teorie tzv. G-konvergence a ['-konvergence, kterou
vyvinula italskd skola. Podnétem byl piiklad E. De Giorgi (1967), viz odst. 5.3, ktery ukazuje
existenci operatorové konvergence odlisné od konvergence zalozené na konvergenci koeficienti.
K vysledkiim homogenizace eliptickych rovnic dospél S. Spagnolo (1967) pomoci limity pro
t — oo TeSeni evolucnich rovnic. V letech 1973-77 se rozvinula hluboké teorie G-konvergence
diferencialnich operatort a ['-konvergence integralnich funkcionali, ktera umoznila studovat i
homogenizaci nelinearnich rovnic.

Dalsi vyvoj

Koncem sedmdesatych let se uvedené proudy spojuji, homogenizaci je vénovano mnoz-
stvi praci. Zminme jesté ruskou skolu v cele s O. A. Olejnikovou, kterd zavedla tzv. silnou
G-konvergenci. K diikazové technice prispéli déle F. Murat a L. Tartar H-konvergenci a meto-
dou kompenzované kompaktnosti. Vyznamnym piinosem pro teorii homogenizace byla metoda
tzv. dvojskalové konvergence zavedend Nguetsengem (1989) a rozvinuta G. Allairem (1990),
viz odst. 5.4. Homogenizaci a souvisejicim problémim jsou vénovany stovky praci, ve kte-
rych se studuji rtizné aspekty linearnich i nelinearnich problémi véetné stochastickych rovnic,
perforovanych oblasti a fady dalsich aloh.



2 Modelova uloha

Modelova tloha sice popisuje realnou situaci velmi zjednodusené a pro aplikace se nehodi,
je vSak vhodné predvést novou metodu na ni, protoze umoznuje pochopit podstatu metody
bez toho, abychom se ztratili ve slozité symbolice a v mnozstvi technickych detailt.

Toto je znacné dilezité zvlasté v matematice, kde vysoky stupen abstrakce — pomoci abs-
traktnich pojmi jsou definovany dalsi a dalsi abstraktni pojmy, které se uz zcela vymykaji
bézné predstavé nespecialisti — zptsobuje velmi obtizné porozuméni pro ty, kteri s témito
pojmy nepracuji a s danou matematickou disciplinou se nezabyvaji.

2.1 Rovnice

Protoze v jednorozmérné uloze se jevy z vyssi dimenze neprojevuji, budeme se zabyvat
dvourozmérnou tlohou na ¢tverci, i kdyz formulace tlohy ve vyssi dimenzi a na jiné oblasti
necini zadné obtize. Na jednotkovém Ctverci Q = (0,1) x (0,1) v roviné R? se soufadnicemi
x = (x1,x2) se budeme zabyvat rovnici

—div]a(x)Vu] = f, tj. _9 [ au] 0 [a X a—u} =f xeQ. (1)
81’2
Pro lepsi ¢itelnost rovnice budeme psat jak ve vektorovém tvaru, tak po slozkach. Tuto rovnici
jsme zvolili, protoze na tento typ rovnic vede modelovani fady stacionarnich jevi. V pripadé,
ze koeficient a je konstanta, coz odpovidda homogennimu prostiedi, se rovnice redukuje na
Poissonovu rovnici —Au = f s Laplaceovym operatorem A. Na hranici — obvodu ¢tverce I’
predepiSeme okrajovou podminku, napriklad

u=g x€el. (2)

2.2 Fyzikalni interpretace

Uvedena okrajova tloha, tj. rovnice (1) s okrajovou podminkou (2) popisuje nékolik fyzi-
kalnich jevii:
Ustalené vedeni tepla

Uvazujme tenkou nehomogenni desku ctvercového tvaru () tepelné izolovanou po obou
strandch. V této interpretaci neznama funkce u(x) ma vyznam teploty desky v misté x € Q.
Vektor t = (t1,t)(x) popisuje tepelny tok a prava strana f(x) lokdlni vykon tepelnych zdrojt.
Zakon zachovani tepelné energie vede na rovnici

i . ot ot
divt = f, tj. Ly 2—f.

8x1 8x2
Linearni Fouriertv zakon vedeni tepla

ou
a.flfi

t = —a(x) Vu, tj. ti = —a(x)

rika, ze tepelny tok t je primo umérny teplotnimu gradientu Vu a zaporné znaménko ukazuje,
ze teplo tece proti teplotnimu gradientu z teplejSich mist do chladnéjSich. Konstanta tmér-
nosti a(x) — tepelna vodivost — vyjadiuje lokdlni vlastnost materidlu a protoze material neni
homogenni, neni to konstanta, ale funkce zavisla na misté x € 2. Dosazenim druhé rovnice do
prvni dostavadme rovnici (1), okrajovd podminka (2) ptedepisuje teplotu podél okraje desky.
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Ustalené vedeni elektrického proudu
Uvazujme opét tenkou nehomogenni desku z vodivého materidlu tvaru €2 elektricky izolova-
nou po obou strandch. Neznama funkce u(x) je v tomto piipadu elektricky potencidl (napéti)
v misté x. Vektor t = (¢1,t2) popisuje hustotu elektrického proudu. Prvni Kirchhofftiv zadkon
— dusledek zdkona zachovani elektrického naboje — vyjadiuje rovnice
at; Oty
divt = f, tj. — 4+ —=f,
f ] 8x1 8x2 f
kde funkce f(x) zde popisuje mnozstvi naboje dodavaného vnéjsimi zdroji. Zavislost hustoty
proudu t na spadu napéti Vu vyjadiuje Ohmiv zdkon

ou
a.flfi ’

t = —a(z) Vu, tj. ti = —a(x)

Lokalni vlastnost materidlu urcuje funkce a(x) — lokélni elektrickd vodivost. Je to prevracend
hodnota elektrického ohmického odporu. Dosazenim druhé rovnice do prvni dostavame opét
rovnici (1). Okrajova podminka (2) predepisuje elektrické napéti na obvodu desky T

Krouceni tyce

V tomto piipadé jde o pruznou ty¢ tvaru hranolu s osou (vyskou) ve sméru s osy x3. Podél
celé délky osy ma heterogenni ty¢ staly prifez 0 v roviné os (z1,x2), ktery se neméni podél
celé vysky h tyce. Dolni podstavu hranolu upevnime a horni podstavu pootoc¢ime o thel ah
podél osy tyce. Neznamé u(x) je Prandtlova potencidlni funkce, jejiz derivace urcuji jediné
nenulové slozky tenzoru napéti 7 v ty¢i 73 = 131 = (%“2 a To3 = Ty = —%. Tato funkce
splnuje opét rovnici

—divfa(x)Vu] =20,  tj. 0 [()a“} 0 [a(x)@} = 2.

T om | on | T o

pficemz funkce a(x) nabyva prevracené hodnoty modulu smyku pruzného materidlu. Nulové
napéti na hranici pak vede na okrajovou podmninku v = 0 na I'.

,r »

2.3 Formulace homogenizac¢ni tlohy

Struktura materialu

Strukturu materialu popisuje funkce a(x). Pokud v misté x je vyztuzujici vlakno, funkce a
v bodé x mé hodnotu charakteristiky (soucinitele tepelné vodivosti, elektrické vodivosti nebo
prevracené hodnoty modulu smyku) vldkna a v mistech matrice pak hodnotu charakteristiky
matrice. Proto funkce a(x) je po ¢astech konstantni a nabyva dvou hodnot.

Uvazujme periodickou strukturu takovou, ze v soufadné soustavé x = (xy,x3) je funkce
a(x) = a(xy,x2) periodickd s periodou Z; ve sméru osy z; a s periodou Ty ve sméru osy Ts.
Pro jednoduchost uvazujme ptipad z; = zo = £. V oblasti €2 zvolime periodu — ¢tverec o hrané
¢ a funkci na tomto ¢tverci ,zvétsime* na zékladni periodu Y = (0,1) x (0,1) a periodicky
prodlouzime na celou rovinu. Dostavame tak novou funkci, kterou oznacime a(y), kterad je
definovand v celé roviné R? a je periodickd v obou proménnych s periodou jedna. Zkricené
budeme fikat, ze funkce a(y) je Y-periodicka, jestlize

a(yy + k1, y2 + k2) = a(y1, y2) pro vechna celd kq, ks .

11



Posloupnost struktur T2

Zvolime posloupnost parametri € popisujicich 0000000 gt Y2
velikost periody, napifklad ¢ = 1,%, 3, 1,5, ... 000 OI%IO/Q’—E\&
(spravné bychom méli psit ¢, ale pro prehlednost 0|00 0O[0]O0 O Q
se v literature index n vynechava a piSe pouze ¢) 0600000 Y| 9
a pro kazdé ¢ vztahem OO0 0O OO|"  y=(0,1)%(0,1)

a*(x) =a <§> a‘(zy,x2) = a (ﬂ, Q) (3)

£ g €

definujeme periodickou funkci a® s periodou € v obou proménnych zi,x,. Poznamenejme,
ze volbou ¢ = & dostavame pivodni koeficient s periodou &. S posloupnosti parametri e
dostavame posloupnost koeficientt a®.
Konstrukce posloupnosti tloh

Pomoci posloupnosti a® definujeme posloupnost tzv. periodickych tloh, feSeni pritom ozna-
¢ime také indexem e:

Urona (P?) Hleddme funkci uf spliiujici na Q rovnici

—div[e*(x) V'] = f, . -—J@-[(E)a“1 0 {(5)8u1:=f (4)

a(x — — |alx
(9x1 (9x2 (9x2

a okrajovou podminku u® = g na hranici I'.

2.4 Homogenizovana uloha

Lze dokézat, ze v tomto piipadé posloupnost feSeni u® tlohy (P¢) konverguje k funkei u*,
kterd je feSenim nésledujici tzv. homogenizované ulohy:

Urona (P*) Hleddme funkci u* spliiujici rovnici

2
0%u*

N 2 5
Z ij axl 0xj f ( )
1,7=1

a okrajovou podminku u* = g na hranici I'.

Koeficienty a;; jsou konstanty, které se pocitaji z funkce a(y) a pomocnych funkei x:(y),
x2(y) , jak popiseme déle.

Pomocné funkce y;

Pro vypocet koeficientt homogenizované tlohy potrebujeme spocitat pomocné funkce y; a
X2, ve kterych se projevi vliv jak vlastnosti obou slozek, tak jejich geometrického usporadani.
Tyto funkce jsou periodickym Fesenim rovnice stejného typu na zakladni periodé Y se specialni
pravou stranou typu ,zatizeni® ve sméru osy y;, pripadné y,.

POMOCNA ULOHA (PY') Hleddme Y -periodickou funkci x1(y) spliiujici na periodéY rovnici

: da : 0 3)(1] 9 { aXl] da
d Vil = —. tj. — = = | T A |~ 9, V)
vy [a(Y) Xl] ayk J 8y1 |:CL y ayl (9y2 awy (992 a?h Y

Protoze koeficienty i prava strana obsahuje derivace nespojitych funkci, rovnici nutno brat
v zobecnéném tzv. slabém smyslu.

Stejnym zpiisobem je definovdna funkce yo(y) jakozto feseni tilohy (PY?), ktera hleda Y-
periodické funkci ys spliujici na periodé Y v slabém smyslu rovnici

. Oa . 0 8)@] 0 [ (9)(2] Oa
d V=22 g = Zlan 22 - L a2 = Ly (7
ivy[a(y) Vxi] e ] o0, {a D a5 |~ 35 1" 30, | = 05 v)- (7)

(6)
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Regeni obou tiloh (PY!) a (PY?2) jsou uréena jednoznacné az na aditivni konstanty, které
vSak na hodnotu homogenizovanych koeficienti nemaji zadny vliv. Aby feseni bylo jedno-
znacné, pridame napriklad podminky nulového integralniho priméru

/QX1(Y)dY =0, /QX2(Y)dY =0. (8)

Homogenizované koeficienty a;;

Homogenizované koeficienty jsou rovny integralnimu priméru (integralu z funkce pres pe-
riodu Y déleného velikosti periody |Y|, v nasem piipadé je |Y| = 1) periodického koeficientu
opraveného o derivaci pomocné funkce ;.

aj = /Ya(y') (1 - g—’;m) dy,  ap = /Ya(y') (—g—;(f(y')) dy, (9)

= [ (500 dv. = [ (1- 520 )ar (10)

Poznamenejme, ze podle geometrického uspotradani slozek v periodé oba koeficienty a;s a
as; v homogenizované rovnici mohou byt nenulové a navic koeficienty a;; a ass mohou byt
rizné, prestoze puvodni rovnice neobsahovala zadné smiSené druhé derivace.

Tyto vzorce lze odvodit metodou asymptotického rozvoje, o které pojednava cast 4, nebo
metodou dvojskalové konvergence, viz odstavec 5.4.

Konvergence a korektory

Lze dokéazat, ze pro ¢ — 0 hodnoty feSeni u® konverguji k homogenizovanému feSeni u*,
piesndji feceno Feseni u® konverguji k u* slabé v Sobolevové prostoru W12(Q).

Protoze nas vsak zajimaji také derivace reseni u°, k homogenizovanému feseni u* pridame
korektor, ktery aproximuje i derivace u®. ReSeni s korektorem potom definujeme vztahem

X\ Oug Oug

Us(x) = up(x) — ¢ [Xl <g) 8—1‘1(X) + X2 (;) 8—@(}()] : (11)

Lze dokézat, ze i derivace rozdilu u® — U konverguje k nule, presnéji u® — U® konverguje
k nule silné (tj. v normé) Sobolevova prostoru W1#(Q) . Pfidanim dalsich ¢lenti asymptotického
rozvoje (12) lze konstruovat korektory vyssich rada, které dosahuji lepsi aproximaci feseni u®,
viz napiiklad [4, 25].
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3 Priklady

Pro ilustraci uvedme nékolik jednoduchych pfikladi:

3.1 Jednorozmérna uloha

Uvazujme rovnici

d x\ du’
o {a <g) dx] =1 na (0,2m)

s koeficientem

1

aly) = 24 cosy

a okrajovymi podminkami u(0) =0 a wu(w) =0 pro hodnoty parametru ¢ = 1,1, %, 5 %, o

Integraci snadno spocitame

du® r
P —(z +c(e)) <2 + cos E) )
u () = —2* —2xc(e) +e(x + c(e)) sing —g? Cosg + k(e).

Z okrajovych podminek spocitame konstanty
k(e) = &2, cle)=—m
a feSeni u® muzeme zapsat ve tvaru

u®(x) = x(2m — x) + e(m — x) sin 2 e (1 — 08 f) :
5 5
Ze vzorce je vidét, Ze FeSeni u® pro ¢ — 0 stejnomérné konverguje k funkci v* = x(2 7 — ),
ktera je feSenim ulohy
Ld2u
da?
kde a* = 1/2. Koeficient a* se lidi od integralniho aritmetického priméru [, a(y)dy = 1/3.
Podle (6) pomocna funkce x(y) je 2m-periodickym FeSenim rovnice
d dy da
T dy [a(y) d_y] = —d—y(y)-

Integrovanim lze snadno spocitat

=1 na (0, 2m) u*(0) =0u"(r) =0,

d
d—?lj:l—|—c(2—|—cosy)7 X(y):y+x(2y+siny)+k.

Protoze funkce x je periodicka, plati x(0) = x(27), odkud ¢ = —1/2. P¥idame-li podminku
(8), potom k =0 a x(y) = —% siny. Vzorec (9) dava

a*:/a(y) _dx :i/%wdy:l
v dy 27 J,o 2 +siny 2’

coz se shoduje s homogenizovanou rovnici. Poznamenejme, ze v pfipadé jednorozmérné rovnice
lze dokazat, Zze homogenizovany koeficient a* je roven integralnimu harmonickému primeéru
funkce a(y) .
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Podle (11) funkce s korektorem

x\ du* .
Uf(xz) = u*(x) —ex <—> —(x) =x(27m —x) + e sin—(x — ¢)
e/ dz €
L . v v 7 4 ° € € . *v/Z Vv v 7 .
se li&f od u® jen ve ¢lenu Fadu €2, zatimco derivace % . dd% = esin £ se lisi ¢lenem Fadu e, tj.

rozdil jejich derivaci konverguje stejnomérné k nule.

3.2 Vrstevnaty material

Uvazujme material, ktery se sklada ze dvou izotropnich slozek A a B, které jsou tvori tenké
vrstvy tloustky /2 kolmé na osu z;. Uvazujme tlohu o ustileném vedeni elektrického proudu
v tomto materidlu. Situaci modeluje rovnice (1), pfi¢emz koeficient a(x) = a(x;) nabyva
hodnot elektrické vodivosti, ktera se rovna prevracené hodnoté elektrického odporu ps a pp
slozek A a B. Proto a(z) =1/pa ve slozce A a a(x) =1/pp ve slozce B.

V tomto pripadé lze snadno odvodit efektivni hodnoty elek-

trického odporu: ve sméru osy x; jsou vrstvy — odpory — ,za- 2
pojeny“ sériové, odpory se scitaji, a proto prumérny odpor je
p = (pa+ pp)/2. Ve sméru osy zy jsou vrstvy ,zapojeny“ pa-
ralelné a proto se séitaji vodivosti 1/p = $(1/pa+1/pp). Odvodili
jsme hodnoty primérné vodivosti ve smérech os x; a x5 a tim
hodnoty homogenizovanych koeficientii aj; a aj,:
. ABJAB
. {1 (s + )] . 1 ( 1 N 1 )
a1 = |5\PA T PB ) g =5\ — T — |- 2|3
2 2\pa pB T

Vidime, ze vodivosti ve smérech x; a x5 jsou rizné. Jestlize napiiklad py =1 a pg =1/9,
potom koeficient a(x) nabyva hodnot 1 a 9, ale a;, = 1,8 a aj, = 5. Ve sméru osy z, mame
aritmeticky priamér koeficientu a(x), zatimco ve sméru osy xs mame pramér harmonicky.
Homogenizovany material je tedy anizotropni, prestoze obé slozky byly izotropni.

3.3 Ostatni kompozitni materialy

V predchozim prikladu jsme uvazovali vrstevnaty materidl, ve kterém je heterogennost
materidlu v jistém smyslu ,,jednorozmérna“ a homogenizované koeficienty lze proto vyjadrit
explicitné. V pripadé jiného uspotradani slozek v materidlu — napriklad materiadlu vyztuzeného
vlakny — jiz homogenizované koeficienty nelze explicitné vyjadrit, pomocné funkce x; a xo
nutno spocitat numericky a hodnoty homogenizovanych koeficienti potom pocitat z nich.
Pro hodnoty homogenizovanych koeficientii existuji pouze odhady, zjednodusené lze fict, ze
hodnoty se pohybuji mezi aritmetickym a harmonickym primérem. Predchozi priklad ukazuje,
ze tento interval nelze obecné zuzit.

Déle poznamenejme, ze pokud rozlozeni slozek v periodé neni symetrické podél os x; a x»,
mohou byt nenulové i koeficienty aj, = a3, jak ukaze nasledujici priklad.

3.4 Material vyztuzeny vlakny

Uvazujme material periodicky vyztuzeny vlakny rovobéznymi s osou z3. Tento piipad vede
na tzv. dvourozmérnou homogenizaci; heterogenitu materidlu lze popsat funkei a(x) dvou
proménnych z1, xo. Uvazujme opét zékladni periodu Y = (0, 1) x (0, 1) ve které je vyztuzujici
vlakno s prifezem Y.

Zavislost hodnot homogenizovanych koeficienti na tvaru vyztuzujicich vlaken ilustrujeme
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vysledky vypocti nasledujicich vzorki. Ve vSech ptipadech budeme brat stejné hodnoty ko-
eficientu a(y)

0.1 xeY; — vyztuzujici vldkno
a(y) = .
1 x €Y —Y;, — matrice

a stejny pomér obsaht slozek |Yi|: |Y|=1:4, ale pét riznych tvari prifezu vyztuzujiciho

vlakna Y} a uvedeme piislusnou matici homogenizovanych koeficienttit A* = (aj;)

(a) — Y] je ¢tverec (i, %) X (i, %)
0,648 0
* — 9 Y
A ( 0 0.648 ) 1
Y
(b) - Y je stejny ¢tverec otoceny o 45°
o — 0,645 0
B 0  0.645
Y

(c) — Y je kruh se o obsahu 1/4

. (0,65 0
@ = 0 0.653

(d) - Y3 je obdélnik o obsahu 1/4
0,518 0

* — Y Y

¢ ( 0 0.727 ) '

(e) — Y} je nekonvexni pravouhelnik o obsahu 1/4
. 0,726 —0,023
“ =\ -0,023 0726

Tyto numerické vysledky jsou pfevzaty z prace [14], kde 1ze najit dalsi experimenty: zavislost
na hodnoté koeficientu a(x), na poméru velikosti stran zakladni periody Y i fezy grafii feSeni
u®, u* i U*. Rada numerickych experimenti je také v diplomovych pracech [25, 30, 33].

Y
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4 Metoda asymptotického rozvoje

Metoda asymptotického rozvoje je dilezitd metoda, kterd se uziva k odvozeni tvaru homo-
genizované tlohy véetné vzorcl pro vypocet homogenizovanych koeficienti.

4.1 Podstata metody

Pro posloupnost malych parametri € jdoucich k nule mame posloupnost rovnic s peri-
odickymi koeficienty se zmensujici se periodou. Tyto rovnice urcuji posloupnost reseni u°,
funkei proménné x = (21, x2). Metoda vychazi z predpokladu, ze existuje posloupnost funkci
Ug, Uy, Usg, . .. proménnych x = (x1,29) a 'y = (y1,y2), které jsou Y-periodické v proménnych
v = (y1, y2) takovych, 7e pro kazdé feSeni u®(x) plati

ut(x) = [up(x,y) +eur(x,y) + 2 ua(x,y) + &’ us(x,y) + .. .}y:X/E : (12)

Z predpokladu platnosti rovnosti pro vsechny hodnoty parametru £ dostavame posloupnost
rovnic, jejichz analyzou vyjdou nakonec vztahy pro homogenizované koeficienty i korektory.
I tuto metodu predvedeme na prikladu modelové tlohy.

4.2 Odvozeni soustavy rovnic

Nejprve piipomenme derivovani funkce u(x, ). Je to funkce dvou proménnych x a y, ve
druhé proménné je slozend y = x/e. Pfi derivovani podle x; ji nejprve derivujeme podle x; a
potom podle y;, pticemz ¢len nasobime derivaci vnitini funkce, tj. konstantou é

o2 = [ ]

K3 K3

Operatory
Derivujme uvedenym zptisobem ¢leny levé strané rovnice (5), tj. operéator

o vV Aue d Mﬂ x2> au] 0 Mﬂ x2> 3u]

0x; e e/ Oy 0xy e e/ Oxy

a aplikujeme na funkci v proménnych x a y. Protoze kazdy ¢len obsahuje dvé derivace, do-
stavame cleny s rtiznou mocninou . V pripadé, kdy jsme derivovali dvakrat podle x;, je to
1 = £°, pokud jsme derivovali jednou podle z; a jednou podle y; je to faktor e~ a v pifpadé,
ze jsme derivovali dvakrat podle y; mame faktor e 2. KdyZ tyto ¢leny sefadime podle mocnin
e, dostavame

A u(x) = {(%%u + Lﬁzflu + %u) (x, y)] : (13)
€ € y=x/e
kde do operatori 27, jsme sdruzili ¢leny se stejnou mocninou e:
. . 0 ou 0 ou
= ~div, o) V. ti. o= a0 5| - L L 51|
hu = —divy [a(y) Veu] + div, [a(y) V] , tj. (15)
0 Ju 0 ou 0 ou 0 ou
st = =g 000 35| = 3 [0 3] = 3 [0 3| = [ ]
. 0 du 0 ou
ou = —div, [a(y) V,u] yu = o {a(y) 0931] ~ o [a(y) 8;1:2] : (16)



Soustava rovnic

Dosadme do rovnice Au = f s operatorem (13) feSeni u° ve tvaru rozvoje (12). Rovnici
roznasobme a sdruzme c¢leny se stejnymi mocninami parametru €. Protoze rovnost ma platit
pro kazdé ¢, museji nastat rovnosti ¢lentt oddélené u kazdé mocniny €. Dostavame tak soustavu
rovnic. Napi$me prvni tfi rovnice pro ¢leny u mocnin €72, et a &’ = 1:

%UOZO, (17)
%UI_FMUOZ()a (]‘8)
Sy us + 2y uy + o ug = f. (19)

Tak lze pokracovat dale, napiiklad ¢leny u mocniny ' davaji rovnici

%U3+$Z{1U2+%U1:0 (20)

4.3 Pomocna tvrzeni
Pti analyze vySe uvedenych rovnic budeme vyuzivat dvé tvrzeni, kterd uvedeme bez dikazu:

LEMMA 1 Necht f(y) je Y-periodickd funkce. Potom integrdlni pramér jejich parcidlnich
derivact podle y; je nulovy, tj.

of _ of _

= =0.
Y oy Y 0ys

0,

Tvrzeni plyne ze vztahu fol f'(y)dy = f(1) — f(0) a skutecnosti ze periodicka funkce ma
stejné hodnoty na protéjsich stranach periody.

LEMMA 2 Linedarni diferencidlni rovnice

0 v 0 ov|
S =-—go [“(” @} "~ {“(” @} =

s pravou stranou b(x,y) ma Y -periodické feSeni v(x,y), jestlize je splnéna podminka

/Yb(x, y)dy = 0. (21)

Toto Teseni je urceno jednoznacné aZ na aditivni konstantu. ProtoZe proménnd x hraje roli
parametru, k resent muZeme pricist libovolnou funkci promeénné x. Pridame-li podminku nu-
lového priméru [, v(x,y)dy =0, feseni je urceno jednoznacné.

Nutnost podminky plyne z predchoziho tvrzeni, protoze leva strana rovnice se sklada z de-
rivaci Y-periodickych funkei.

Analyza prvni rovnice (17)

Jednd se o rovnici bez pravé strany, které vyhovuje libovolna funkce nezavisla na promeén-
nych y = (y1,42). Proto funkce uy nezavisi na proménnych y = (y1,y2), tj. w = up(x).

Analyza druhé rovnice (18)

Rovnici prepiSeme do tvaru

yug = —2 ug = div, la(y)Vau] + div, [Q(Y)Vyuo] .
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Protoze uy nezavisi na y, druhy clen je nulovy a rovnice se redukuje na tvar

da Oug da Oug

%UlzdiVy&(y)qu()(x)Ea—yl y 92, X +0—y2 y pre X

Podminka nulového primeéru pravé strany z Lemmatu 2 je splnéna, existuje proto Y -periodické
reSeni u,. Protoze pravou stranu tvofi soucet dvou c¢lent se separovanymi proménnymi, ve
stejném tvaru budeme hledat také reSeni wu,;.
Oznacme y1(y) a x2(y) funkce, které jsou Y-periodicka feSeni rovnic
0& oa
Ayx1 = AyXa = 75— -
3 Y1 Yo

Diky Lemmatu 2 obé tyto funkce existuji a pridame-li podminky

/xldy=0, /X1dy:0,
Y Y

jsou urcena jednoznac¢né. Polozme

) = ) Jo2s) — xaly) G2 + elx), )

kde v(x) je libovolné funkce. Funkce u;(x,y) je Y-periodickd a dosazenim se lze presvédcit, ze
spliiuje rovnici (17).

Analyza tfeti rovnice (19)

Rovnici prepiseme do tvaru
Gy uy = —h uy — Dyug+ f .

Predpokladejme, Ze existuje FeSeni uy(x,y) této rovnice. Podle Lemmatu 2 nutnou podminkou
existence Y -periodického feSeni této rovnice je

/(_eg{lul — yup + f)dy =
%
Dosadme do této podminky operatory <, <% z (15) a (16). Cleny zaéinajici derivaci podle

y; vypadnou podle Lemmatu 1, protoze se jedna o primér derivaci Y-periodickych funkci.
Nyni funkei f(x) pfevedeme na pravou stranu, v rovnici zménime znaménko

o (16020) + o2 (10 2) + 2 (a1 22) + 2 (an 20) ay =

za uy(x,y) dosadime z (22) a vzniklé vyrazy upravime, napiiklad

0 aul . aXl 02u0 / aXQ 02u0
/Y{axl (Q(Y)ayl)] dY—/ { (v )ayl]dy oz T, a(Y)ay1 b5

Konecné slouc¢enim c¢lent se stejnymi derivacemi ug, dostavame rovnici

X1 *uyg Ox2  Oxa 0*uyg
/Y [ (Y) <1 8y1>} dy 8x% /Y {Q(Y) < oy 2 dyaxl 017

o (-5 = e
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kterd uz ma konstantni koeficienty. Porovname-li tuto rovnici s homogenizovanou rovnici (5),
ziskdme vzorce pro homogenizované koeficienty, které se nelisi od (9).
Navic, jestlize v rozvoji (12) vezmeme prvni dva ¢leny

up(x) + us (X, )

a dosadime za wu; z (22), dostavame FeSeni U® s korektorem (11). Pfidanim dalsich ¢lent, lze
ziskat korektory vyssich radu, viz [4] [13], [25].

4.4 Okrajové podminky

Dosadime-li rozvoj (12) do okrajové podminky (2), dostavame
€ X 2 X
U(X)ZUo(X)+€U1<X,—>+€ u2<x,—>+,,,:g xeTl.
£ €

Porovndnim ¢lenfi se stejnou mocninou ¢ dostavdme u ° pfirozenou podminku uy = g na
hranici I'. Clen u mocniny & dévé u;(x,y) = 0. Dosadime-li za u; z (22), dostavame podminku,
kterou — az na trividlni pripady — splnit nelze. Stejné tak u dalsich ¢lent. Tato skutecnost
vysvétluje také horsi konvergenci feSeni u® — u* v blizkosti hranici.

Regeni s korektorem U¢ dané (11) zfejmé nespliuje okrajovou podminku (2). Proto se ¢asto
druhy ¢len nésobi tzv. ofezavaci funkei (x)

0°(x) = up(x) — £ C(x) [xl (%) 5209+ () g—gx)] |

Takto upravena funkce U¢(x) uz okrajovou podminku (2) spliuje. Za ofezévaci funkei vo-
lime hladkou funkci ((x), kterd je nulova na hranici I', v izkém pruhu kolem hranice stoupa
k hodnoté 1, kterou ma ,uvniti“ oblasti €2.
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5 Matematické aspekty

V této Casti se pokusim poukazat na zdroje zvlaStnich obtizi, které prinasi homogenizace,
zejména posloupnost koeficientli a® se zmensujici se periodou. Je to zpusobeno, tzv. slabou
konvergenci funkci, které predstavuji prvky prostoru nekonecéné dimenze, viz napt. [18]. Do-
pustim se pritom rfady zjednodusSeni, matematici snad prominou.

Pti modelovani materidlu s periodickou strukturou pomoci homogenizace jsme se v rovnici
(1) setkali s periodickou funkei a(x). Tuto funkei jsme ,natéhli“ na tzv. Y-periodickou funkei,
tj. funkci s periodou 1 v obou proménnych yi, yo a oznaéili a(y). Abychom ziskali posloupnost
rovnic s koeficientem se zmensujici se periodou €, pro kazdé £ > 0 jsme vztahem

e . X
=02
,vyrobili“ periodickou funkci a® s periodou velikosti €. Posloupnost ¢,, klesajici k nule, napri-
klad €, = 1/n ndm pak dava posloupnost funkci a®* se zmensujici se periodou.

Tyto funkce a pti e — 0 predstavuji posloupnost, kterad nekonverguje v obvyklém smyslu,

ale ve zvlastnim, tzv. slabém smyslu, ktery si objasnime na jednoduchych prikladech.

5.1 Konvergence funkci

Obvykl4 konvergence vektort, matic, funkei a pod. se v linedrnich (vektorovych) prostorech
méf{ pomoci tzv. normy || - ||, kterd dava jisty druh velikosti ||v|| prvku v linedrniho prostoru.

Rikdme, 7e posloupnost {v,} konverguje k limité v, pokud se pro n — oo vzdélenost, tj.
velikost rozdilu ¢lenu v,, a limity v blizi k nule

v, — v, jestlize |v,—v| —0.

Konvergence v prostorech kone¢né dimenze

V prostorech RY lze zavést normu, tj. méfen{ velikosti vektoru v = (vy, ..., vy) naptiklad
tzv. euklidovskou normou
1/2
vl = [? 42+ ...+ 03]

Pomoci této normy pak posuzujeme, zda posloupnost {v,} konverguje.

Poznamenejme, Ze na tomto prostoru lze zavést i jiné normy, napiiklad normu souctovou
VIl = |v1] + |v2] + ... + |on| nebo normu maximovou |v|| = max{|vi|, |val,..., |vn]|},
na skutecnosti, zda posloupnost {v,} konverguje to vSak nemd zadny vliv, fikdme, Ze tyto
normy jsou ekvivalentni. To je charakteristickd vlastnosti prostoru kone¢né dimenze. Druhou
charakteristickou vlastnosti prostort konecné dimenze je tzv. kompaktnost, tj. skutecnost, ze
z kazdé ohranicené posloupnosti lze vybrat podposloupnost konvergentni.

Konvergence v prostorech nekone¢né dimenze

Predmétem naSeho zajmu jsou vsak funkce. Ty lze chapat jako prvky prostoru neko-
ne¢né dimenze. Skute¢né, kazdy vektor v prostoru RV kone¢né dimenze N miizeme ztotoznit
s N-tici jeho soutadnic (z1,...,zy). Pro funkce f na intervalu I zase jeji hodnoty f(z) pro
x € [ predstavuji souradnice, kterych je nekone¢né mnoho.

Jsou i jiné moznosti, my se vSak v dalsim omezime na funkce v(z) na intervalu I, které
Ize integrovat a jejichz druhd mocnina ma konecny integral [, v(x)dz. Analogicky euklidovské
normé zavedeme normu, tj. méteni velikosti funkci, pomoci integralu:

o] = {/lv(x)dx] -
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Tyto funkce lze sc¢itat i nasobit skalarem; rikame, Ze tvori linearni prostor, ktery oznacujeme
L?(I). Tato norma urcuje tzv. silnou konvergenci, také konvergenci v normé:

1/2
v, — v, Jestlize ||v, —v| = [/ v, (z) — v(x)|*da — 0.
I

Poznamenejme, ze na tomto prostoru lze zavést i jiné normy, napiiklad analogii normy ma-
ximové. Ty vSak uz ekvivalentni nejsou, protoze urcuji jiné konvergence. To je také charak-
teristickou vlastnosti prostorti nekonec¢né dimenze. Druhou nepiijemnou vlastnosti je ztrata
kompaktnosti, tj. skutecnost, ze v prostoru nekonecné dimenze z ohranicené posloupnosti uz
obecné nelze vybrat podposloupnost, ktera by konvergovala.

5.2 Slaba konvergence

Vedle konvergence funkei uréené normou mizeme zavést na prostoru funkei L%(I) tzv.
konvergenci slabou. P¥i této konvergenci testujeme, zda se funkce v, (x) blizi k funkci v(z)
tim, ze rozdil v,(x) — v(x) vynasobime libovolnou, tzv. testovaci funkei p(x) a integrujeme
pres interval [:

Rekneme, Ze posloupnost funkci v, v prostoru L*(I) konverguje slabé k funkci v, jestlize pro
kazdou funkci o také z L*(I) plati

/(Un(a:) —v(z)) p(z)der — 0. (24)

I
Poznamenejme, ze pokud posloupnost v, konverguje silné, tj. v normé, konverguje i slabé.

Obrécené to vsak neplati, ne kazda slabé konvergujici posloupnost konverguje i silné, jak bude

vidét z nasledujicich prikladii.

Pi#iklad 1 — ,,zhustujici se sinusovky*

Pro jednoduchost zvolme I = (0,1). Typickym piikladem posloupnosti funkci na L?(T),
kterd konverguje slabé, ale nekonverguje silné, je posloupnost v,(x) = sin(27nz). Jsou to
periodické funkce se zmensujici se periodou 1/n, ,stale rychleji kmitajici“ a ,zhustujici se®
sinusovky kmitajici s neménnou aplitudou

SN LA AN DN NNNAN
o "1 0 VM M VMV VYV VY

Tato posloupnost konverguje slabé k nulové funkci. Lze to spocitat analyticky, ale je to ,vidét“
i z obrazku. Zvolime-li za testovaci funkei ¢(z) = 1 integrand ve vztahu (24) je rychle kmitajici

funkce na obrazku. Pti integrovani se sousedni, stejné velké kladné a zaporné ¢asti vyrusi, takze
celkovy integral je stale roven nule.

Pokud zvolime za ¢ spojitou funkci, zhustujici se sinusovky mohou mit na rtznych mistech
ruzny rozkmit. P¥i integrovani (24) se uz kladné a zaporné ¢asti nemusi zcela vyrusit, vysledna
hodnota integralu vsak s rostoucim n klesa k nule. Posloupnost v, vSak nekonverguje silné,
protoze jedinym kandidatem limity je nulova funkce a

1 1 1 1
Jow =0l = [ (sin(2enz) - 0%ds = [ 51~ sin(amna))de = 5 #0.
0 0
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Tento priklad 1ze zobecnit tim, ze sinusovku nahradime jinou periodickou funkei s(y) s periodou
1 a nulovym primérem a jeji kmity ,modulujeme® funkeci f(z) a posuneme o funkci g(z)

vn(z) = f(z)s(nz) + g(z).
Snadno lze ovéfit, Ze takto definovand posloupnost funkei konverguje slabé k funkei v(x) = g(z)
ale nekonverguje silné s vyjimkou pfipadu nulové funkce s(z).
Pi#iklad 2 — ,,zhustujici se cimbuii*

Pro kladné konstanty «, 5 definujeme posloupnost funkci v, (x) nabyvajicich na intervalech
délky i stiidavé hodnoty aq, as, tj. pro celé k£ polozime

¢ el piamadhgianadyhgTpaanyly
va(@) = 2l 2k+2

ﬁ x€<2n72n)'

Také u této posloupnosti lze snadno dokazat, ze konverguje slabé ke konstantni funkci
v(xz) = (o + ()/2, ale nekonverguje silné.

Dobra vlastnost slabé konvergence

Jak uz jsme uvedli dfive, omezena posloupnost funkci v prostoru nekonecéné dimenze ne-
musi obsahovat konvergentni podposloupnost, jak tomu bylo v prostorech dimenze konecné.
Prikladem mohou byt posloupnosti z obou vyse uvedenych piikladi. Omezena posloupnost
funkei v,, v prostoru L?(I) vSak obsahuje vybranou podposloupnost konvergujici slabé.

Neprijemné vlastnosti slabé konvergence

Zatimco silna konvergence zachovava radu operaci, napriklad soucet, rozdil, ndsobeni, pre-
vracenou hodnotu, slozenou funkei, slaba konvergence zachovava pouze linearni operace jakou
je naptiklad soucet:

Jestlize u,, —u a v, — v, potom také wu,+ v, — u-+v.
Nezachovava vsak prevracenou hodnotu, tj. neplati implikace
Jestlize v, — v, potom také UL — %
n

Vyvraceji to funkce z P¥ikladu 2. Zatimco v, (z) konverguji ke konstantni funkei v(z) = 3(a+

B), prevracené hodnoty konverguji k % (é + %), coz neni prevracend hodnota v(z). Zvolime-li

a=1a =9, limita v,(z) je v(z) =5, ale limita 1/v,(z) je 2.
Slaba konvergence také nezachovava soucin, tj. neplati tvrzeni

Jestlize u, —u a v, — v, potom také wu,-v, — u-ov.

Vyvraceji to napiiklad funkce v, (x) z P¥ikladu 1. Zvolime-li u,, = sin(27nz), obé posloupnosti
U, (7) i v, (z) konverguji slabé k nulové funkei, ale jejich soucin funkce u,, v,, = sin®(27nx) kon-
verguje ke konstantni funkei 5. Zvolime-li za u, () = cos(2mna) pfpadné wy, (x) = — sin(27nz),
které také konverguji slabé k nulové funkci, soucin wu, - v, konverguje slabé k nulové funkci a
soudin w,, - v, zase ke konstantni funkci —%.

Z téchto prikladi je vidét, ze pokud méame soucin dvou slabé konvergentnich posloupnosti,

o limité jejich soucinu nemiizeme obecné nic rict.
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5.3 Slaba konvergence a homogenizace

Posloupnost funkci v,, z Prikladu 1 vyuzil v praci z roku 1967 italsky matematik Ennio De
Giorgi ke konstrukci posloupnosti diferencidlnich operatora A, definovanych

d du
A, — — | .
ne T {Uﬂ(x) dz ]

Lze ovéfit, ze tato posloupnost konverguje k operatoru A s konstantnim koeficientem v(z) ve
smyslu: pro kazdou funkci ¢ plati

A, — A, jestlize A,po— Ap.

Pokud budeme brat konvergenci feseni w,, rovnic A,u, = f s podminkou u(0) = u(1) = 0, tj.
konvergenci inverznich operatori (jak to délame p¥i homogenizaci)

A, — A", jestlize wu, = (A,)7'f mu=(4*)"'f.

V obou ptipadech dostavame, Ze posloupnost operatorii konverguje, ale pokazdé k jinému
limitnimu operatoru; A # A*.

Tento priklad inspiroval italskou Sskolu matematikt k definovani a studiu konvergence zalo-
zenou na konvergenci inverznich operatort, tzv. operatorové G-konvergence, ktera predstavuje
jen jiny pristup k homogenizaci.

Pti homogenizaci v rovnici (4) je soucin dvou slabé konvergentnich posloupnosti — koefi-
cientli a® a derivaci feSeni u®. V tomto soucinu, jak ukazuji predeslé priklady, nelze prejit
k limité, coz je zdrojem problémt spojenych s teorii homogenizace.

Ztrata informace

Prti slabé konvergenci dochézi totiz ke ztraté informace. V Prikladu 1 mame posloupnost v,,.
Jeji limitou je nulova funkce, z niz nelze rekonstruovat lokalni chovani funkei v,,. Také funkce
vn(z) = f(z)s(nz) + g(x) slabé konverguji k limitni funkci g(x) bez ohledu na to, jaké jsou
funkce f(z) a s(y).

Limita slabé konvergentni posloupnosti také nestac¢i pii slozené funkci. Kvadratickd funkce
F(&) = &% také nezachovava slabou konvergenci. Staci opét vzit zhustujici se sinusovky z P¥i-
kladu 1. Ty konverguji slabé k nulové funkci, ale funkce F'(v,(z)) = sin?(27nx) konverguji ke
konstantni funkci %

Césteénym Tefenim této ztraty informace je nasledujici dvojskalova konvergence.

5.4 DvojsSkalova konvergence

Vratme se k homogenizaci. Pfipomenme, 7e funkci f(x,y) nazveme Y-periodickou, pokud
je Y periodickd v proménné y, tj. ma periodu 1 v proménnych y;.

Nyni budeme znacit prvky posloupnost indexem n misto zmensujicich se parametri €, — 0.
Definice

Rekneme, Ze posloupnost u,(x) dvojskdlové konverguje k Y -periodické limité u®(x,y),
pokud pro kaZdou testovaci Y -periodickou funkei ¢ (x,y) plati konvergence

/Q ()10 (Xi) dx — /Q /Y (5%, ¥) 0 (x, y)dy dx

Jestlize navic

it 2)] = o (2 o

rekneme, Ze posloupnost u,, konverguje k u® silnée dvojskdlove.
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Poznamenejme, ze posloupnost funkci u,, proménnych x; mé za limitu funkci «® dvojnasob-
ného poc¢tu proménnych z; a y;. Pokud vSak posloupnost u, konverguje silné (tj. v normé),
limita ©® na proménnych y; nezavisi.

Priklady

Pro posloupnost € = 1/n posloupnosti funkci z Pfikladu 1 dvojskalové konverguji:
vn(z) = sin(2mnz) silné dvojskalové konverguje k  v°(x,y) = sin(27ny)
vn(z) = f(x)s(nx) + g(x) silné dvojskélové konverguje k  v°(z,y) = f(z)s(y) + g(x).

V téchto prikladech se informace o lokdlnim chovani funkci v, v periodach zachovala.

Pokud vsak posloupnost period funkci v, neni v souladu se zvolenou posloupnosti period
e, = 1/n, funkce v, = sin(2n?rx) jiz jen dvojskilové konverguje k nulové funkci, stejné tak
va(z) = f(z)s(n®z) + g(x) jen dvojskdlové konverguje k funkci g(z), v obou p¥ipadech se
informace o lokalnim chovani funkci v,, ztratila.

Dobré vlastnosti dvojskalové konvergence

Prestoze dvojskalova konvergence je silné€jsi nez slaba konvergnece, dobra vlastnost slabé
konvergence ztistala zachovana:
TVRZENI 1. KaZdd ohranicend posloupnost u,(x) obsahuje podposloupnost u,, kterd dvo-
jskdloveé konverguje k néjaké funkei u®(x,yr).

Na druhé strané za urcitych podminek mizeme prejit k limité:
TVRZEN{ 2. Necht posloupnosti funkci
un(x)  dvojskdlové konverguje k funkci u®(x,y) a
vn(x)  silné dvojskdlove konverguje k funkci v°(x,y).

Potom muzeme prejit k limité

U (X) 0 (x) — / u(x, y)v°(x,y)dy .
Y
Déle pii silné dvojskalové konvergenci mizeme prejit k limité i ve slozené funkci:
TVRZENI 3. Bud F(§) spojita funkce a necht posloupnost funkci
vn(x)  silné dvojskdlove konverguje k funkci v°(x,y).
Potom posloupnost sloZengich funkci F(v,(x)) konverguje k funkci [, F(v°(x,y))dy.
5.5 Dvojskalova konvergence a homogenizace

Dvojskalova konvergence predstavuje velmi uzitecny prostiedek pro homogenizaci. Pti ho-
mogenizaci koeficienty a®(x) v posloupnosti rovnic silné dvojskalové konverguji. Pokud doka-
zeme, 7e derivace posloupnosti Feseni u®(x) jsou ohranic¢ené, diky Tvrzeni 1 miZene z ni vybrat
podposloupnost dvojskalové konvergujici. Mame tedy soucin posloupnosti silné dvojskalove
konvergujici a dvojskalové konvergujici a diky Tvrzeni 2 mizeme prejit k limité a dostavame
homogenizovanou rovnici podobnou rovnici (23). Pokud se podafi odseparovat proménné x a
y dostavame vzorce pro homogenizované koeficienty.

Diky Tvrzeni 3 mtizeme ,homogenizovat® také nelinedrni rovnice. Nutno vSak poznamenat,
ze ani v linearnich rovnicich limitni rovnice nemusi byt stejného typu, napriklad z diferencialni
rovnice se stane rovnice integrodiferencialni, ve které homogenizované koeficienty zaviseji na
predchozim feSeni; muze se zde projevit efekt paméti materialu.
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6 Vysledky homogenizace vybranych problémiu

Autor se zabyva matematickym modelovanim prostiedi s periodickou strukturou jiz od
roku 1978 a publikoval fadu praci v této oblasti. Jsou to jednak ¢lanky popisujici hlavné nové
vysledky — napf. [11, 12, 15, 16, 19, 20, 21, 24], a potom ¢lanky, zminme [13, 14, 17, 18, 22, 23],
jejichz cilem je seznédmit matematickou a technickou verejnost s homogenizaci a s pojmy, které
s ni souviseji. V této casti strucné popiseme vysledky autora ve dvou oblastech.

6.1 Homogenizace rovnic linearni pruznosti

V tomto odstavci jsou popsany problémy feSené v [11, 12]. Deformaci pruzného télesa mo-
deluji rovnice linearni pruznosti. Fyzikalni situaci popisuje vektor posunuti u = (uy, ug, us3)
a symetricky tenzor napéti t = (t;;);,_; proménné x, kterd probihd objem télesa €. Rov-
nice vychazeji z linearizovaného tenzoru malych deformaci e = % [Vu + (Vu)T], linedrniho
Hookeova zakona t = A :e a pohybovych rovnic divt+f = 0.

Periodickou strukturu heterogenniho materialu popisuji konstanty v Hookeové zakonu, kte-
rymi jsou periodické funkee; je to ¢tyirozmérnd matice A funkei a;ji, s jistymi symetriemi. Pri
homogenizaci zvolime opét zdkladni periodu Y, napiiklad jednotkovou krychli Y = (0,1)% a
definujeme posloupnost e-periodickych koeficineti vztahem

X
€ _
az‘jke(x) = Qijke (‘) .
€
Prislusny vektor posunuti u a tenzor napéti t oznacime také indexem . Dosadime-li tenzor
deformace do Hookeova zakonu a pridame-li pohybové rovnice, dostavame soustavu rovnic

t° = A%(x) : Vu®, (25)
—divt® = f°. (26)

Soustavu rovnic doplnime okrajovymi podminkami predepsaného posunuti na ¢asti hranice
I', a predepsaného napéti na zbytku hranice I'; s vektorem normaly n

u=U na I, t-n=T na [. (27)

Vylou¢ime-li tenzor napéti t° jeho dosazenim z (25) do (26), dostavame tzv. alohu v pri-
marni formulaci, tj. formulaci v posunutich, kterd méa tvar soustavy tii linedrnich parcialnich
diferencialnich rovnic druhého radu. Jedna se o specialni ptipad eliptické soustavy parcialnich
diferencialnich rovnic, kterd uz byla ,homogenizovana“ v [4].

Pouzijeme-li inverzni Hooketv zakon vyjadiujici zavislost deformace na napéti e = B : t
s Ctyfrozmérnou matici B koeficientl b, inverzni k matici A®, mizeme prejit k tzv. dudlni
formulaci, tj. formulaci v napétich, ve které hledame tentor napéti jakozto reseni pohybovych
rovnic na podmnoziné, tzv. poli staticky pripustnych tenzorti napéti. Tato formulace, ac¢ slo-
primarni formulaci napéti ziskame az derivaci posunuti, ¢imz se snizuje fad presnosti.

V nasSem pripadé nespojitych koeficientl a;jxe a b;jx musime ovSem uvazovat v obou pfipa-
dech zobecnénou, tzv. slabou formulaci rovnic. Vedle jiz zminéné primarni a dudlni formulace
ve tvaru rovnic uvazujeme také prislusné variacni formulace, které vedou na minimalizaci
funkcionalu potenciadlni energie pri primérni tloze a na minimalizaci funkcionalu doplikové
energie, viz napr. [8].

V préaci jsou metodou asymptotického rozvoje odvozeny homogenizované rovnice a vzorce
pro piislusné koeficienty a;;;, a b, a dokdzana konvergence reSeni u® a t° k piisluSnym
homogenizovanym fesenim u* a t*.
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6.2 Homogenizace rovnic s hysteréznim operatorem

V tomto odstavci pfiblizime problematiku studovanou v pracech [19, 20, 21, 24].

Podle svého nazvu hystereze znamend takové chovani materidlu, pti kterém se nasledky
opozduji za svoji pri¢inou. Vyskytuje se naptiklad v magnetickych jevech, pii fazovych premé-
nach a v mechanice je to plastické deformaci. Hystérézni operator popisuje zvlastni nelinearni
zavislost naptiklad napéti na deformaci, pri které soucasna hodnota napéti zavisi na predchozi
historii deformace do soucasnosti, pritom ale zavisi pouze na hodnotach této deformace bez
ohledu jejich rychlost, viz napfiklad [10].

Zakladem pro budovani operatori pruzné-plastického chovani je tzv. ,,stop operator®, ktery
lze mechanicky interpretovat jako pruzinu sériové spojenou s tzv. tfecim prvkem. Pti nataho-
vani soustavy se nejprve natahuje pruzina a napéti roste. Kdyz napéti dosdhne prahu treni,
napéti se uz dale nezvysuje, pruzina se uz nenatahuje,
misto toho treci prvek ,prokluzuje”. Pokud soustavu
nyni zacneme stlacovat, nejprve se zkracuje pruzina a /—’
tfeci prvek se projevi az po dosazeni opacné hodnoty
prahu treni.

)4
°_'—|%|_|_\NW\/_" 4/

V diagramu zavislosti napéti na deformaci se objevi tzv. hysterezni smycka s konkavnimi
rostoucimi vétvemi a konvexnimi klesajicimi vétvemi, pricemz tyto kfivky maji jenom dva
,sklony*. Paralelni kombinaci téchto ,stop operatori® .#, s riiznymi hodnotami parametru
r ziskame lomené hysterézni smycky; infinitezimalni paralelni kombinaci mizeme dosahnout
,0blé“ symetrické hysterézni smycky s konkdvnimi rostoucimi vétvemi a konvexnimi klesaji-
cimi vétvemi. Dostali jsme tak tzv. Prandtliv-Ishlinského operator, ktery oznaéime .%. Kom-
binaci ,stop operatori* v ném charakterizuje tzv. distribu¢ni funkei £(r), ktera timto operator
jednoznacné urcuje.

Pti modelovani heterogenniho materialu tyto distribuc¢ni funkce jsou navic zavislé na misté
x, tj. &(x,r). Pii homogenizaci definujeme posloupnost operatorti .% ¢ pomoci e-periodickych
funkei €5 (z, 1) = &(x /e, 7).

V préci [20] je vyFeSena homogenizace jednorozmérné vinové rovnice

pe 827,05 — 2 3’56 auE + fe
o2 Ox Ox ’
kterou lze fyzikdlné interpretovat jako podélné kmity pruzné-plastické tyce. V praci [21] je
provedena homogenizace jednorozmérné rovnice diftize

cEauE:3 F* o + f,
gt Oz Ox
a kone¢né v [24] je vyFeSena tiloha homogenizace vicerozmérné rovnice vedeni tepla s fazovymi
prechody
0
ot
kde ¢° je hysterézni operator inverzni k #¢ a A° je matice e-periodickych koeficienti.

Ve vsSech pripadech je odvozen tvar homogenizované rovnice a homogenizovaného operatoru
a dokézana konvergence reseni u® k feseni u* homogenizované tlohy.

(7 [vf]) = div(A® - Vu) + f°,
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7 Problémy modelovani redlnych materialt

Jak uz bylo zminéno v prvni ¢asti, modelovani redlnych materidli prinasi celou fadu pro-
blémi. Struktura materialu neni zcela periodicka, slozky se nefidi linedrnim Hookeovym za-
konem, mohou v nich vznikat trhliny a problémem jsou i jevy na rozhrani jednotlivych slozek.
Navic vSechna data jsou ziskdvany experimentalné a jsou proto zatizeny chybou a maji na-
hodny charakter. Tyto oblasti jsou vétSinou ,pole neorana“.

Zminim jesté dvé témata, kterymi se pod mym vedenim zabyvaji moji mladsi kolegové.

7.1 Metoda spolehlivého reseni

Hodnoty vSech parametri urcujici vlastnosti materiali jsou znamy pouze v urc¢itém rozmeszi,
protoze byly ziskdny mérenim, kterd jsou vzdy zatizena chybou. Otazku, jak tyto neptesnosti
ovliviuji vysledek, resi tzv. metoda spolehlivého feseni, kterou navrhl Ivo Babuska a teoreticky
rozpracoval Ivan Hlavacek [6].

Podstata metody spoc¢iva v tom, ze zavedeme tzv. mnozinu pripustnych dat, ktera jsou
vymezena pomoci moznych nepfesnosti méreni. Misto jedné rovnice tak mame celou tridu
pripustnych rovnic s daty, tj. koeficienty, z této mnoziny. Podle povahy tlohy potom zvo-
lime vhodny funkciondl, ktery hodnoti ,kriticnost“ situace a hledame jeho maximum. Pfitom
je mozné vyuzivat metod optimalizace, protoze se také jednd o hledani extrému, i kdyz ne
ynejlepsi“ ale ,nejhorsi situace. Proto se metodé ik také metoda nejhorsiho scénare.

Prace [28, 29| se zabyvaji homogenizaci modelové ulohy (4), pti¢emz hodnoty koeficientu
a(y) na obou slozkach se pohybuji v jistém rozmezi. Metodou spolehlivého feSeni jsou spocitana
rozmezi, ve kterych se pohybuji jednotlivé homogenizované koeficienty a;;, i které koeficienty
a(y) davaji tyto mezni hodnoty. Déale jsou spo¢itdny mezni hodnoty zobecnéného gradientu
v kritickych mistech, tj. v mistech rozhrani slozek.

7.2 Materidly s ndhodnou strukturou

Metoda homogenizace vychéazi z predpokladu, ze struktura materidlu je periodicka. Redlny
kompozitni material vSak zcela periodicky neni, poloha vldkna mize byt ndhodné vychylena
ze stiedu periody, také primér vlakna se ndhodné méni. Vznikd tu dilezitd otazka, jakych
chyb se miizeme dopustit, jestlize metodou homogenizace modelujeme material, ktery neni
zcela periodicky.

Prace [31, 32] Tesi tuto otdzku. Bylo vygenerovano 20 nahodnych struktur prtfezu kom-
pozitniho materidlu. VSechny vzorky mély stejnou stiedni hodnotu priméru vldken i stejny
pomér obsahu vldkna i matrice jako vzorek s periodickou strukturou. Pro vSechny vzorky bylo
spoc¢itano feSeni modelové tlohy (4) a vysledky srovnany. Ukézalo se, ze hodnota koeficientu
spocitana pomoci homogenizace se prilis nelisi od hodnoty spoc¢itané z ndhodnych vzorki.

Protoze feSeni primo srovnavat nelze, byly srovnany histogramy gradientu feseni. Ukéazalo
se, ze gradienty TeSeni z ndhodnych vzorki dosahuji podstatné vyssich hodnot nez gradient
reseni vzorku s periodickou strukturou, ktery se dobie shodoval s gradientem homogenizova-
ného teSeni s korektorem. Tyto Spicky se objevily v mistech, kde se vlakna k sobé priblizila.
Ukazuje se tak, ze zanedbat ndhodnost struktury materidlu miize vést k vyznamnym chybam.
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Zavér

Matematické modelovani materiala s periodickou strukturou mize ptinést velké uspory fi-
nanc¢ni i ¢asové pii navrhovani novych kompozitnich materidli. Experimentiim se sice zcela
nevyhneme, ale mizeme podstatné omezit jejich mnozstvi. Lze vytvorit stovky rtznych hypo-
tetickych variant materidli a numericky spocitat jejich vlastnosti. To umoznuje optimalizovat
jejich vlastnosti a pak experimentalné ovérovat az optimalni varianty.

Vyznamnou roli pii matematickém modelovani materiali s periodickou strukturou pri-
tom hraje matematickd metoda zvana homogenizace. Metoda umoznuje ze znalosti vlastnosti
jednotlivych slozek a jejich prostorového usporadani spocitat globalni vlastnosti vysledného
materialu. Metoda je zcela objektivni, vhodna pro libovolné usporadani slozek.

Pri matematickém modelovani vychazime z prislusného modelu chovani dané slozky. V pri-
padé, ze pouzijeme rovnice linearni pruznosti, dostavame soustavu linearnich parcialnich di-
ferencidlnich rovnic druhého fadu. Vypocet vlastnosti kompozitniho materiadli pomoci homo-
genizace potom spociva v feSeni pomocné tlohy na zikladni periodé a nasledného vypoctu
efektivnich parametri. Pritom navic ziskame i korektory pro aproximaci lokalniho chovani ma-
teridlu. Tyto rovnice jsou soucasnymi numerickymi metodami jiz dnes feSitelné s dostatecnou
presnosti.

Teorie homogenizace mnoha linearnich i fady dalSich rovnic byla jiz vytvorena. Modelovani
realnych kompozitnich material vSak narazi na fadu obtizi. VSechny vlastnosti materiali jsou
zatizeny chybou, struktura redlného materidlu neni zcela periodicka. Navic redlny material se
nechova podle linearnitho Hookeova zakona a zvlastni problémy vznikaji na rozhrani slozek.
K feseni téchto problému prispély i prace autora a jeho mladsich kolegt.

Pres fadu svych tspéchii matematické modelovani redlnych kompozitnich materiali pred-
stavuje pro aplikovanou (i ¢istou) matematiku obrovskou vyzvu a dalsi vyzkum v této oblasti
jisté prinese spoustu novych zajimavych vysledki a také prinos pro technickou praxi. V sou-
casné dobé se autor se svymi mladsimi kolegy zabyva predevsim zahrnutim ndhodnych faktori
do modelu materidlu, které vedou na stochastické diferencialni rovnice. Tim se tyto modely
vice priblizuji redlnym materialim.
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English summary

Media with periodic structure namely composite materials are widely used in industry
for its exclusive properties. Combination of components with different properties enables to
achieve special properties. Since there are plenty of hypothetical different composites with
various volume contents and namely spatial distribution of the components their mathematical
modeling is desirable. It enables to lower the number of experimental measurements and thus
to save money and time during project preparation.

Mathematical method called homogenization enables effective computation of these mate-
rials. From the physical point of view it means replacing the material with periodic structure
by an “equivalent” one, in the mathematical setting it replaces differential equation with pe-
riodic coefficients by an constant coefficient equation giving globally the same solution. The
mathematical approach proposed in 1973 by Ivo Babuska considers a sequence of equations
with coefficients with diminishing period. The corresponding sequence of solutions converges
to the so called homogenized solution of the so called homogenized equation, which serves as
an approximation of the original problem. In frame of linear elasticity the current computers
are able to compute the parameters of the homogenized material with sufficient accuracy even
for 3D problems.

The homogenization theory is carried out for most of linear equations and for some nonlinear
problems. Modeling of real composite materials nevertheless brings several further problems.
Properties of the components of the composite are not known exactly but in an extent only.
The problem can be solved by the method of reliable solution. Moreover, real materials do not
have exactly periodic structure, the problem leads to stochastic differential equations. We can
conclude that the modeling of real composites means a great challenge for applied (and even
for pure) mathematics and it also helps technology.

In the thesis the homogenization method including its history is described in Section 1. It
is demonstrated in Section 2 on a model problem for equation

—div [a (;) vuf} —f

on a domain 2 with boundary condition u© = ¢ and illustrated on examples in Section 3.

Method of asymptotic expansion in Section 4 gives a powerful tool for derivation the formu-
lae for computing the coefficients of the homogenized equation. Section 5 explains the sources
of mathematical difficulties connected with homogenization. Last two sections contains a brief
description of results obtained by the author and his younger colleagues.
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