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	���� ��	���� 

<6��� �6
���� �������� � ��	9��	�� 5��
����� @�/��� �� 8���
�� ����������� 9����� �44
>8 � !���� � ������ �1""=)3 ��	��� ���	�A��� ��	�,�� � ������ ����� 
	��	�� ����	
���� �6
 
8��
�
���	� 
������/�� ����? ������������ ������ 	������� ��������� 	'���� � �	�� �1)� �
������ �6
���	� �	
�	�� ���
�
�� �6
 � 	'	�� ���������� ����(�� 

7 ������ �1)3��1)) ����	��� �� 8���
�� ����������� ����(�� !���	
	�6
���� 9������ >5B!
� <��6 7 �	�� �1)1 '�� ������ 
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��	��� ��	����
� � �������� � ����	�

���	� ��������	� 7� ��� ���
�
���� ���� ���	
� �	�	�������� �	���� �� �	����� �������
�����	��� � ������� � 
���� 9	������� !�	�	�� �	�	�������� '��� ���
� � �� ���	
	� ��	
���	�� ������ �6�	��� /���0 � ����� ���	 ���	
� ���'����� 	
'	��� ������	��� G�'(��� �� �
�	������ ���	
� �	�	�������� ��� �	
��	��� '�	�	����(�� 	'����0 = ������ ���� � ����	�� 
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��0 �� ����� ����������� ���������� 
�9����������� �	���� �	
�����
�� � �'�������� ��	��� �	�	�A����� 	����	�0 7���( 	���� ��'�
��� ���	 ���� ���������
�(���
�� ��	��� �6���	 	����	�0 �	�������� ��	 
0��� ��������� �	'���6�(�� ��,��� � �	��
������� ������ ���	������ ��	
�(�� ��	 ��������� ��,��� 
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����������� �	���� � ������ ���	����0 ��	 ��������� �(�	/�� !	 �	�� �113� �
�
�	
��� C���� ������� ��� ���� 	 ��������� �	
��	���� ����	��� ����������	� ����(�� �	�
�	�	 ��	�����	 �	
���� ����( �	������ ��	�
6�� 	�����6�� ����	���	� � �����	� �	������� ���
����� ���� � �9��� �����������	 �	�� K �	
�� � ���� ��������� �	������ �6�� �
�����(��
���������� 
�9����������� �	���� 
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�6���� ��	 ������������ � ���������
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�� !�	 �	�( ���
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	��	���(�� � ���	�	����� ����� !��� �3 ��� �� /����� ��
��/�� ��
� ������	
���	 �6
�����	
/��	���� !��	�������� �" ���
������� � �	���	��� ��
� /���0 ��	 ����	 /��	���� ��	 /��	���
!��
���� ���
�������� � ���	���� �6�	���� �	�(�� ������ !�	 �������� /��	��� #�����	�	���$
�!%� ������ ��� #. ������� 
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���	 -/������ � � �	�� �1"1 ���	 ��
	��� ������� ���
���0 7 �	�� �1)* '�� �� �6���6��/���
���
����� �	'��� �� >��������6 8���� ����� � M����� � $��'	�
�	�6 ���������6 � <�����6 
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P�	�� 	 �	��	������� ��	����
��� � �	�	�������� � ������ �113 � �11% � P�	�� 	 ���������
9�����	���� ����(�� � ���������� �� 
�9��������� �	����� � �	�� �11" 7 �	��	 J����� � ������
�11%� �11*� �11.� �11; ���� ��
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�	��(
���� ���� 	 �	�	�	����� 	����	���� � ���� ������
��	����� +���	�	�(�� ����0 

<�� �	��� �� 
�	��(
����� �	'��0� � @������ ���	 ������ ���
�,����� O	����	�� 	 ��	���
����������� 	����	�0 = � �	�� �11* �� @��������� ���������6 � �6��� @����� � � �	�� �11.
� @�	
��� ������������ ������ @������ � ������� �6��6 I'��� 

G 
��,��� �������/���� ���� ���Q�� ������	
�� �	����� 	 ��0����	�� � �����	���� ���
�������� LJLI� � $��'���� D�11.F� 
�6 �	�9������ � <�����6 D�111F� 8	����� �����	����
���������� � !����� D#33#F � �	'��� �� ����������� � ���
�'���� D�11;F� � <�����6 D�111F�
� !����� D#333� #33*F � RS��'	��� D#33%F 

��!$� "�� �8��$%�� %�-��#��

5� /����� 5�
�	�� /���(�� D
���� /���	��	�����(��F ���������0 � 9����0 	
 �	�� �1")� ����
�3 ��� ����	��� ���	 ��
����� '��6���� �	'	/��� 	
 �	�� �11% �0�	'� �� �('	�� N���� �����
������� ��	��/�	��� 5N�4 7 ��
�� #33. �	������	��� ������ � ��
	���(� )3 ���	������
��	9��	�� ���	,� G����� 5��	 ���� � 5�
�	�6 '��� 	���6�� /����(� ������� ��
��	����(�
����������� � � �	�� #33# �� ����
 5N�4 � &���6 �
6��� G���	����� /������� 5N�4 

� ;� /!0-,

7�
�� ���� 	 ���'���� ������������ 9������� � ��������� 	'	�� �� �� �	���� /��� �6����
�6,�� �	
��� �������� � �����6 ���	�	�	���� ��������� � 9	�	���9	��� ����	
� � ��
� 
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��	���� ��	�
����
� � ����	
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0���H	���� ��	 ��� ���������� ������	��� ����	��� ����	���
	
	��	�� �0/� �	�	�� ��
 �� ��������� � ��	�� 	'	���� ���	����	 � �����'���	 �����(����� 
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��,��� ������� ��6�	� �	�'����� �������0 ��	 ��
�	����� ��	���� ��6�	� ������ 	'���	���	
�	�6�� � ���� ��6�	� ������ ��	��	�	���	 ���	�
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G�	���� ������������6 �	�	 ��	����� ���	������(�� �������0 �� T���/�6 � /��	�6 �����
��	/��? ����	 �����
 ���	'�� ��	���� �� ��� �	
�	'�� ��	�,�� � �(���
�� ���	
�	��� !�	�	
����������� �	
��	��� ����,� ����� -��	�� T���/�� � /��	�� ��� �����	��� �	�(�� �	��
�	������� �������0 � ��� ����(�� �	�������� � ���� ���	'��(�� B���������0� �� ���� �����
���������� ��� �	
�����6 �0���� 	����� ������ ��	����� M�� ���	
��	��� ��	��� �0��(��
���	������(�� ������� �������0 � ��������� ��	/���� ������ ������	��� C	 ��	�H��� 	������
���	��� ������ ������	��� � 	���
�� �� ��
�� ��������� ��������
 ����	��� ����	��� ���� � �	
 
4������ ���	'�� � ��6��� ��� ���/� �� �(���
�� 	������� �������� 

!���� ����������� �	
��	��� �	��	������	 �������� �	�	�� ������	��� ���	 ��	��� ���
��
��� ����� ����	� ����������� ��� �	����� ���	
� �	��/�(�� ����0� �'� �� �	��� �������	��
���	 �����	����� ��������� C	 �,�� ��
� �� �����, �	����� -�	�� �����
������� ��� �� 
��,��
�(�	��� �(�	/���� �������� !�	�	 ��	 �(�	/�� ����	 ����( ����6 �����	����� ������� ������

�� ��,���(� U������������V ��������� �	�	������� ����( � ��	'��6 ������ ������	��� 
>�/��� ��������0 �	�	�	 �������������	 �������� ���� �6� ��
�	
���� ��	 �0��� �����
�
��	� �������� �0��� ���	
�� ����� 
���� �0��6 ������ �(���
�� G��,��� �(���� � �����
������� ���	
� ���� �	�	�������� C	��	 ���	
	� �� ��'(�� �� ��	�	 ������ ��� C��	
���	
� � ����( ����� ��	 ��������	� ������ ��	�	 �� � �6���	 ������ ���'����� 
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�"��=#-�$� ��;��� ( �), � "��#��#$%2-# %��>$#���,

$	�	�����	���� ��,��� u∗ ���	������ �,�� �	��� ��	'��� ��	��� = �	
�	�� ��,��� u∗ 
8 ��,��� u∗ ��� ���
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M�� 	�6���� �� ���	 �	��	���	�� �	�������� � 	����	�� A � �	��������� �	�T������� vDxF ��
������? ��	 ���
	� 9����� ϕ �����
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!	��
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��� '�� �	��������� ��,��� un �	���� Anun ] f � �	
����	� uD3F ] uD�F ] 3� �� 
�	��������� ���������� 	����	�0 D��� �	 
6��� ��� �	�	��������F

An → A∗ � �������� un ] DAnF−�f → u ] DA∗F−�f .
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�T�	��� � ���
�� �	��������� ���	�
���	� �� �	��������� ���������� 	����	�0� ��� 	����	�	�� G��	���������� ���� ���
�������
��� ���( ������� � �	�	�������� 
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�,�� ������
�� ����� ������
� �����6� �	� �� �
�	��� ��	'���0 ��	���(�� � ��	��� �	�	�������� 
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� � ��� �	��	���	�� vn 
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�	�������� 9����� �

�
 

N���/�(� ��,���� ���	 ����� ��9	����� �� ����
����� 
�	�,��	� �	��������� 

$�� �)�0��&��)& ���)������

7��c�� �� � �	�	�������� !���	��H��� �� 9����� fD�, �F ������� Y �����	
���	�� �	��

�� Y ����	
��� � ��	�6��� �� �� � ����	
� � � ��	�6��(�� yi 

@��� '�
��� ���/�� ����� �	��	���	�� ��
���� n ����	 ����,������� �� ��������0 εn → 3 

�>�#$�

2������. �� ���	������� unD�F ���0;%! ��8 %�����3�0� � Y (���������� 	����� u�D�, �F.
����� ��� ������ ��������� Y (����������� "����� ψD�, �F �	��� �����������∫

�

unD�Fψ

(
�,

�
εn

)

� →

∫
�

∫
Y

u�D�, �FψD�, �F
� 
� .

3���	��� �����∥∥∥∥unD�F − u�
(

�,
�
εn

)∥∥∥∥ ≡
∫
�

[
unD�F − u�

(
�,

�
εn

)]�

� → 3 ,

�������. �� ���	������� un ���������� � u� ��	�� ����0��	���'

#*



!	����������� �� �	��	���	�� 9����� un ��	�6��(�� xi � �� ������ 9����� u� 
�	���	'�
���	 �	/�� ��	�6��(�� xi � yi !	��
 �,�� �	��	���	�� un �	�������� ����6 D�� � �	��6F�
������ u� �� ��	�6��(�� yi ������� 

���% ��,

!�	 �	��	���	�� ε ] �/n �	��	���	��� 9����� � !�����
� � 
�	�,��	�6 �	��������?

vnDxF ] ���D#πnxF ����6 
�	�,��	�6 �	�������� � v�Dx, yF ] ���D#πnyF

vnDxF ] fDxFsDnxF _ gDxF ����6 
�	�,��	�6 �	�������� � v�Dx, yF ] fDxFsDyF _ gDxF .

7 �6���	 ������
��� �� ��9	����� 	 �	����� ��	��� 9����� vn � ����	
�� ����	���� 
!	��
 �,�� �	��	���	�� ����	
 9����� vn ���� � �	���
� �� ��	���	� �	��	���	��� ����	


εn ] �/n� 9����� vn ] ���D#n�πxF ��� ��� 
�	�,��	�6 �	�������� � ���	�� 9������ �����6 ���
vnDxF ] fDxFsDn�xF _ gDxF ��� 
�	�,��	�6 �	�������� � 9����� gDxF� � 	'	� �����
��� ��
��9	����� 	 �	����� ��	��� 9����� vn �������� 

�4�. � �������# ���0;%! ��. %�����3��$�

!����	�� 
�	�,��	� �	��������� �� ����6�,� ��� ���' �	���������� 
	'� ������	�� ���'�
�	��������� �0����� ����	���?
�����
� �� ���� �
����1��� ���	������� unD�F ����
��� ������	������� un′. ����� ���(
�0��	��� ���������� � ������ "����� u�D�, yrF'

@� 
���� �����6 �� ��/��(�� �	
����� �0���� ������ � �����6?

�����
� �� )��
* ���	�������� "�����

unD�F ����0��	��� ���������� � "����� u�D�, �F �

vnD�F ��	�� ����0��	��� ���������� � "����� v�D�, �F .

+���� �,���� ������ � 	�����

unD�FvnD�F →
∫

Y

u�D�, �Fv�D�, �F
� .

+�� ��� ����� 
�	�,��	�� �	��������� �0���� ������ � �����6 � �� ��	���� 9�����?

�����
� �� 4�5 F DξF ������� "����� � ���
* ���	������� "�����

vnD�F ��	�� ����0��	��� ���������� � "����� v�D�, �F'

+���� ���	������� �	����-�
 "����� F DvnD�FF ���������� � "�����
∫

Y
F Dv�D�, �FF
�'

$�$ �)�0��&��)& ���)������ � !����������

+�	�,��	� �	��������� ���
������� ����� �����/�( ��	����
�� ��	 �	�	�������� !�� �	�
�	�������� �	�T������ aεD�F � �	��	���	��� �	���� ����6 
�	�,��	�6 �	�������� !	��
 
	��
����� �� 
������� �	��	���	��� ��,��� uεD�F ��	� 	�����/���� 
��� C������ � �0���� � �� ��'���
�	
�	��	���	�� 
�	�,��	�6 �	���������� ��� ��
� �	�/�� �	��	���	��� ����6 
�	�,��	�6
�	���������� � 
�	�,��	�6 �	���������� � 
��� C������ # �0���� ������ � �����6 � 
	�����
�	�	�����	���	� �	����� �	
	'�	� �	����� D#%F !	��
 �� �	
��� 	
�����	��� ��	�6��� � �
� 
	����� ��	��� ��	 �	�	�����	���� �	�T������ 

+��� C������ % �0���� U�	�	�����	���V ���� ��������� �	����� @���	 �,�� �	���������
�� ��� � ��������� �	������� ������� �	����� ������ '(� �������	 ����� ��������
 � 
�9���������
�	����� �� ����� �	����� ������	
�9���������� �� ����� �	�	�����	���� �	�T������ ������� ��
���
��	��� ��,���Z �0�� �� �
� ��	����� �9��� ���6�� �������� 

#.
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I��	� �� ��'(� ����������(� �	
��	���� ��	����
� � ����	
���	� ��������	� ��� 	

�	�� �1") � ��'���	��� ��
� ����� � ���	 	'����� 5�	� �	 ��
��� /���� �	�������� �����6 �	��
�(���
�� = ���� X��� �#� �.� �;� �1� #3� #�� #*Y� � �	�	� /����� ���H�� X�%� �*� �"� �)� ##� #%Y�
������� ����� �� ������� ����������	� � ��������	� ������	�� � �	�	�������� � � �	���� �����
� �� �	������� 7 ���	 /��� ����/�6 �	��,��� �(���
�� ���	�� �� 
�	� 	'������� 

4�� ����������� ��)�� ����&��
 ���/�����

7 �	��	 	
������ ��	� �	���� ��	'���� ��,��� � X��� �#Y +�9	����� �������	 �6���� �	�

����� �	����� ������� �����	��� 4������� ������� �	������ ����	� �	������ � ] Du�, u�, u�F
� ���������( ����	� ���6�� � ] DtijF�i,j�� ��	�6��� �� ���� ��	'�� 	'��� �6���� \ 2	��
���� �������� � ��������	�����	 ����	�� ���(�� 
�9	����� � ] �

�

[∇� _ D∇�F�
]
� ��������	

$		��	�� ��	�� � ] A ? � � �	��'	�(�� �	���� 
�� � _ ? ] 3 
!���	
���	� ��������� �����	������	 �������� �	������ �	������� � $		��	�6 ��	��� ����

�(�� ��	� ����	
���� 9�����Z �� �	 /����	��6�� ������ I 9����� aijk� � ����(�� ���������� !��
�	�	�������� ��	���� 	�6� ����
�� ����	
� Y � ��������
 ��
�	��	�	� ������� Y ] D3, �F� �

�T������ �	��	���	�� ε�����	
���(�� �	�T�����0 �������

aε
ijk�D�F ] aijk�

(�
ε

)
.

!�����,�( ����	� �	������ � � ����	� ���6�� � 	���/��� ���� ��
���� ε +	��
������ ����	�

�9	����� 
	 $		��	�� ��	�� � ���
����� �	��'	�� �	������ 
	����� �	������ �	����

�ε ] IεD�F ? ∇�ε , D#.F

− 
�� �ε ] f ε . D#;F

:	������ �	���� 
	������ 	����	�(�� �	
������� ���
�������	 �	������ �� /��� �������
[u � ���
�������	 ���6�� �� �'���� ������� [t � ����	��� �	���� �

� ] @ �� [u � · � ] I �� [t . D#"F

7��	�/������ ����	� ���6�� �ε ���	 
	������� � D#.F 
	 D#;F� 
	����� ��� -�	�� � ����
���� 9	�������� �� 9	������� � �	��������� ���� � ���� �	������ ��� ��������� ����������

�9����������� �	���� 
�����	 �
� 5�
� �� 	 �������� �����
 ��������� �	������ ����������

�9����������� �	����� ���� �� '��� U�	�	�����	���V � X*Y 

!	���������� �������� $		��0� ��	� ����
������ �����	�� 
�9	����� �� ���6�� � ] < ? �
� /����	��6��	� ������ <ε �	�T�����0 b ε

ijk� �������� � ������ Iε� �0���� ������ � ��� 
����
9	�������� �� 9	������� � ���6����� �� ����� ���
�� ����	� ���6�� ���	��	 ��,��� �	��'	�(��
�	���� �� �	
��	���6� ��� �	�� �������� ��������(�� ����	�0 ���6�� C��	 9	�������� �/ ��	�
���6�,�� � �� ���
�	��� �� �	/�� ����	 ���6��� ����� 	'����� ����� ������� � ���� ��
6 7
������� 9	������� ���6�� ������ �� 
������� �	������� /��� �� ������� �
 �����	��� 

7 ��,�� �����
6 ����	���(�� �	�T�����0 aijk� � bijk� ������ 	�,�� ����	��� � 	'	� ������

��� �	'���6�	�� ��� ���'	� 9	������� �	���� 7�
�� ��� ����6�� ������� � 
���� 9	�������
�� ����� �	���� ��������� ���� ������,�� �����/�� 9	�������� ����� ��
	� �� ������������
9�����	��� �	�������� ������� ��� ������� -�	�� � �� ������������ 9�����	��� 
	��H�	��
�������� ��� ���� X)Y 

7 ���� ��	� ���	
	� ������	������	 �	��	�� 	
�	���� �	�	�����	���� �	����� � ��	���
��	 ������,�� �	�T������ a∗ijk� � b∗ijk� � 
	���� �	��������� ��,��� �ε � �ε � ������,�(�
�	�	�����	���(� ��,���� �∗ � �∗ 

#;
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7 �	��	 	
������ ���'������ ��	'�������� ���
	���	� � ������� X�1� #3� #�� #*Y 
!	
�� ����	 ���� ��������� ������ ���	�� ��	��� ��������� ��� ������ �� ����
��

	�	�Q��� �� ��	�� ���/��	� 7�������� �� ��������
 � ���������(�� ������� ��� 9�	�(�� ����6�
��� � � ��������� �� �	 ��������� 
�9	����� $��������� 	����	� �	������ ���,��� ���������
�����	�� ��������
 ���6�� �� 
�9	������ ��� ����� �	�/��� �	
�	�� ���6�� ����� �� ���
��	��
����	��� 
�9	����� 
	 �	�/���	���� ����	� ��� ����� �	��� �� �	
�	��� ���	 
�9	����� '��
	���
� ������ �����	��� ��� ��������
 X�3Y 

G���
�� ��	 '�
	��� 	����	�0 �����6�����������	 ��	��� �� ��� U��	� 	����	�V� ����(
��� ���������� ���������	��� ���	 ������� ����	�6 ��	���	� � ��� ������ ������ !�� �����	�
��� �	������ �� ������� �������� ������� � ���6�� �	��� 8
�� ���6�� 
	���� ����� ������
���6�� �� �� 
�� �����,���� ������� �� �� �����������
����	 �	�	 ����� ����� U��	�������V !	��
 �	������
���� ��/���� ����/	���� ������� �� �������� ������� �
����� ����� �� ��	���� �� �	 
	������ 	��/�� �	
�	��
����� ����� 

7 
������� �����	��� ���6�� �� 
�9	����� �� 	'���� ��� ���������� ���/�� � �	�������
�	��	����� �6����� � �	�������� ����������� �6������ ���/��� ���	 ������ ���� ���	� 
��
U���	��V !�������� �	�'����� �6���	 U��	� 	����	�0V Sr � �0��(�� �	
�	���� ���������
r ������ �	���� ���������� ���/��Z ��T���������� ��������� �	�'����� �0���� 
	���	��
U	'��V ���������� ���������� ���/�� � �	������� �	��	����� �6����� � �	�������� ��������
���� �6����� +	����� ���� ��� ��� !���
��0��L���������	 	����	�� ����( 	���/��� F 8	��
'����� U��	� 	����	�0V � �6� �������������� ��� 
�����'�/�� 9����� ξDrF� ���� ����	 	����	�
��
�	���/�6 ��/��� 

!�� �	
��	��� �����	������	 �������� ���	 
�����'�/�� 9����� ��	� ����� ������ �� ����6
x� �� ξDx, rF !�� �	�	�������� 
�T������ �	��	���	�� 	����	�0 F ε �	�	�� ε�����	
���(��
9����� ξεDx, rF ] ξDx/ε, rF 

7 ���� X#3Y �� ����,��� �	�	�������� ��
�	�	��6��� ���	�� �	�����

ρε ∂
�uε

∂t�
]

∂

∂x

(
F ε

[
∂uε

∂x

])
_ f ε ,

����	� ��� 9������6 ���������	��� ���	 �	
���� ����� �����6���������� ��/� 7 ���� X#�Y ��
��	��
��� �	�	�������� ��
�	�	��6��� �	����� 
�9-��

cε
∂uε

∂t
]

∂

∂x

(
F ε

[
∂uε

∂x

])
_ f ε ,

� �	��/�6 � X#*Y �� ����,��� -�	�� �	�	�������� �����	��6��� �	����� ��
��� ����� � 9�	�(��
�����	
�

∂

∂t
DG ε XuεYF ] 
��DAε · ∇uεF _ f ε ,

�
� G ε �� ���������� 	����	� �������� � F ε � Aε �� ������ ε�����	
���(�� �	�T�����0 
7� �,��� �����
��� �� 	
�	��� ���� �	�	�����	���� �	����� � �	�	�����	�����	 	����	��

� 
	���� �	��������� ��,��� uε � ��,��� u∗ �	�	�����	���� -�	�� 

#"
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��	��� ����(�� �������0 ����,� ���	� ��
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'���0 :�������� �������� ���� ����� ����	
���� ��	��� �� ����
� �������� $		��	�(� ��
�	���� �	�	� � ���� ������� ������� � ��	'����� ��	� � ���� �� �	������ ��
�	����(�� ��	��� 
@���� �,����� 
��� ��	� ������� ������������6 � ��	� ��	�	 �������� ���'	� � ���� ��
�	
�( ��������� C��	 	'����� ��	� �6�,��	� U�	�� ��	���V 

G����� ��,�6 
�6 ������� ����(�� �� �	
 �(� ��
���� ��'(���� �	�� ���
,� �	���	�� 
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�	�� �,��� ��������0 ��/����� ������	��� �������0 ��	� ���� �	��� � ��/���� �	������
��	�	�� '��� ������ �6������ ���� ��	� ��
� �������� ���'	� &����� ��� ���	 �������	���
	����H��� �(���
��� ��,� ��� ���	
� ��	��������	 ��,���� ����	� ������ L�	 <�'�,�� � ��	�������
�	�����	��� L��� $���/�� X;Y 

!	
����� ���	
� ��	/�� � �	�� �� ����
��� ��� ��	���� ��������(�� 
��� ���� ��	�
�������� �	�	�� �	��(�� �������	��� �6���� ����	 ��
�� �	����� ��� ��� ���	� ���
�
��������(�� �	���� � 
���� �� �	�T������� � ���	 ��	���� !	
�� �	���� -�	�� �	�	� ��	�
���� ��	
�( 9�����	��� ����( �	
�	�� U�����/�	��V ������� � ���
�� ���	 ������� !���	�
�� �	��� �������� ���	
 	������������ ��	�	�� �� ���� ��
� 	 ���
�� �������� � �
�� ��
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