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1 Uvob

Matematicka teorie metody konecnych prvki je dikladné zpracovana pro regularni
konecné prvky. Pro semiregularni kone¢né prvky v3ak dosud systematicky vytvorena
neni.

Tato disertaCni prace je zaméfena na dva samostatné problémy, které se semiregu-
larnimi konecnymi prvky zabyvaji.

V Casti | disertacni prace je metodou konecnych prvkt analyzovan variacni problém,
ktery je formalné ekvivalentni dvojrozmérnému eliptickému okrajovému problému se
smiSenymi nehomogennimi podminkami na hranici (tj. na I'y C 02 je pfedepsana
Dirichletova podminka a na zbyvajici asti I'; = 092 \ I'; Neumannova okrajova
podminka).

Dany problém je feSen pro pfipad ohrani¢ené oblasti €2, jejiZ hranice 0f2 je tvo-
fena dvéma kruznicemi I'y, I'y se stejnym stfedem Sy. Tyto kruZnice maji poloméry
Ri,Ry = Ri + o, kde 9o < R;. Elipticky problém feSeny na takové oblasti ma
mnoho praktickych aplikaci (napf. chrupavka kycelniho kloubu, vzduchova Stérbina
mezi rotorem a statorem v elektromotoru).

Analyza tohoto problému je omezena na pFipad semiregularnich konecnych prvki
s linearnim polynomem, které jsou jednoznacné urceny funkénimi hodnotami ve vr-
cholech trojlhelnika. Podobna analyza pro pfipad linearniho eliptického problému
na stejné oblasti €2 je provedena v €lanku [12]. Vysledky této disertacni prace jsou
zobecnénim [12] a [3] a byly v ucelené formé publikovany v [21]. V disertacni praci
jsou viechny pouZité véty dokazany, a proto je ¢ast | disertacni prace mozno Cist bez
pouZiti odkaz{ na dalsi literaturu.

V zavéru Casti | disertaCni prace jsou uvedeny numerické vysledky, které jsou
v dobré shodé s teorii.

Hlavnim dlvodem toho, Ze analyza regularnich konecnych prvki (tj. prvku, které
spliuji podminku minimalniho Ghlu) je symetricka a relativné snadna, vyplyva z na-
sledujiciho faktu: Jakobian J; transformace daného trojihelnika 7" na referencni troj-
uhelnik T; spliuje

Olh% < |JT| = 2meas, 1’ < OQh%,

kde hr je délka nejdelsi strany trojlhelnika 7'. Takova oboustranna nerovnost v teorii
pro semiregularni trojahelnikové koneCné prvky neexistuje, protoZze mira meas,T’
muZe byt libovolné mala.

Cast 11 disertatni prace se zabyva konstrukci semiregularnich kubickych &ty¥stén-
nych koneénych prvkl Hermiteova typu a diilkazem odpovidajicich interpolacnich
teorémd. Tato ¢ast je modifikaci publikované prace [18] a je doplnéna numerickymi
vypocty, které jsou uvedeny a diskutovany v kapitolach 14 a 15 disertacni prace.

Zatimco v pripadé semiregularnich koneénych prvk{ Dirichletova typu byly né-
které vysledky jiZz publikovany, pfipad dvoj i trojrozmérnych jednoduchych konec-
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nych prvk{ Hermiteova typu je prakticky nezmapovan. Vyjimkou ve dvou dimenzich
je Clanek [14] a ve tfech dimenzich ¢lanek [18].

Vzhledem k rychlosti vypoctu jsou konecné prvky s linearnim polynomem, ktery
je urcen funkénimi hodnotami ve vrcholech, velice oblibené v aplikacich. Nicméné
kubické dvoj a trojrozmérné konecné prvky Hermiteova typu jsou velice zajimavé
z teoretického hlediska. Zaru€uji totiZ spojitost parcialnich derivaci v uzlech dané
triangulace nebo tetragonalizace. Takovy pfimy vypocet parcialnich derivaci v uzlech
je vzdy presvédCivéjsi, neZ jejich pozdéjsi vypocet z hodnot v uzlech, jak je obvykleé.

Prvni teoreticky krok (po sestrojeni konec¢ného prvku) spocival v diikazu odpovi-
dajiciho interpolacniho teorému. Tento teorém nam umoZiuje dokéazat konvergenci
metody konecnych prvkl v nejjednodussim pFipadg, kdy uvaZovana oblast €2 je tvaru
polyedru a numericka integrace neni pouZita.

V zavérecnych kapitolach 14 a 15 €asti 11 disertaCni prace jsou uvedeny numerické
vysledky. Jejich ziskani bylo mnohem naro€néjsi nez ve dvou dimenzich.

2  RESENi NEKTERYCH NELINEARNICH PROBLEMU POMOCIH
SEMIREGULARNICH KONECNYCH PRVKU

Prvni Cast disertani prace zobeciuje vysledky ¢lankd [3] a [12]. V [3] je stejny
problém formulovan na libovolné oblasti s lipschitzovsky spojitou hranici a metoda
konecnych prvki je analyzovana za podminky minimalniho @hlu. V [12] je metoda
konecnych prvkll zkoumana pro linearni silné elipticky smiseny okrajovy problém na
Uzkém mezikruzi za podminky maximalniho Ghlu. V disertacni praci je uvaZovana
stejna oblast jako v [12], ale za podminky maximalniho (hlu je analyzovan nelinearni
problém.

V kapitole 4 disertacni prace je v podobé véty 19 formulovan abstraktni odhad
chyby, ktery ma dva ddilezZité ddsledky uvedené v kapitole 8 a 9.

Prvni Cast prace je uzaviena kapitolou 10, kde jsou uvedeny numerické vysledky.

Znaceni Sobolevovych prostord, jejich norem a seminorem je stejné jako v [5].

2.1 FORMULACE PROBLEMU
V kapitole 2 disertaCni prace je formulovan tento okrajovy problém

2 .
21) 3 P, V) ol V) = f(a), wEQ
=1 7
(2.2) u =0 naly,
2
(2.3) > bi(u, Vu)n(2) =q naly

1=1



kde €2 (viz Obr. 2.1) je dvojrozmérna ohranicena oblast s hranici 02 = I U Iy, kde
Iy a Iy jsou kruznice s poloméry R, a Ry = Ry + o. Pfedpokladejme, Ze kruznice 17,
I, maji stejny stfed S, a Ze

(2.4) Ry >op.

Je zfejmé, Ze Of2 je lipschitzovsky spojitd. Symboly n;(2) (¢ = 1, 2) ozna€uji slozky
jednotkové vn&jsi normaly hranice 9. Dale f : @ — RL b : Q x R® —» R!
(). b, = by($,€) = bi(-,u,Vu), kde =z = (I’1,$2) e Q& = (50,51,52) =
(u(z),Vu(z)) € R3 i = 0,1,2) jsou dané funkce spliiujici urcité predpoklady
(viz Assumptions 1 disertacni prace) a Vu = (Ou/0x1, 0u/0xs).

Tento typ eliptického okrajového problému je feSen standardné metodou kone€nych
prvkd, kdy se postupné prejde od feSeni okrajového problému (2.1)—(2.3) k problému
variaénimu (viz Continuous Problem 3 disertacni prace).

Aby bylo mozno pfistoupit k Feseni variaéniho problému metodou kone¢nych prvkd,
je oblast 2 aproximovana polygonalni oblasti €2;, s polygonalni hranici 0€2,. Vrcholy
teto oblasti 0€2;, leZi na 0f). Symboly I'y;, a I'y;, 0znaCuji Casti hranice 0€);, které
aproximovaly I'y a I'y, viz Obr. 2.2.

[9) 0
R >0
Iy T,
INTA
Obr. 2.1: Oblast 2 Obr. 2.2: Oblast €2,
1. Definice.

a) Rekneme, Ze mnoZina triangulac {7}, h — 0 spliiuje podminku maximéalniho
uhlu, pokud existuje kladna konstanta v, < 7 takova, Ze

(2.5) yr<vo<m VT €T, VT,e{T.},

kde ~r je velikost nejvetsiho Ghlu trojahelniku 7.
b) Rekneme, Ze mnoZzina triangulaci {7}, h — 0 spliiuje podminku minimalniho
Uhlu, pokud existuje kladna konstanta 1J, > 0 takova, Ze

(2.6) Ir >0 >0 VT €T, VT €{T},

kde 7 je velikost nejmensiho (hlu trojahelniku 7.



_——\

Obr. 2.3: Regularni, semiregularni a iregularni trojahelnik

Obr. 2.4: Déleni oblasti €,

Je tfeba poznamenat, Ze pokud dana triangulace spliiuje podminku minimalniho
Uhlu, pak automaticky splfiuje i podminku maximalniho Ghlu.
Nyni bude oblast €2, pokryta semiregularnimi trojahelniky, tj. ,,uzkymi“ trojahelniky
spliujicimi podminku maximalniho Ghlu (viz Obr. 2.3 a definice 1). To znamena, Ze
v naSich (vahach bude vystupovat nerovnost

(2.7) L <,
m

kde & je délka nejdel3i strany a o/m je délka nejkratSi v daném déleni oblasti €, (viz
Obr. 2.4).

V kapitole 2.3 disertacni prace je zaveden prostor X, resp. V},, ktery je kone€néprv-
kovou aproximaci prostoru H*(Q), resp. V.. Symboly aj,(w, v), LS} (v) a L} (v), kde
w,v € X}, 0znaGuji aproximace forem ay,(w, v), L (v), L} (v) ve smyslu numerické
integrace.

Chyby, zplisobené témito ,,variaénimi zlo€iny“, v sobé zahrnuje abstraktni odhad
chyby, ktery je formulovan v kapitole 4 disertacni prace.

2.2 DISKRETNI FRIEDRICHSOVA NEROVNOST

V kapitole 3 disertaCni prace je odvozena diskrétni Friedrichsova nerovnost pro
pripad Gzkych trojahelnikd, které spliiuji podminku maximalniho Ghlu (viz rovnéz
[21, Lemma 3.1]). Tento tvar Friedrichsovy nerovnosti je potfebny k diikazu abstrakt-
niho odhadu chyby.

2. Lemma (Diskrétni Friedrichsova nerovnost). Plati

(2.8) HUHLQ}L < OI'UILQh Yv € Vh, Vh < ho,
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Obr. 2.5: Oblast

kde konstanta C' nezavisi na h a v.

2.3 ABSTRAKTNi ODHAD CHYBY

Vzhledem k tomu, Ze oblast €2 je aproximovana polygonalni oblasti €, je tfeba
zavést vhodné prodlouZeni funkce z H2(Q) do H2(Q) (viz Obr. 2.5) dfive, neZ je
formulovan samotny abstraktni odhad chyby. Dikaz nasledujiciho lemmatu 3 lze
rovnéz najit v [15].

3. Lemma. Necht’ ) je uvaZovana ohrani¢ena oblast s hranici 02 = I'y U 'y, kde I';
a I's jsou kruZnice s poloméry R, a Ry = R + 0y. Pfedpokladejme, Ze tyto kruznice
maji stejny stfed .S, a Ze plati

(2.9) Ry > 00

Necht’ Iy je kruznice se stfedem Sy a polomérem 12y = I?; — o a necht’ (2 je ohranicena
oblast takova, Ze 0§2 = I'y U I'y (viz Obr. 2.5). Pak existuje linearni ohraniceny ope-
rator prodlouZeni (Nikolského-Hestenesova typu) &5 : H%(Q) — H?(£2) s vlastnosti
ey 1 HY(Q) — H'(Q) a takovy, Ze konstanta C' vystupujici v nerovnosti

(2.10) le2(v)]lg < Cllvllen Vv € H*(Q)

nezavisi na Ry /o.
Nyni je mozné formulovat abstraktni odhad chyby ve formé této véty:

4. VVéta (Abstraktni odhad chyby). Necht’jsou splnény predpoklady Assumptions 1
disertacni prace. Pak jsou formy a, (v, w) stejnomérné X,-silné monotonni vzhledem



k seminormam | - |1 o, a stejnomérné X,-lipschitzovsky spojité a formy a; (v, w) jsou
stejnomérné H'(Q;,)-lipschitzovsky spojité, pricemZ pro viechna h € (0, hg) plati
(2.11)

|an (v, w) — ap(v, w)|

1~ . - .
C™ |1t — unll1,0, < Inf lv = all1,0, + inf sup

Vi, weVy, Hle’Qh
w#0
o B = LR, L)~ L), @ w) — L)
u;e#‘gh kulﬁh “;U%h HleQh “;;‘gh Hmeh

kde C' je kladna konstanta, ktera nezavisi na presném feSeni u € H*(Q) (kde k = 1
nebo 2) variacniho problému, u;, € Vj, je pfiblizné FeSeni diskrétniho problémua o =
eo(u), kde 5 je prodlouZeni z lemmatu 3.

Nasledujici kapitoly 5, 6 a 7 disertacni prace obsahuji odhady jednotlivych ¢lent
abstraktniho odhadu chyby (2.11).

Hlavnim vysledkem kapitoly 5 je dlikaz interpolacniho teorému, ze kterého vyplyva
odhad prvniho ¢lenu na praveé strané (2.11).

V kapitole 6 jsou odhadnuty prostfedni tfi ¢leny pravé strany abstraktniho odhadu
chyby (2.11) vyjadfujici chybu numerické integrace, ktera na tvaru pouZitych prvkd
nezavisi. Tyto odhady je mozné najit také v [21].

V kapitole 7 je odhadnut posledni Clen pravé strany (2.11), ktery vyjadfuje chybu pfi
aproximaci hranice 0€) polygonalni hranici 0€2,. V tomto odhadu vystupuje veli€ina
hﬂ/?, ktera zavisi na parametrech pouZitych trojihelnikd a tudiZz odhad nemiZe byt
dale zlepSen. Proto, pokud je potfeba ziskat fad konvergence O(h), nezbyva nez
predpokladat

(2.12) <2
m
Predpoklad (2.12) je pro semiregularni trojuhelniky omezujici, nebot' 2 je délka nej-
kratsi strany trojahelnikl triangulace 7;, (viz Obr. 2.4). Tedy nejkratsi strana trojihel-
nika nemUze byt libovolng mala, jak to dovoluje podminka maximalniho Ghlu.

(01 > O)

2.4 MAXIMALNI RYCHLOST KONVERGENCE

Disledkem abstraktniho odhadu chyby je véta o maximalni rychlosti konvergence,
ktera je uvedena v kapitole 8 disertaCni prace. Tato véta 5 shrnuje vysledky z pfedcho-
Zich kapitol, tykajicich se interpolace, numerické integrace a aproximace hranice.

5. V&ta. Necht'v € H2(Q), f € W1>°(Q). Necht’ pfedpoklad (2.12) a pFedpoklady
zahrnujici stupen presnosti kvadraturnich formuli jsou splnény. Potom

_ C
(2.13) @ —up|l10, < ——=h,

V0

kde konstanta C' nezavisi na o, m, h a triangulaci 7.
10



Pokud je navic spInéna podminka u € H?(2) N TW1>(£2), potom
(2.14) Hﬂ — UhHLQh S Oh
kde opét konstanta C' nezavisi na o, m, h a triangulaci 7j,.

2.5 OBECNA VETA O KONVERGENCI

V kapitole 9 disertacni prace je uvedena obecna véta o konvergenci, ktera je dalSim
dlsledkem abstraktniho odhadu chyby. VEta je formulovana za predpokladu, Ze v €
H1(€) a konvergence dokéazana za siln&jsiho predpokladu neZ (2.12), konkrétné

(2.15) Cﬁ”g%g@#ﬂ
kde
(2.16) 0<o<1

je dana hodnota, ktera mlze byt libovolng mala a C;, Cs jsou kladné konstanty.

6. VEta. Necht’funkce splfiuji pfedpoklady uvedené v Assumptions 1 disertacni prace
a necht’jsou splnény i pfedpoklady zahrnujici stupen pfesnosti kvadraturnich formuli.
Potom

(2.17) lim [/ — unll1.0, = 0,

kde wy, je pFiblizné feeni diskrétniho problému, u € H*(€2) je pfesné Fedeni variagniho
problému a @ = &5(u) € H'(Q) je jeho prodlouZeni ve smyslu lemmatu 3 pro k = 1.

2.6 NUMERICKE VYSLEDKY - 2D

V kapitole 10 disertacni prace jsou uvedeny numerické vysledky ziskané pfi napro-
gramovani daného problému pro konkrétni zvolené pfesné feseni

u(z,y) = In(z? + y?).

Program je vytvoren v programovacim jazyce FORTRAN a vysledky jsou v dobré
shodé s teorii. Vzhledem k tomu, Ze Slo o situaci v roving, nebyl vypocet pfilis narocny
a experimentalné byl potvrzen fad konvergence O(h).
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3 SEMIREGULARNI HERMITEOVSKE TETRAHEDRALNI KUBICKE
KONECNE PRVKY
3.1 Uvob

Cast Il disertani prace zobeciiuje nékteré véty z [14] a [20] na trojrozmérny pfi-
pad Ctyfsténnych koneénych prvkd, ktery se od trojahelnikovych prvkll podstatné
liSi: V pripadé dvojrozmérného kubického prvku je devét parametrli pevnych (jsou to
funkZni hodnoty a prvni parcialni derivace ve vrcholech trojahelnika) a téchto devét
parametrd zaru€uje globalni C°-spojitost v dané triangulaci. Desaty parametr je mozno
zvolit relativné volng, protoze na C°-spojitost nema vliv. V [14] jsou zkoumany rlizné
moznosti tohoto desatého parametru. V trojrozmérném pripadé je vSech dvacet para-
metrd kubického polynomu na &tyfsténu potfeba pro zaruceni CP-spojitosti, pficemz
Sestnact parametrll je pevnych (jsou to funkéni hodnoty a prvni parcialni derivace ve
vrcholech Ctyfsténu). Vyplyva to z faktu, Ze pokud maji dva Ctyfstény spolecnou sténu,
potfebujeme k zaruceni C°-spojitosti deset parametrdi na této sténé. Pouze devét z nich
je ziskano jako linearni kombinace parametrtl predepsanych ve vrcholech této spole¢né
stény. Také proto je problém jak zvolit zbyvajici Ctyfi parametry na semiregularnim
Ctyfsténu mnohem komplikovangjsi nez v dvojrozmérném pFipadé. Nicméné se da
oCekavat, Ze trojrozmérny pripad bude jistym zobecnénim pfipadu dvojrozmérného.
Toto oCekavani je potvrzeno v Casti Il disertacni prace.

Na zaCatku je uvedena definice semiregularniho Ctyfsténu, kterd je zobecnénim
dvojrozmérného pripadu:

7. Definice. Ctyfstén je semiregularni, pokud nejvétsi Ghel mezi libovolnymi sténami
je mensi nebo roven wy < .

Uvazujme tfi zakladni typy semiregularnich Gtyfsténd, viz Obr. 3.1-3.3. Pozname-
nejme, Ze v tomto textu je oznaceni semiregularni StyFstén uzivano pro Ctyrstén, ktery
ma nejvyse dva malé Ghly mezi rovinami stén a nejméné jednu kratkou hranu.

z z

A A

T T

Obr. 3.1: Semiregularni Ctyfstén typu Obr. 3.2: Semiregularni Ctyfstén typu
K1 K2
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T T

Obr. 3.3: Semiregularni Ctyfstén typu Obr. 3.4: Neregularni Ctyfstén
K3

3.2 ZAKLADNI ODHADY

Kapitola 12 disertani prace obsahuje znamé vysledky ze dvou dimenzi (viz lem-
mata A, B, C, 49 a 50 disertacni prace), ktera jsou pfevzata z [20] a vétu 47, ktera je
z nich odvozena a dokazana v [14]. Tyto poznatky z roviny jsou nasledné zobecnény
do trojrozmérného prostoru a pfimo aplikovany na hermiteovské Cty¥stény.

Dfive neZ budou uvedeny vysledné odhady kapitoly 12, je tfeba zavést oznaceni:

Necht' K1 je Ctyfstén s jednou kratkou hranou P P; (viz Obr. 3.5; uvaZujeme GtyFstén
se tfemi navzajem kolmymi sténami; obecny pfipad je popsan v disertacni praci).
Symbol K1 bude znamenat jeho vnitfek a 0 K'1 jeho hranici. UvaZzujme funkci ¢ €
C*(K1) s nasledujicimi vlastnostmi:

(3.1) D% (P;)) =0 |a/<1 (j=1,...,4, a=(a1,mx,a3)),
0 0 0 0

(3.2) 8—7;01(6223) = a—;;(QM) = a—;pg(Qm) = 8—7;04(6223) =0,

(3.3) ID*o(P)| < My V|a|=4 VP eKI,

kde P, ..., P, jsou vrcholy Etyfsténu K1 a @);; je stfed hrany P,P;. Symbol o; bude
oznaCovat rovinu, ktera obsahuje trojahelnikovou sténu 7; leZici proti vrcholu B,.
Symbol n; vystupujici ve vztahu (3.2) oznacuje jednotkovou normalu k hranici 07;
trojahelnika T';; tato normala lezi v roving o;.

Symboly «; (i = 2, 3,4) oznauji tfi Ghly ve vrcholu Py leZici v trojahelnikovych
sténach T, T's, T4. Podobné 3; (¢ = 1,3,4) oznacuji Ghly ve vrcholu P, v; (i =
1,2,4) oznacuji Ghly ve vrcholu P5 a d; (i = 1,2, 3) Ghly ve vrcholu Py. Symbol w;;
oznaCuje ostry Ghel mezi rovinami g; a o;.

V kazdé roviné o; mlzZeme zvolit kartézsky soufadny systém x;,v;, z;. Osa z; je
orientovana ve sméru vngjsi normaly k trojahelnikové sténé T (z hlediska GtyFsténu).

Hlavnim vysledkem kapitoly 12 disertacni prace je lemma 48, které nam poskytuje
odhad pro derivace gg_ ve stfedech hran ();; a nasledujici véta 8, ktera nam dava
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Obr. 3.5: Volba normal pro Ctyfstén K1

odhad derivaci 52, 52, 92 a funk&nich hodnot ¢ v libovolném bod& semiregularniho

Ctyfsténu.

8. VEta. Necht’ K je jeden ze semiregularnich Gtyfsténdl K1, K2, K3. Necht’ ¢ €
C*(K) a necht’plati (3.1) a (3.3), kde P, ..., Py jsou vrcholy K usporadané jako
na Obr. 3.5. Necht'v pfipadech K1 a K2 maji zbyvajici ctyfi podminky tvar (3.2)
a v pripadé K3 tvar

Op _ 9y _ 0y 09 o
(3.4) (‘9—711(@34) = 8—m(Q34) = (‘9n3(Q24) = (‘9n4(Q23) =0.

Pak plati tyto odhady

Oy Oy Oy CMyh? _
3.5 —(A —(A — (A < ———+— VAe K
(35) 8:13( )} 8y( )|’ 8,2( |_Sinwsina €,
CM,h* _
(3.6) p(A)| < ——— VAEK,
sin w sin o
hly w a o jsou pro K1 a K2 definovany vztahy
(3.7) w = min(wiz, weq), o = min(az, a3,71, Y, 02, 03) ;
pro K3 vztahy
(3.8) w = min(wig, w3, wa4), 0 = min(y1,2, V4,02, d3) -

3.3 APLIKACE ZAKLADNICH ODHADU

VEta 8 ma dva dlezité disledky:
a) Interpolacni polynom u; € P3(3), kde P3(3) je mnoZina viech polynom{ ti
proménnych, jejichZ stupei neni vy3si nez t¥i, funkce u € C'(K) je jednoznacngé
urCen podminkami (uvadime pro K'1 a K2) (viz téZ [18, Theorem 3.1]):

(3.9) Doug(Py) Jal €1, (G=1,...,4),
14



Obr. 3.6: Priklad pouZiti semiregularnich prvki

8u1 8u1 8u1 8U]

(Q23), o 2(@14), 7 3(@14), 7 4(@23)

b) Interpolacni teorém na semiregularnim Ctyfsténu (viz téz [18, Theorem 3.2]):
stati poloZit p = u — uz, kde u € C*(K).

(3.10)

Déle se kapitola 13 disertacni préce zabyvé nésleduj'lc’lm problémem' Dokud je
derivaci ve vrcholech a zbyvajicimi Ctyfmi parametry jako derivace podle normal ve
stfedu nejkratSi hrany a ve stfedu hrany proti nejkratsi hrané, tak pro néj vybudovana
teorie zdanlivé bez problémi plati. Jakmile viak dojde na samotnou tetrahedralizaci
(viz Obr. 3.6) a tim i na poZadavek spojitosti globalni funkce, tak jsme zavedeni do
slepé ulicky. Z Obr. 3.7 je zfejmé, Ze na spolecné sténé dvou Ctyrsténll leZi nomala
v rliznych rovinach. Tim padem neni zarucena spojitost globalni funkce.

Obr. 3.7; Spatna volba normal Obr. 3.8: Jedna z moZnosti napravy

Hlavnim vysledkem kapitoly 13 je uvedeni tfi variant, jak je mozné pfedepsat zby-
vajici Ctyfi parametry pro kubicky polynom pro zaruceni spojitosti globalni funkce
(pevnych Sestnact parametrll je dano funkénimi hodnotami a hodnotami prvnich deri-
vaci ve vrcholech).

Prvni z nich je naznacena na Obr. 3.8, kde doslo k pfemisténi ,,problematickych*

derivaci podle normal. Podminky ur€ujici kubicky polynom jsou pak lépe vidét na
15



Obr. 3.9: étyﬁ normé_|y Obr. 3.10: Dvé normély a dve tézisté

~
~
~

Obr. 3.11; Cty¥i t&Zisté Obr. 3.12: Jednoduchy Gtyfstén

Obr. 3.9. (JedniCka v krouzZku znamena, Ze v tomto vrcholu je pfedepsana funkcni
hodnota a prvni parcialni derivace.)

Druhou variantou je, Ze misto dvou ,,problematickych“ normalovych derivaci pre-
depiSeme funkéni hodnoty v téZistich dvou stén a zachovame derivace podle normal
ve stfedu nejkrat$i hrany &tyfsténu, viz Obr. 3.10. (Cerny puntik znamena, Ze v tomto
bodé je pfedepsana funkéni hodnota.)

Tfeti uvaZzovanou variantou je, Ze misto ¢ty normalovych derivaci pfedepiSeme
funkZni hodnoty v téZistich stén, viz Obr. 3.11. (Toto je klasicky Ctyfstén.)

Za kazdou z téchto zmén (zarucujicich spojitost globalni funkce v tetrahedralizaci)
musime platit: nyni nemlze (zky ¢tyFstén mit nejkratsi hranu libovolné malou; musime
predpokladat (viz Obr. 3.5)

dist(P, P3) = O(h'™), 0<e<3

a
O(hH—s)
O(h)

V aplikacich se obvykle kvili odhadlim a pfiméfené semiregularité voli e = 1.
Kritickym bodem u (izkych &tyFsténd je bod Q4 (viz Obr. 3.5), ve kterém neziskame
optimalni odhad, ale jen

(3.12) %@m

TudiZ misto odhadd (3.5), (3.6) plati

(3.11) Sin wog =

>Ch* (0<e<3).

< C*h3E.

0
é@m

)

Oy Oy Oy | CM,h3—¢ _
3.13 —/(A).|—(A)|.—/—(A)| < — VA € K1
(313) 8:13( )} 8y( )} 82( ~ sinwsino € ’
4—¢
(3.14) o) < By e R
sin w sin o
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Obr. 3.13: To the estimates (3.13), (3.14)

kde 0 < e < 3.
Tyto odhady plati i v pfipadé dalSich dvou variant. Jen poznamenejme, Ze pfFi

A4

A%

Teprve numerické vysledky kapitoly 14 disertacni prace a nasledna diskuse v kapi-
tole 15 ukazuji, ktera volba se jevi jako nejspravngjsi.

V zavéru kapitoly 13 disertaCni prace je formulovan linearni problém odpovidajici
smiSenému okrajovému problému Poissonovy rovnice s homogenni Dirichletovou
podminkou na ¢asti hranice I'; C 052, meas,I'y > 0 pro ohrani¢enou polyedrickou
oblast €2 (bez pouZiti numerické integrace) a dokazana obecna véta o konvergenci.

3.4 NUMERICKE VYSLEDKY - 3D

V kapitole 14 disertacni prace jsou uvedeny numerické vysledky pro zvolenou
oblast €2 tvaru kvadru o rozmérech 0,2 x 0,2 x 0,04 (viz Obr. 3.14). Bylo zvoleno
pét rliznych presnych FeSeni u(x, y, z) a dvé tetrahedralizace dané oblasti Q2. Vypocet
byl naprogramovan ve FORTRANu za pomoci MAPLE. Kapitola 14 obsahuje tabulky
s relativnimi chybami funk&nich hodnot a relativnimi chybami derivaci %, g—z a % ve
vrcholech. BohuZel vzhledem k pamétové narocnosti vypoctu nebylo mozno pracovat
s hustsi tetrahedralizaci a pokusit se 0 ziskani experimentalniho fadu konvergence.

Pro srovnani byl uvazovan i nejjednodussi pripad Ctyfsténu s predepsanymi funke-
nimi hodnotami ve vrcholech, které jednoznacné urcuji linearni polynom, viz Obr. 3.12.

V zavérecné kapitole 15 disertani prace jsou z numerickych vypoGtl vyvozeny
zaveéry. Ukazalo se, Ze nejlepsi vysledky dava pouZiti nejjednodussiho Ctyfsténu s pre-
depsanymi funk&nimi hodnotami ve vrcholech, které jednoznacné urcuji linearni po-
lynom. (Viz Obr. 3.12.) Vzhledem k vybudované teorii je nutno vybirat z uvazovanych
tfech variant pro Ctyfstén Hermiteova typu. Objektivni rozhodnuti je obtiZné, ale nejro-
zumnéjsi se zda byt varianta s predepsanymi funkénimi hodnotami v téZistich stén (viz
Obr. 3.11), tedy ,,semiregularni “ ¢tyfstén s klasickymi parametry. Vyraz semiregularni
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Obr. 3.14: Oblast €2, sit'3 — 3 — 3

davame do uvozovek, protoZe je zde omezeni typu (3.11) a dist(P, P3) = O(h!*),
kde 0 < ¢ < 3. Jak jiZz bylo zminéno, pro maximalni rychlost konvergence tak plati
C

(3.15) [un — ull10 < :
S111 Wy S1N O

M4(U)h3_€ .
Aby byla tato konvergence alespoit O(h?), z uvedeného plyne volba e = 1.

PFi programovani tohoto 3D problému se ukazalo, Ze jde 0 mnohem naroc¢néjsi
tkol, neZ se zdalo byt na zacatku. Plivodné byl program vytvaren jen pro pfipady 1-3.
Teprve kdyZ se zaCaly objevovat problémy, byl program doplnén o pfipad 4, tj. klasicky
Ctyfstén. VVzhledem ke sloZitosti soustavy rovnic, nebylo mozné pfipady 1-3 testovat
na hustSich sitich. Proto neni mozné ze ziskanych vysledkl udélat jednoznacny zaveér.

DalSim krokem v programovani tohoto problému bude snaha sniZit poCet nezna-
mych, které nejsou ve vrcholech. To znamena, Ze je nutno parametry pfedeliminovat,
abychom sniZzili narocnost vypoctu.
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5 SUMMARY

Contrary to the case of regular finite elements the mathematical theory of the
finite element method for semiregular finite elements has not yet been till nowadays
systematically developed. This Ph. D. Thesis is devoted to the following two problems:

1. The finite element analysis of the variational problem which is formally equi-
valent to a two-dimensional nonlinear elliptic boundary value problem with mixed
nonhomogeneous boundary conditions.

The given problem is solved in the case of a bounded domain 2 whose boundary
0f2 consists of two circles I';, I'y of the same centre Sy. These circles have the radii
Ry, Ry = Ry + o, Where o < R;. An elliptic problem given on such a domain has
many practical applications (let us mention, for example, the cartilage between a joint
and hip, or an air-crevice between a rotor and stator in an electromachine).

The finite element analysis of this problem is restricted to the case of semiregular
triangular finite elements with polynomials of the first degree, which are uniquely
determined by function values at the vertices of a triangle. At the end some numerical
results are introduced which are in a good correspondence with the theory.

2. Constructions of various semiregular cubic tetrahedral finite elements of the
Hermite type and proofs of the corresponding interpolation theorems.

While in the case of semiregular tetrahedral finite elements of the Dirichlet type
some results have been published, constructions of both two- and three-dimensional
simplicial finite elements of the Hermite type are almost taboo for finite element men.
The only exception is the “two-dimensional” paper [14] and “three-dimensional” paper
[18].

Owing to the fast computers, the simplicial finite elements with a polynomial of the
first degree uniquely determined by function values at the vertices of a given simplex
are the most popular in applications. However, from the theoretical viewpoint cubic
two- and three-dimensional simplicial finite elements of the Hermite type are very
interesting because they guarantee continuous partial derivatives at the nodal points
of a given triangulation or tetrahedralization. Such a straightforward computation of
partial derivatives at the nodal points is always much more convincing than to compute
the arithmetical mean of derivatives obtained on finite elements having a nodal point
common.

The first theoretical step (after constructing a finite element) consists in proving a
corresponding interpolation theorem. Such a theorem enables us to prove the conver-
gence of the finite element method in the simplest case: a given domain €2 is polyhedral
and numerical integration is not used.

Atthe end the numerical results obtained in the three-dimensional case are discussed.
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