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2.1 Formulace problému . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.2 Diskrétnı́ Friedrichsova nerovnost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.3 Abstraktnı́ odhad chyby . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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1 ÚVOD

Matematická teorie metody konečných prvků je důkladně zpracována pro regulárnı́
konečné prvky. Pro semiregulárnı́ konečné prvky však dosud systematicky vytvořena
nenı́.

Tato disertačnı́ práce je zaměřena na dva samostatné problémy, které se semiregu-
lárnı́mi konečnými prvky zabývajı́.

V části I disertačnı́ práce je metodou konečných prvků analyzován variačnı́ problém,
který je formálně ekvivalentnı́ dvojrozměrnému eliptickému okrajovému problému se
smı́šenými nehomogennı́mi podmı́nkami na hranici (tj. na Γ1 ⊂ ∂Ω je předepsána
Dirichletova podmı́nka a na zbývajı́cı́ části Γ2 = ∂Ω \ Γ1 Neumannova okrajová
podmı́nka).

Daný problém je řešen pro přı́pad ohraničené oblasti Ω, jejı́ž hranice ∂Ω je tvo-
řena dvěma kružnicemi Γ1,Γ2 se stejným středem S0. Tyto kružnice majı́ poloměry
R1, R2 = R1 + �, kde � � R1. Eliptický problém řešený na takové oblasti má
mnoho praktických aplikacı́ (např. chrupavka kyčelnı́ho kloubu, vzduchová štěrbina
mezi rotorem a statorem v elektromotoru).

Analýza tohoto problému je omezena na přı́pad semiregulárnı́ch konečných prvků
s lineárnı́m polynomem, které jsou jednoznačně určeny funkčnı́mi hodnotami ve vr-
cholech trojúhelnı́ka. Podobná analýza pro přı́pad lineárnı́ho eliptického problému
na stejné oblasti Ω je provedena v článku [12]. Výsledky této disertačnı́ práce jsou
zobecněnı́m [12] a [3] a byly v ucelené formě publikovány v [21]. V disertačnı́ práci
jsou všechny použité věty dokázány, a proto je část I disertačnı́ práce možno čı́st bez
použitı́ odkazů na dalšı́ literaturu.

V závěru části I disertačnı́ práce jsou uvedeny numerické výsledky, které jsou
v dobré shodě s teoriı́.

Hlavnı́m důvodem toho, že analýza regulárnı́ch konečných prvků (tj. prvků, které
splňujı́ podmı́nku minimálnı́ho úhlu) je symetrická a relativně snadná, vyplývá z ná-
sledujı́cı́ho faktu: Jakobián JT transformace daného trojúhelnı́ka T na referenčnı́ troj-
úhelnı́k T0 splňuje

C1h
2
T ≤ |JT | = 2meas2T ≤ C2h

2
T ,

kde hT je délka nejdelšı́ strany trojúhelnı́ka T . Taková oboustranná nerovnost v teorii
pro semiregulárnı́ trojúhelnı́kové konečné prvky neexistuje, protože mı́ra meas2T
může být libovolně malá.

Část II disertačnı́ práce se zabývá konstrukcı́ semiregulárnı́ch kubických čtyřstěn-
ných konečných prvků Hermiteova typu a důkazem odpovı́dajı́cı́ch interpolačnı́ch
teorémů. Tato část je modifikacı́ publikované práce [18] a je doplněna numerickými
výpočty, které jsou uvedeny a diskutovány v kapitolách 14 a 15 disertačnı́ práce.

Zatı́mco v přı́padě semiregulárnı́ch konečných prvků Dirichletova typu byly ně-
které výsledky již publikovány, přı́pad dvoj i trojrozměrných jednoduchých koneč-
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ných prvků Hermiteova typu je prakticky nezmapován. Výjimkou ve dvou dimenzı́ch
je článek [14] a ve třech dimenzı́ch článek [18].

Vzhledem k rychlosti výpočtu jsou konečné prvky s lineárnı́m polynomem, který
je určen funkčnı́mi hodnotami ve vrcholech, velice oblı́bené v aplikacı́ch. Nicméně
kubické dvoj a trojrozměrné konečné prvky Hermiteova typu jsou velice zajı́mavé
z teoretického hlediska. Zaručujı́ totiž spojitost parciálnı́ch derivacı́ v uzlech dané
triangulace nebo tetragonalizace. Takový přı́mý výpočet parciálnı́ch derivacı́ v uzlech
je vždy přesvědčivějšı́, než jejich pozdějšı́ výpočet z hodnot v uzlech, jak je obvyklé.

Prvnı́ teoretický krok (po sestrojenı́ konečného prvku) spočı́val v důkazu odpovı́-
dajı́cı́ho interpolačnı́ho teorému. Tento teorém nám umožňuje dokázat konvergenci
metody konečných prvků v nejjednoduššı́m přı́padě, kdy uvažovaná oblast Ω je tvaru
polyedru a numerická integrace nenı́ použita.

V závěrečných kapitolách 14 a 15 části II disertačnı́ práce jsou uvedeny numerické
výsledky. Jejich zı́skánı́ bylo mnohem náročnějšı́ než ve dvou dimenzı́ch.

2 ŘEŠENÍ NĚKTERÝCH NELINEÁRNÍCH PROBLÉMŮ POMOCÍ

SEMIREGULÁRNÍCH KONEČNÝCH PRVKŮ

Prvnı́ část disertačnı́ práce zobecňuje výsledky článků [3] a [12]. V [3] je stejný
problém formulován na libovolné oblasti s lipschitzovsky spojitou hranicı́ a metoda
konečných prvků je analyzována za podmı́nky minimálnı́ho úhlu. V [12] je metoda
konečných prvků zkoumána pro lineárnı́ silně eliptický smı́šený okrajový problém na
úzkém mezikružı́ za podmı́nky maximálnı́ho úhlu. V disertačnı́ práci je uvažována
stejná oblast jako v [12], ale za podmı́nky maximálnı́ho úhlu je analyzován nelineárnı́
problém.

V kapitole 4 disertačnı́ práce je v podobě věty 19 formulován abstraktnı́ odhad
chyby, který má dva důležité důsledky uvedené v kapitole 8 a 9.

Prvnı́ část práce je uzavřena kapitolou 10, kde jsou uvedeny numerické výsledky.
Značenı́ Sobolevových prostorů, jejich norem a seminorem je stejné jako v [5].

2.1 FORMULACE PROBLÉMU

V kapitole 2 disertačnı́ práce je formulován tento okrajový problém

(2.1) −
2∑

i=1

∂bi

∂xi
(·, u,∇u) + b0(·, u,∇u) = f(x) , x ∈ Ω ,

(2.2) u = 0 na Γ1 ,

(2.3)
2∑

i=1
bi(·, u,∇u)ni(Ω) = q na Γ2
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kde Ω (viz Obr. 2.1) je dvojrozměrná ohraničená oblast s hranicı́ ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2, kde
Γ1 a Γ2 jsou kružnice s poloměry R1 a R2 = R1+ �. Předpokládejme, že kružnice Γ1,
Γ2 majı́ stejný střed S0 a že

(2.4) R1 � � .

Je zřejmé, že ∂Ω je lipschitzovsky spojitá. Symboly ni(Ω) (i = 1, 2) označujı́ složky
jednotkové vnějšı́ normály hranice ∂Ω. Dále f : Ω → R1, bi : Ω × R3 → R1

(tj. bi = bi(x, ξ) = bi(·, u,∇u), kde x = (x1, x2) ∈ Ω, ξ = (ξ0, ξ1, ξ2) =
(u(x),∇u(x)) ∈ R3, i = 0, 1, 2) jsou dané funkce splňujı́cı́ určité předpoklady
(viz Assumptions 1 disertačnı́ práce) a ∇u = (∂u/∂x1, ∂u/∂x2).

Tento typ eliptického okrajového problému je řešen standardně metodou konečných
prvků, kdy se postupně přejde od řešenı́ okrajového problému (2.1)–(2.3) k problému
variačnı́mu (viz Continuous Problem 3 disertačnı́ práce).

Aby bylo možno přistoupit k řešenı́ variačnı́ho problému metodou konečných prvků,
je oblast Ω aproximována polygonálnı́ oblastı́ Ωh s polygonálnı́ hranicı́ ∂Ωh. Vrcholy
této oblasti ∂Ωh ležı́ na ∂Ω. Symboly Γ1h a Γ2h označujı́ části hranice ∂Ωh, které
aproximovaly Γ1 a Γ2, viz Obr. 2.2.

S0

R1
R2

�

Γ1
Γ2

Ω

R1 � �

Γ1h

Γ2h
Γ1

Γ2 Ωh

Obr. 2.1: Oblast Ω Obr. 2.2: Oblast Ωh

1. Definice.

a) Řekneme, že množina triangulacı́ {Th}, h → 0 splňuje podmı́nku maximálnı́ho
úhlu, pokud existuje kladná konstanta γ0 < π taková, že

(2.5) γT ≤ γ0 < π ∀T ∈ Th, ∀Th ∈ {Th} ,

kde γT je velikost největšı́ho úhlu trojúhelnı́ku T .
b) Řekneme, že množina triangulacı́ {Th}, h → 0 splňuje podmı́nku minimálnı́ho

úhlu, pokud existuje kladná konstanta ϑ0 > 0 taková, že

(2.6) ϑT ≥ ϑ0 > 0 ∀T ∈ Th, ∀Th ∈ {Th} ,

kde ϑT je velikost nejmenšı́ho úhlu trojúhelnı́ku T .
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Obr. 2.3: Regulárnı́, semiregulárnı́ a iregulárnı́ trojúhelnı́k

h

R1

�

�
m

Obr. 2.4: Dělenı́ oblasti Ωh

Je třeba poznamenat, že pokud daná triangulace splňuje podmı́nku minimálnı́ho
úhlu, pak automaticky splňuje i podmı́nku maximálnı́ho úhlu.

Nynı́ bude oblastΩh pokryta semiregulárnı́mi trojúhelnı́ky, tj. „úzkými“ trojúhelnı́ky
splňujı́cı́mi podmı́nku maximálnı́ho úhlu (viz Obr. 2.3 a definice 1). To znamená, že
v našich úvahách bude vystupovat nerovnost

(2.7)
�

m
� h,

kde h je délka nejdelšı́ strany a �/m je délka nejkratšı́ v daném dělenı́ oblasti Ωh (viz
Obr. 2.4).

V kapitole 2.3 disertačnı́ práce je zaveden prostor Xh, resp. Vh, který je konečněprv-
kovou aproximacı́ prostoru H1(Ω), resp. V . Symboly ah(w, v), LΩh (v) a LΓh(v), kde
w, v ∈ Xh, označujı́ aproximace forem ãh(w, v), L̃Ωh (v), L̃

Γ
h(v) ve smyslu numerické

integrace.
Chyby, způsobené těmito „variačnı́mi zločiny“, v sobě zahrnuje abstraktnı́ odhad

chyby, který je formulován v kapitole 4 disertačnı́ práce.

2.2 DISKRÉTNÍ FRIEDRICHSOVA NEROVNOST

V kapitole 3 disertačnı́ práce je odvozena diskrétnı́ Friedrichsova nerovnost pro
přı́pad úzkých trojúhelnı́ků, které splňujı́ podmı́nku maximálnı́ho úhlu (viz rovněž
[21, Lemma 3.1]). Tento tvar Friedrichsovy nerovnosti je potřebný k důkazu abstrakt-
nı́ho odhadu chyby.

2. Lemma (Diskrétnı́ Friedrichsova nerovnost). Platı́

(2.8) ‖v‖1,Ωh
≤ C|v|1,Ωh

∀v ∈ Vh, ∀h < h0 ,
8



S0

�

�

Γ0

Γ1
Γ2

Ω

Obr. 2.5: Oblast Ω̃

kde konstanta C nezávisı́ na h a v.

2.3 ABSTRAKTNÍ ODHAD CHYBY

Vzhledem k tomu, že oblast Ω je aproximována polygonálnı́ oblastı́ Ωh, je třeba
zavést vhodné prodlouženı́ funkce z H2(Ω) do H2(Ω̃) (viz Obr. 2.5) dřı́ve, než je
formulován samotný abstraktnı́ odhad chyby. Důkaz následujı́cı́ho lemmatu 3 lze
rovněž najı́t v [15].

3. Lemma. Necht’Ω je uvažovaná ohraničená oblast s hranicı́ ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2, kde Γ1
a Γ2 jsou kružnice s poloměry R1 a R2 = R1 + �0. Předpokládejme, že tyto kružnice
majı́ stejný střed S0 a že platı́

(2.9) R1 � �0 .

Necht’Γ0 je kružnice se středem S0 a poloměrem R0 = R1−� a necht’ Ω̃ je ohraničená
oblast taková, že ∂Ω̃ = Γ0 ∪ Γ2 (viz Obr. 2.5). Pak existuje lineárnı́ ohraničený ope-
rátor prodlouženı́ (Nikolského-Hestenesova typu) ε2 : H2(Ω) → H2(Ω̃) s vlastnostı́
ε2 : H1(Ω)→ H1(Ω̃) a takový, že konstanta C vystupujı́cı́ v nerovnosti

(2.10) ‖ε2(v)‖2,Ω̃ ≤ C‖v‖2,Ω ∀v ∈ H2(Ω)

nezávisı́ na R1/�.

Nynı́ je možné formulovat abstraktnı́ odhad chyby ve formě této věty:

4. Věta (Abstraktnı́ odhad chyby). Necht’jsou splněny předpoklady Assumptions 1
disertačnı́ práce. Pak jsou formy ah(v, w) stejnoměrně Xh-silně monotonnı́ vzhledem

9



k seminormám | · |1,Ωh
a stejnoměrně Xh-lipschitzovsky spojité a formy ãh(v, w) jsou

stejnoměrně H1(Ωh)-lipschitzovsky spojité, přičemž pro všechna h ∈ (0, h0) platı́
(2.11)

C−1‖ũ − uh‖1,Ωh
≤ inf

v∈Vh

‖v − ũ‖1,Ωh
+ inf

v∈Vh

sup
w∈Vh
w �=0

|ah(v, w)− ãh(v, w)|
‖w‖1,Ωh

+

+sup
w∈Vh
w �=0

|L̃Ωh (w)− LΩh (w)|
‖w‖1,Ωh

+sup
w∈Vh
w �=0

|L̃Γh(w)− LΓh(w)|
‖w‖1,Ωh

+sup
w∈Vh
w �=0

|ãh(ũ, w)− L̃h(w)|
‖w‖1,Ωh

,

kde C je kladná konstanta, která nezávisı́ na přesném řešenı́ u ∈ Hk(Ω) (kde k = 1
nebo 2) variačnı́ho problému, uh ∈ Vh je přibližné řešenı́ diskrétnı́ho problému a ũ =
ε2(u), kde ε2 je prodlouženı́ z lemmatu 3.

Následujı́cı́ kapitoly 5, 6 a 7 disertačnı́ práce obsahujı́ odhady jednotlivých členů
abstraktnı́ho odhadu chyby (2.11).

Hlavnı́m výsledkem kapitoly 5 je důkaz interpolačnı́ho teorému, ze kterého vyplývá
odhad prvnı́ho členu na pravé straně (2.11).

V kapitole 6 jsou odhadnuty prostřednı́ tři členy pravé strany abstraktnı́ho odhadu
chyby (2.11) vyjadřujı́cı́ chybu numerické integrace, která na tvaru použitých prvků
nezávisı́. Tyto odhady je možné najı́t také v [21].

V kapitole 7 je odhadnut poslednı́ člen pravé strany (2.11), který vyjadřuje chybu při
aproximaci hranice ∂Ω polygonálnı́ hranicı́ ∂Ωh. V tomto odhadu vystupuje veličina
h2

√m
�

, která závisı́ na parametrech použitých trojúhelnı́ků a tudı́ž odhad nemůže být
dále zlepšen. Proto, pokud je potřeba zı́skat řád konvergence O(h), nezbývá než
předpokládat

(2.12) C1h
2 ≤ �

m
(C1 > 0) .

Předpoklad (2.12) je pro semiregulárnı́ trojúhelnı́ky omezujı́cı́, nebot’ �
m

je délka nej-
kratšı́ strany trojúhelnı́ků triangulace Th (viz Obr. 2.4). Tedy nejkratšı́ strana trojúhel-
nı́ka nemůže být libovolně malá, jak to dovoluje podmı́nka maximálnı́ho úhlu.

2.4 MAXIMÁLNÍ RYCHLOST KONVERGENCE

Důsledkem abstraktnı́ho odhadu chyby je věta o maximálnı́ rychlosti konvergence,
která je uvedena v kapitole 8 disertačnı́ práce. Tato věta 5 shrnuje výsledky z předcho-
zı́ch kapitol, týkajı́cı́ch se interpolace, numerické integrace a aproximace hranice.

5. Věta. Necht’u ∈ H2(Ω), f ∈ W 1,∞(Ω̃). Necht’předpoklad (2.12) a předpoklady
zahrnujı́cı́ stupeň přesnosti kvadraturnı́ch formulı́ jsou splněny. Potom

(2.13) ‖ũ − uh‖1,Ωh
≤ C

√
�
h ,

kde konstanta C nezávisı́ na �,m, h a triangulaci Th.
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Pokud je navı́c splněna podmı́nka u ∈ H2(Ω) ∩ W 1,∞(Ω), potom

(2.14) ‖ũ − uh‖1,Ωh
≤ Ch

kde opět konstanta C nezávisı́ na �,m, h a triangulaci Th.

2.5 OBECNÁ VĚTA O KONVERGENCI

V kapitole 9 disertačnı́ práce je uvedena obecná věta o konvergenci, která je dalšı́m
důsledkem abstraktnı́ho odhadu chyby. Věta je formulována za předpokladu, že u ∈
H1(Ω) a konvergence dokázána za silnějšı́ho předpokladu než (2.12), konkrétně

(2.15) C1h
2−δ ≤ �

m
≤ C2h

2−δ ,

kde

(2.16) 0 < δ < 1

je daná hodnota, která může být libovolně malá a C1, C2 jsou kladné konstanty.

6. Věta. Necht’funkce splňujı́ předpoklady uvedené v Assumptions 1 disertačnı́ práce
a necht’jsou splněny i předpoklady zahrnujı́cı́ stupeň přesnosti kvadraturnı́ch formulı́.
Potom

(2.17) lim
h→0

‖ũ − uh‖1,Ωh
= 0 ,

kde uh je přibližné řešenı́ diskrétnı́ho problému, u ∈ H1(Ω) je přesné řešenı́ variačnı́ho
problému a ũ = ε2(u) ∈ H1(Ω̃) je jeho prodlouženı́ ve smyslu lemmatu 3 pro k = 1.

2.6 NUMERICKÉ VÝSLEDKY - 2D

V kapitole 10 disertačnı́ práce jsou uvedeny numerické výsledky zı́skané při napro-
gramovánı́ daného problému pro konkrétnı́ zvolené přesné řešenı́

u(x, y) = ln(x2 + y2).

Program je vytvořen v programovacı́m jazyce FORTRAN a výsledky jsou v dobré
shodě s teoriı́. Vzhledem k tomu, že šlo o situaci v rovině, nebyl výpočet přı́liš náročný
a experimentálně byl potvrzen řád konvergence O(h).
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3 SEMIREGULÁRNÍ HERMITEOVSKÉ TETRAHEDRÁLNÍ KUBICKÉ

KONEČNÉ PRVKY

3.1 ÚVOD

Část II disertačnı́ práce zobecňuje některé věty z [14] a [20] na trojrozměrný přı́-
pad čtyřstěnných konečných prvků, který se od trojúhelnı́kových prvků podstatně
lišı́: V přı́padě dvojrozměrného kubického prvku je devět parametrů pevných (jsou to
funkčnı́ hodnoty a prvnı́ parciálnı́ derivace ve vrcholech trojúhelnı́ka) a těchto devět
parametrů zaručuje globálnı́ C0-spojitost v dané triangulaci. Desátý parametr je možno
zvolit relativně volně, protože na C0-spojitost nemá vliv. V [14] jsou zkoumány různé
možnosti tohoto desátého parametru. V trojrozměrném přı́padě je všech dvacet para-
metrů kubického polynomu na čtyřstěnu potřeba pro zaručenı́ C0-spojitosti, přičemž
šestnáct parametrů je pevných (jsou to funkčnı́ hodnoty a prvnı́ parciálnı́ derivace ve
vrcholech čtyřstěnu). Vyplývá to z faktu, že pokud majı́ dva čtyřstěny společnou stěnu,
potřebujeme k zaručenı́ C0-spojitosti deset parametrů na této stěně. Pouze devět z nich
je zı́skáno jako lineárnı́ kombinace parametrů předepsaných ve vrcholech této společné
stěny. Také proto je problém jak zvolit zbývajı́cı́ čtyři parametry na semiregulárnı́m
čtyřstěnu mnohem komplikovanějšı́ než v dvojrozměrném přı́padě. Nicméně se dá
očekávat, že trojrozměrný přı́pad bude jistým zobecněnı́m přı́padu dvojrozměrného.
Toto očekávánı́ je potvrzeno v části II disertačnı́ práce.

Na začátku je uvedena definice semiregulárnı́ho čtyřstěnu, která je zobecněnı́m
dvojrozměrného přı́padu:

7. Definice. Čtyřstěn je semiregulárnı́, pokud největšı́ úhel mezi libovolnými stěnami
je menšı́ nebo roven ω0 < π.

Uvažujme tři základnı́ typy semiregulárnı́ch čtyřstěnů, viz Obr. 3.1-3.3. Pozname-
nejme, že v tomto textu je označenı́ semiregulárnı́ čtyřstěn užı́váno pro čtyřstěn, který
má nejvýše dva malé úhly mezi rovinami stěn a nejméně jednu krátkou hranu.

x

y

z

x

z

y

z

Obr. 3.1: Semiregulárnı́ čtyřstěn typu
K1

Obr. 3.2: Semiregulárnı́ čtyřstěn typu
K2
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Obr. 3.3: Semiregulárnı́ čtyřstěn typu
K3

Obr. 3.4: Neregulárnı́ čtyřstěn

3.2 ZÁKLADNÍ ODHADY

Kapitola 12 disertačnı́ práce obsahuje známé výsledky ze dvou dimenzı́ (viz lem-
mata A, B, C, 49 a 50 disertačnı́ práce), která jsou převzata z [20] a větu 47, která je
z nich odvozena a dokázána v [14]. Tyto poznatky z roviny jsou následně zobecněny
do trojrozměrného prostoru a přı́mo aplikovány na hermiteovské čtyřstěny.

Dřı́ve než budou uvedeny výsledné odhady kapitoly 12, je třeba zavést označenı́:
Necht’K1 je čtyřstěn s jednou krátkou hranou P2P3 (viz Obr. 3.5; uvažujeme čtyřstěn

se třemi navzájem kolmými stěnami; obecný přı́pad je popsán v disertačnı́ práci).
Symbol K1 bude znamenat jeho vnitřek a ∂K1 jeho hranici. Uvažujme funkci ϕ ∈
C4(K1) s následujı́cı́mi vlastnostmi:

(3.1) Dαϕ(Pj) = 0 |α| ≤ 1 (j = 1, . . . , 4, α = (α1, α2, α3)) ,

(3.2)
∂ϕ

∂n1
(Q23) =

∂ϕ

∂n2
(Q14) =

∂ϕ

∂n3
(Q14) =

∂ϕ

∂n4
(Q23) = 0 ,

(3.3) |Dαϕ(P )| ≤ M4 ∀|α| = 4 ∀P ∈ K1 ,

kde P1, . . . , P4 jsou vrcholy čtyřstěnu K1 a Qij je střed hrany PiPj . Symbol �i bude
označovat rovinu, která obsahuje trojúhelnı́kovou stěnu T i ležı́cı́ proti vrcholu Pi.
Symbol ni vystupujı́cı́ ve vztahu (3.2) označuje jednotkovou normálu k hranici ∂Ti

trojúhelnı́ka T i; tato normála ležı́ v rovině �i.
Symboly αi (i = 2, 3, 4) označujı́ tři úhly ve vrcholu P1 ležı́cı́ v trojúhelnı́kových

stěnách T 2, T 3, T 4. Podobně βi (i = 1, 3, 4) označujı́ úhly ve vrcholu P2, γi (i =
1, 2, 4) označujı́ úhly ve vrcholu P3 a δi (i = 1, 2, 3) úhly ve vrcholu P4. Symbol ωij

označuje ostrý úhel mezi rovinami �i a �j .
V každé rovině �i můžeme zvolit kartézský souřadný systém xi, yi, zi. Osa zi je

orientována ve směru vnějšı́ normály k trojúhelnı́kové stěně Ti (z hlediska čtyřstěnu).
Hlavnı́m výsledkem kapitoly 12 disertačnı́ práce je lemma 48, které nám poskytuje

odhad pro derivace ∂ϕ
∂zi

ve středech hran Qij a následujı́cı́ věta 8, která nám dává
13



x

y

z

P1

P2 P3

P4

Q23

Q14

n1 n4

n2 n3

Obr. 3.5: Volba normál pro čtyřstěn K1

odhad derivacı́ ∂ϕ
∂x , ∂ϕ

∂y , ∂ϕ
∂z a funkčnı́ch hodnot ϕ v libovolném bodě semiregulárnı́ho

čtyřstěnu.

8. Věta. Necht’K je jeden ze semiregulárnı́ch čtyřstěnů K1, K2, K3. Necht’ϕ ∈
C4(K) a necht’platı́ (3.1) a (3.3), kde P1, . . . , P4 jsou vrcholy K uspořádané jako
na Obr. 3.5. Necht’ v přı́padech K1 a K2 majı́ zbývajı́cı́ čtyři podmı́nky tvar (3.2)
a v přı́padě K3 tvar

(3.4)
∂ϕ

∂n1
(Q34) =

∂ϕ

∂n2
(Q34) =

∂ϕ

∂n3
(Q24) =

∂ϕ

∂n4
(Q23) = 0 .

Pak platı́ tyto odhady

(3.5)
∣∣∣∣∣
∂ϕ

∂x
(A)

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣
∂ϕ

∂y
(A)

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣
∂ϕ

∂z
(A)

∣∣∣∣∣ ≤
CM4h

3

sinω sin σ
∀A ∈ K ,

(3.6) |ϕ(A)| ≤ CM4h
4

sinω sin σ
∀A ∈ K ,

úhly ω a σ jsou pro K1 a K2 definovány vztahy

(3.7) ω = min(ω12, ω24), σ = min(α2, α3, γ1, γ4, δ2, δ3) ;

pro K3 vztahy

(3.8) ω = min(ω12, ω23, ω24), σ = min(γ1, γ2, γ4, δ2, δ3) .

3.3 APLIKACE ZÁKLADNÍCH ODHADŮ

Věta 8 má dva důležité důsledky:
a) Interpolačnı́ polynom uI ∈ P3(3), kde P3(3) je množina všech polynomů třı́

proměnných, jejichž stupeň nenı́ vyššı́ než tři, funkce u ∈ C1(K) je jednoznačně
určen podmı́nkami (uvádı́me pro K1 a K2) (viz též [18, Theorem 3.1]):

(3.9) DαuI(Pj) |α| ≤ 1, (j = 1, . . . , 4) ,
14



x

y

z

Obr. 3.6: Přı́klad použitı́ semiregulárnı́ch prvků

(3.10)
∂uI

∂n1
(Q23),

∂uI

∂n2
(Q14),

∂uI

∂n3
(Q14),

∂uI

∂n4
(Q23) .

b) Interpolačnı́ teorém na semiregulárnı́m čtyřstěnu (viz též [18, Theorem 3.2]):
stačı́ položit ϕ = u − uI , kde u ∈ C4(K).

Dále se kapitola 13 disertačnı́ práce zabývá následujı́cı́m problémem: Dokud je
uvažován pouze jediný čtyřstěn s předepsanými funkčnı́mi hodnotami, hodnotami
derivacı́ ve vrcholech a zbývajı́cı́mi čtyřmi parametry jako derivace podle normál ve
středu nejkratšı́ hrany a ve středu hrany proti nejkratšı́ hraně, tak pro něj vybudovaná
teorie zdánlivě bez problémů platı́. Jakmile však dojde na samotnou tetrahedralizaci
(viz Obr. 3.6) a tı́m i na požadavek spojitosti globálnı́ funkce, tak jsme zavedeni do
slepé uličky. Z Obr. 3.7 je zřejmé, že na společné stěně dvou čtyřstěnů ležı́ nomála
v různých rovinách. Tı́m pádem nenı́ zaručena spojitost globálnı́ funkce.

x

y

z

x

y

z
P5

P2P4

P6

P1

P3

n∗
264

n∗
126

n126

n264

n∗
456

n456

n123

Obr. 3.7: Špatná volba normál Obr. 3.8: Jedna z možnostı́ nápravy

Hlavnı́m výsledkem kapitoly 13 je uvedenı́ třı́ variant, jak je možné předepsat zbý-
vajı́cı́ čtyři parametry pro kubický polynom pro zaručenı́ spojitosti globálnı́ funkce
(pevných šestnáct parametrů je dáno funkčnı́mi hodnotami a hodnotami prvnı́ch deri-
vacı́ ve vrcholech).

Prvnı́ z nich je naznačena na Obr. 3.8, kde došlo k přemı́stěnı́ „problematických“
derivacı́ podle normál. Podmı́nky určujı́cı́ kubický polynom jsou pak lépe vidět na
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n2

n3
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1

1

n1

n4

S3

S2

Obr. 3.9: Čtyři normály Obr. 3.10: Dvě normály a dvě těžiště

1 1

1

1

S3

S2

S1

S4

Obr. 3.11: Čtyři těžiště Obr. 3.12: Jednoduchý čtyřstěn

Obr. 3.9. (Jednička v kroužku znamená, že v tomto vrcholu je předepsána funkčnı́
hodnota a prvnı́ parciálnı́ derivace.)

Druhou variantou je, že mı́sto dvou „problematických“ normálových derivacı́ pře-
depı́šeme funkčnı́ hodnoty v těžištı́ch dvou stěn a zachováme derivace podle normál
ve středu nejkratšı́ hrany čtyřstěnu, viz Obr. 3.10. (Černý puntı́k znamená, že v tomto
bodě je předepsána funkčnı́ hodnota.)

Třetı́ uvažovanou variantou je, že mı́sto čtyř normálových derivacı́ předepı́šeme
funkčnı́ hodnoty v těžištı́ch stěn, viz Obr. 3.11. (Toto je klasický čtyřstěn.)

Za každou z těchto změn (zaručujı́cı́ch spojitost globálnı́ funkce v tetrahedralizaci)
musı́me platit: nynı́ nemůže úzký čtyřstěn mı́t nejkratšı́ hranu libovolně malou; musı́me
předpokládat (viz Obr. 3.5)

dist(P2, P3) = O(h1+ε), 0 < ε < 3

a

(3.11) sinω23 =
O(h1+ε)
O(h)

≥ Chε (0 < ε < 3).

V aplikacı́ch se obvykle kvůli odhadům a přiměřené semiregularitě volı́ ε = 1.
Kritickým bodem u úzkých čtyřstěnů je bod Q14 (viz Obr. 3.5), ve kterém nezı́skáme

optimálnı́ odhad, ale jen

(3.12)
∣∣∣∣∣
∂ϕ

∂z2
(Q14)

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣
∂ϕ

∂z3
(Q14)

∣∣∣∣∣ ≤ C∗h3−ε.

Tudı́ž mı́sto odhadů (3.5), (3.6) platı́

(3.13)
∣∣∣∣∣
∂ϕ

∂x
(A)

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣
∂ϕ

∂y
(A)

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣
∂ϕ

∂z
(A)

∣∣∣∣∣ ≤
CM4h

3−ε

sinω sin σ
∀A ∈ K1,

(3.14) |ϕ(A)| ≤ CM4h
4−ε

sinω sin σ
∀A ∈ K1,
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Obr. 3.13: To the estimates (3.13), (3.14)

kde 0 < ε < 3.
Tyto odhady platı́ i v přı́padě dalšı́ch dvou variant. Jen poznamenejme, že při

nahrazenı́ dvou derivacı́ podle normál funkčnı́mi hodnotami v těžištı́ch máme opět
kritický bod Q14 a v přı́padě klasického čtyřstěnu , tj. při předepsánı́ funkčnı́ch hodnot
ve čtyřech těžištı́ch, je kritických všech šest středů hran.

Teprve numerické výsledky kapitoly 14 disertačnı́ práce a následná diskuse v kapi-
tole 15 ukazujı́, která volba se jevı́ jako nejsprávnějšı́.

V závěru kapitoly 13 disertačnı́ práce je formulován lineárnı́ problém odpovı́dajı́cı́
smı́šenému okrajovému problému Poissonovy rovnice s homogennı́ Dirichletovou
podmı́nkou na části hranice Γ1 ⊂ ∂Ω, meas2Γ1 > 0 pro ohraničenou polyedrickou
oblast Ω (bez použitı́ numerické integrace) a dokázána obecná věta o konvergenci.

3.4 NUMERICKÉ VÝSLEDKY - 3D

V kapitole 14 disertačnı́ práce jsou uvedeny numerické výsledky pro zvolenou
oblast Ω tvaru kvádru o rozměrech 0,2 × 0,2 × 0,04 (viz Obr. 3.14). Bylo zvoleno
pět různých přesných řešenı́ u(x, y, z) a dvě tetrahedralizace dané oblasti Ω. Výpočet
byl naprogramován ve FORTRANu za pomoci MAPLE. Kapitola 14 obsahuje tabulky
s relativnı́mi chybami funkčnı́ch hodnot a relativnı́mi chybami derivacı́ ∂u

∂x
, ∂u

∂y
a ∂u

∂z
ve

vrcholech. Bohužel vzhledem k pamět’ové náročnosti výpočtu nebylo možno pracovat
s hustšı́ tetrahedralizacı́ a pokusit se o zı́skánı́ experimentálnı́ho řádu konvergence.

Pro srovnánı́ byl uvažován i nejjednoduššı́ přı́pad čtyřstěnu s předepsanými funkč-
nı́mi hodnotami ve vrcholech, které jednoznačně určujı́ lineárnı́ polynom, viz Obr. 3.12.

V závěrečné kapitole 15 disertačnı́ práce jsou z numerických výpočtů vyvozeny
závěry. Ukázalo se, že nejlepšı́ výsledky dává použitı́ nejjednoduššı́ho čtyřstěnu s pře-
depsanými funkčnı́mi hodnotami ve vrcholech, které jednoznačně určujı́ lineárnı́ po-
lynom. (Viz Obr. 3.12.) Vzhledem k vybudované teorii je nutno vybı́rat z uvažovaných
třech variant pro čtyřstěn Hermiteova typu. Objektivnı́ rozhodnutı́ je obtı́žné, ale nejro-
zumnějšı́ se zdá být varianta s předepsanými funkčnı́mi hodnotami v těžištı́ch stěn (viz
Obr. 3.11), tedy „semiregulárnı́ “ čtyřstěn s klasickými parametry. Výraz semiregulárnı́
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Obr. 3.14: Oblast Ω, sı́t’3− 3− 3

dáváme do uvozovek, protože je zde omezenı́ typu (3.11) a dist(P2, P3) = O(h1+ε),
kde 0 < ε < 3. Jak již bylo zmı́něno, pro maximálnı́ rychlost konvergence tak platı́

(3.15) ‖uh − u‖1,Ω ≤ C

sinω0 sin σ0
M4(u)h

3−ε .

Aby byla tato konvergence alespoň O(h2), z uvedeného plyne volba ε = 1.
Při programovánı́ tohoto 3D problému se ukázalo, že jde o mnohem náročnějšı́

úkol, než se zdálo být na začátku. Původně byl program vytvářen jen pro přı́pady 1–3.
Teprve když se začaly objevovat problémy, byl program doplněn o přı́pad 4, tj. klasický
čtyřstěn. Vzhledem ke složitosti soustavy rovnic, nebylo možné přı́pady 1–3 testovat
na hustšı́ch sı́tı́ch. Proto nenı́ možné ze zı́skaných výsledků udělat jednoznačný závěr.

Dalšı́m krokem v programovánı́ tohoto problému bude snaha snı́žit počet nezná-
mých, které nejsou ve vrcholech. To znamená, že je nutno parametry předeliminovat,
abychom snı́žili náročnost výpočtu.
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Jméno: Jana Hoderová
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5 SUMMARY

Contrary to the case of regular finite elements the mathematical theory of the
finite element method for semiregular finite elements has not yet been till nowadays
systematically developed. This Ph. D. Thesis is devoted to the following two problems:

1. The finite element analysis of the variational problem which is formally equi-
valent to a two-dimensional nonlinear elliptic boundary value problem with mixed
nonhomogeneous boundary conditions.

The given problem is solved in the case of a bounded domain Ω whose boundary
∂Ω consists of two circles Γ1, Γ2 of the same centre S0. These circles have the radii
R1, R2 = R1 + �, where � � R1. An elliptic problem given on such a domain has
many practical applications (let us mention, for example, the cartilage between a joint
and hip, or an air-crevice between a rotor and stator in an electromachine).

The finite element analysis of this problem is restricted to the case of semiregular
triangular finite elements with polynomials of the first degree, which are uniquely
determined by function values at the vertices of a triangle. At the end some numerical
results are introduced which are in a good correspondence with the theory.

2. Constructions of various semiregular cubic tetrahedral finite elements of the
Hermite type and proofs of the corresponding interpolation theorems.

While in the case of semiregular tetrahedral finite elements of the Dirichlet type
some results have been published, constructions of both two- and three-dimensional
simplicial finite elements of the Hermite type are almost taboo for finite element men.
The only exception is the “two-dimensional” paper [14] and “three-dimensional” paper
[18].

Owing to the fast computers, the simplicial finite elements with a polynomial of the
first degree uniquely determined by function values at the vertices of a given simplex
are the most popular in applications. However, from the theoretical viewpoint cubic
two- and three-dimensional simplicial finite elements of the Hermite type are very
interesting because they guarantee continuous partial derivatives at the nodal points
of a given triangulation or tetrahedralization. Such a straightforward computation of
partial derivatives at the nodal points is always much more convincing than to compute
the arithmetical mean of derivatives obtained on finite elements having a nodal point
common.

The first theoretical step (after constructing a finite element) consists in proving a
corresponding interpolation theorem. Such a theorem enables us to prove the conver-
gence of the finite element method in the simplest case: a given domainΩ is polyhedral
and numerical integration is not used.

At the end the numerical results obtained in the three-dimensional case are discussed.
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