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Ing. Pavel Václavek, Ph.D.

ESTIMACE RYCHLOSTI PRO BEZSNÍMA ČOVÉ ŘÍZENÍ
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a simulace.

4



1 ÚVOD

S elektrickými pohony se dnes setkáváme v nejrůznějších aplikacích od průmyslu
až po malé domácí spotřebǐce. V řaďe aplikací, které byly ďríve doménou p̌redevším
stejnosm̌erných motorů, se stále více prosazují pohony s třífázovými asynchronními a
synchronními motory. Je to způsobeno tím, že pokročilý vývoj výkonové elektroniky
a mikroprocesorů prǒrídicí systémy umožnil nasazení spolehlivých a cenově dostup-
ných m̌enǐců pro ťrífázové motory, pomocí kterých lze dosáhnout plynulé a přesné
regulace otá̌cek a polohy pohonu. V moderních aplikacích elektrických pohonů tak
dokážeme spojit výhody třífázových motorů (relativňe jednoduchá konstrukce, vy-
soká spolehlivost) s jedinečnými vlastnostmi stejnosm̌erných motorů (plynulá regu-
lace otá̌cek a mechanického momentu).

Základní principy dnes používaných algoritmůřízení pohonů s asynchronními mo-
tory jsou známé již více než 30 let [1]. Během této doby byly původní algoritmy
znǎcně zdokonaleny a byla vytvořena řada jejich modifikací. Jeden rys mají však
všechny dnes průmyslově prakticky používané algoritmy pro preciznířízení asyn-
chronních motorů společný – pohon musí být vybaven snímačem mechanických otá-
ček. Oproti stejnosm̌ernému motoru, jehož otáčky lze p̌ri nižších požadavcích na přes-
nost řídit pouhým monitorováním statorového napětí a p̌rípadňe využít signálů ob-
sažených ve statorovém proudu z důvodu komutace, tento fakt představuje znǎcnou
nevýhodu.

Uvážíme-li, že v p̌rípaďe malých pohonů do 1kW cena snímače otá̌cekčasto odpo-
vídá (a nebo dokonce převyšuje) ceňe samotného motoru, je zřejmé, že by bylo velmi
výhodné najít takové algoritmy, které umožnířízení asynchronního motoru bez použití
mechanického senzoru. A právě o ťechto algoritmech pojednává následující text.

2 MODEL ASYNCHRONNÍHO MOTORU

Pro popis asynchronního motoru lze nalézt celouřadu matematických modelů.
Z praktického hlediska nejvýznamnější z nich jsou popsány v této kapitole.

2.1 Komplexorové pojetí velǐcin modelu asynchronního motoru

P̌ri analýze chování asynchronního motoru budeme využívat symbolického kom-
plexního popisu jednotlivých elektrických a magnetickýchveličin. Tento p̌rístup nám
umožní výrazné zjednodušení popisu motoru, vzhledem k tomu, že místo práce s ve-
li činami ve vícefázové soustavě budeme sledovat pouze chování komplexorů jednot-
livých veličin.

Vzhledem k tomu, že budeme popisovat symetricky uspořádaný stroj a dále budeme
předpokládat, že je vinutí statoru zapojeno do trojúhelníku, p̌rípadňe do hv̌ezdy bez
připojeného sťredu, musí platit pro proudy jednotlivý fází

isa + isb + isc = 0 (2.1)
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Obrázek 2.1: Grafická reprezentace konstrukce komplexoru statorového proudu

Komplexor statorového proudu zavedeme vztahem

is =
2

3
(isa + isbe

j2π/3 + isce
j4π/3) (2.2)

Pro proud jednotlivých fází pak můžeme za podmínky (2.1) naopak napsat

isa = ℜ{is}
isb = ℜ{ise

j4π/3}
isc = ℜ{ise

j2π/3}
(2.3)

Grafický význam konstrukce komplexoru statorového proudu je patrný z obr. 2.1

Uvážíme-li (2.1) dostaneme z (2.2)

is =
2

3

[

isa

(

1 − ej4π/3
)

+ isb

(

ej2π/3 − ej4π/3
)]

= isa + j

(

1√
3
isa +

2√
3
isb

)

= isα + jisβ
(2.4)

Získali jsme tak transformační vztahy mezi velǐcinou vyjáďrenou v ťrífázové a dvou-
fázové soustav̌e

isα = isa

isβ =
1√
3
isa +

2√
3
isb

(2.5)
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Inverzní transformaci odvodíme z (2.3)

isa = isα

isb = −1

2
isα +

√
3

2
isβ

isc = −1

2
isα −

√
3

2
isβ

(2.6)

Vztahy (2.5) a (2.6) definují tak zvanouClarkovu a inverzní Clarkovu trasnformaci,
která umož̌nuje vzájemný p̌revod vyjáďrení velǐcin mezi ťrí a dvou fázovou soustavou.
PojmenováníClarkova transformaceje poňekud chybné. Tuto transformaci zavedla
Edith Clarková [3] a správné pojmenování včeském jazyce je tedy spíšeClarkové
transformace.

V některých p̌rípadech poťrebujeme provést transformaci daného komplexoru do ji-
ného soǔradnicového systému, který je pootočen o úhelϑk, jak je ukázáno na obr. 2.2.
Je žrejmé, že pro komplexor statorového proudu v novém souřadnicovém systému
bude platit

ik
s = ise

−jϑk

= iksx + jiksy (2.7)

a naopak

is = ik
se

jϑk

= isα + jisβ (2.8)

Lehce uřcíme, že platí
iksx = isα cosϑk + isβ sinϑk

iksy = −isα sinϑk + isβ cosϑk
(2.9)

a
isα = iksx cos ϑk − iksy sin ϑk

isβ = iksx sin ϑk + iksy cos ϑk
(2.10)

Transformace definované vztahy (2.9) a (2.10) se nazývajíParkova a inverzní Par-
kova transformace[10] a jsou využívány p̌redevším v algoritmech vektorovéhořízení
motoru.

b α

β

is

isα

isβ
x

y

iksx
iksy ϑk

ωk

Obrázek 2.2: Vyjáďrení komplexoru v obecném souřadnicovém systému
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Analogické vztahy jako pro komplexor statorového proudu platí rovňež pro kom-
plexor statorového napětíus a magnetických toků.

2.2 T-model

Klasický tvar modelu asynchronního motoru s kotvou nakrátko byl navržen již
v roce 1959 [9] a v̌raďe aplikací je používán dodnes. Vychází z komplexorového
pojetí (kapitola 2.1) jednotlivých veličin motoru.

Za p̌redpokladu, že magnetizační ztráty jsou zanedbatelné, lze s využitím Kirchof-
fových zákonů pro obvod statoru a rotoru odvodit vztahy prokomplexory magnetic-
kého toku statoruΨs a rotoruΨr

dΨs

dt
= us − Rsis

dΨr

dt
= jωeΨr − Rrir

(2.11)

kdeRs, Rr jsou odpory vinutí statoru a rotoru,ir je proud vinutí rotoru aωe je elek-
trická úhlová rychlost rotoru, přičemžωe = zpω, kde zp je pǒcet pólových dvojic
motoru aω je mechanická úhlová rychlost rotoru. Magnetické toky jsousvázány s p̌rí-
slušnými proudy rovnicemi

Ψs = Lsis + Lmir

Ψr = Lmis + Lrir
(2.12)

kde Lm je magnetizǎcní induǩcnost, Ls = Lm + Lsσ je induǩcnost statoru,
Lr = Lm + Lrσ je induǩcnost rotoru, p̌ričemžLsσ a Lrσ jsou rozptylové induǩc-
nosti statoru a rotoru. Mechanický momentTe vyvolaný na rotoru je možné vyjádřit
více způsoby[2], nicméňe neǰcasťeji používaným je tvar

Te =
3

2
zpℑ{isΨs} (2.13)

Úhlová rychlost rotoruω je pak uřcena vztahem

dω

dt
=

1

J
(Te − TL) (2.14)
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Rs Lsσis
Lrσ Rr/s

Lm irus

Obrázek 2.3: Náhradní elektrické schema pro T-model asynchronního motoru

Shrneme-li uvedené vztahy, dostaneme model asynchronníhomotoru ve tvaru

dΨs

dt
= us − Rsis

dΨr

dt
= jωeΨr − Rrir

ωe = zpω

Ψs = Lsis + Lmir

Ψr = Lmis + Lrir

Te =
3

2
zpℑ{isΨs}

dω

dt
=

1

J
(Te − TL)

(2.15)

Struktǔre popsané rovnicemi (2.15) odpovídá v ustáleném stavu náhradní elektrické
schema [14], které je uvedeno na obr. 2.3. Vidíme, že náhradní schema má podobu
T-článku, což vede k b̌ežňe užívanému označení tohoto modelu jakoT-model.

2.3 Γ-model

Popis asynchronního motoru strukturou (2.15) poměrňe věrňe reprezentuje elektro-
magnetické ďeje probíhající b̌ehemčinnosti motoru. Tento tvar modelu však v sobě
skrývá jeden podstatný problém. Snadno lze ukázat [11], že model obsahuje jeden
nadbytěcný parametr. Z tohoto důvodu neexistuje jednoznačná relace mezi vstupně
výstupním chováním modelu z pohledu statorových elektrických velǐcin a vniťrních
parametrů motoru. Tento fakt způsobuje potíže při úlohách identifikace parametrů mo-
delu a rovňež zbytěcně komplikuje konstrukci stavových rekonstruktorů.

V řaďe p̌rípadů je pak vhodňejší použít model založený na minimálním počtu pa-
rametrů [13]. Pokusme se zjednodušit vztah mezi toky a proudy (2.12) tak, aby došlo
k eliminaci nadbytěcného parametru. Uvažujme substituci

Ψr =
1

γ
ΨR

ir = γiR

(2.16)
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kde

γ =
Ls

Lm
(2.17)

Po dosazení (2.16) do (2.12) dostaneme

Ψs = Ls(is + iR)

ΨR = Ψs +

(

LrL
2
s

L2
m

− Ls

)

iR

(2.18)

což snadno upravíme na

Ψs = Ls(is + iR)

ΨR = Ψs + (γLsσ + γ2Lrσ)iR

(2.19)

Pokud nyní oznǎcíme

LM = γLm = Ls

LL = γLsσ + γ2Lrσ

(2.20)

dostaneme
Ψs = LM(is + iR)

ΨR = Ψs + LLiR
(2.21)

kdeLM je nová magnetizǎcní aLL rozptylová induǩcnost.
Dosazením substituce (2.16) do (2.11) dostaneme

dΨs

dt
= us − Rsis

dΨR

dt
= jωeΨR − γ2RriR

(2.22)

Jestliže položíme

Rr =
1

γ2
RR (2.23)

dosp̌ejeme k diferenciálním rovnicím

dΨs

dt
= us − Rsis

dΨR

dt
= jωeΨR − RRiR

(2.24)

jejichž tvar je formálňe shodný s T-modelem. Povšimněme si, že nedošlo k žádné
transformaci statorového tokuΨs a statorového prouduis. Výpočet mechanického
momentu bude tedy rovněž shodný s T-modelem. Vztahy popisující výsledný model
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Rsis
LL RR/s

LM iRus

Obrázek 2.4: Náhradní elektrické schema proΓ-model asynchronního motoru

lze shrnout do tvaru
dΨs

dt
= us − Rsis

dΨR

dt
= jωeΨR − RRiR

ωe = zpω

Ψs = LM(is + iR)

ΨR = Ψs + LLiR

Te =
3

2
zpℑ{isΨs}

dω

dt
=

1

J
(Te − TL)

(2.25)

s p̌revodními vztahy

γ =
Ls

Lm

ΨR = γΨr

iR =
1

γ
ir

LM = γLm = Ls

LL = γLsσ + γ2Lrσ

RR = γ2Rr

(2.26)

Odpovídající náhradní elektrické schema pro ustálený stavje zobrazeno na obr. 2.4.
Vzhledem k tvaru tohoto obvodu se pro uvedený model používá oznǎceníΓ-model.

Druhou variantou je volba substituce

Ψr =
1

γ ′Ψ
′
R

ir = γ ′i′R

(2.27)

kde

γ ′ =
Lm

Lr
(2.28)
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Rsis
L′

L

L′
M

R′
R/s

i′Rus

Obrázek 2.5: Náhradní elektrické schema pro inverzníΓ-model asynchronního motoru

Obdobným způsobem, jak bylo ukázáno uΓ-modelu dosp̌ejeme k popisu

dΨs

dt
= us − Rsis

dΨ′
R

dt
= jωeΨ

′
R − R′

Ri′R

ωe = zpω

Ψs = Ψ
′
R + L′

Lis

Ψ
′
R = L′

M(is + i′R)

Te =
3

2
zpℑ{isΨs}

dω

dt
=

1

J
(Te − TL)

(2.29)

s p̌revodními vztahy

γ ′ =
Lm

Lr

Ψ
′
R = γ ′

Ψr

i′R =
1

γ ′ir

L′
M = γ ′Lm

L′
L = Lsσ + γ ′Lrσ

R′
R = γ ′2Rr

(2.30)

Odpovídající náhradní elektrické schema pro ustálený stavje zobrazeno na obr. 2.5.
Vzhledem k tvaru tohoto obvodu se pro uvedený model používá oznǎcení inverzní
Γ-modelnebo takéΓ−1-model.

Jak v p̌rípaďe Γ-modelu tak i inverzníhoΓ-modelu je pochopitelné, že neexistují
jednoznǎcné p̌repǒcítací vztahy na p̌ríslušný T-model. P̌ri poťreb̌e zp̌etného p̌revodu
musíme použít dodatečnou podmínku, kterou volíme obvykle ve tvaru

Lsσ = Lrσ (2.31)
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2.4 Model normalizovaný vzhledem k induǩcnostem

Během výzkumu bezsnímačovéhořízení byl vyvinut model [15], který ukazuje, že
charakter dynamiky asynchronního motoru může být popsán modelem, který je do-
konce ješťe jednodušší, než dříve zmíňenýΓ-model. Podstata tohoto modelu spočívá
v myšlence, že hodnoty jednotlivých indukčností motoru lze obvykle pom̌erňe p̌resňe
identifikovat a považovat je běhemčinnosti motoru za p̌ribližně konstantní.

P̌ri odvození modelu vyjdeme z rovnic T-modelu (2.11) a (2.12). P̌ri řízení motoru
je obvykle nutné znát nejen statorový proud, ale také polohukomplexoru rotorového
magnetického toku. Z tohoto hlediska je tedy vhodné zvolit uvedené velǐciny p̌rímo
jako stavové velǐciny modelu. Po úprav̌e pak dostaneme z (2.11) a (2.12)

dis

dt
=

Lr

LsLr − L2
m

[

us +
Lm

Lr

(

Rr

Lr
− jωe

)

Ψr −
(

Rs +
L2

mRr

L2
r

)

is

]

dΨr

dt
= −

(

Rr

Lr
− jωe

)

Ψr +
RrLm

Lr
is

(2.32)

Z tvaru rovnic (2.32) je patrné, že jejich zjednodušení je možné dosáhnout substitucí

is =
Lr

LsLr − L2
m

i′s

Ψr =
Lr

Lm
Ψ

′
r

(2.33)

Pokud dosadíme (2.33) do (2.32) dostaneme

di′s
dt

= us +

(

Rr

Lr
− jωe

)

Ψ
′
r −

RsL
2
r + L2

mRr

LsL2
r − L2

mLr
i′s

dΨ′
r

dt
= −

(

Rr

Lr
− jωe

)

Ψ
′
r +

RrL
2
m

LsL2
r − L2

mLr
i′s

(2.34)

Oznǎcme

ξ1 =
RsL

2
r + L2

mRr

LsL2
r − L2

mLr

ξ2 =
Rr

Lr

ξ3 =
RrL

2
m

LsL2
r − L2

mLr

(2.35)

Rovnice (2.34) pak můžeme zapsat ve tvaru

di′s
dt

= us − ξ1i
′
s + (ξ2 − jωe)Ψ

′
r

dΨ′
r

dt
= − (ξ2 − jωe)Ψ

′
r + ξ3i

′
s

(2.36)

Vidíme, že jsme získali model, který popisuje dynamické chování elektrickéčásti
asynchronního motoru s použitím pouze tří parametrůξ1, ξ2, ξ3. Této vlastnosti bude
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využito p̌ri návrhu stavového rekonstruktoru v kapitole 3. Pro použití modelu p̌ri ří-
zení motoru musíme samozřejmě znát m̌ěrítka jednotlivých stavových veličin, která
jsou dána vztahy (2.33).

Obdobňe jako v p̌rípaďe p̌redchozích tvarů modelu motoru i v tomto přípaďe mů-
žeme vyjáďrit elektromechanický moment motoru pomocí stavových veličin motoru.

Te =
3

2
zpℑ{isΨs} =

3

2
zp

Lm

Lr
ℑ{isΨr} =

3

2
zp

Lr

LsLr − L2
m

ℑ{i′sΨ′
r} (2.37)

Oznǎcíme-li

ξT =
3

2
zp

Lr

LsLr − L2
m

(2.38)

můžeme pro mechanickoučást motoru psát

Te = ξTℑ{i′sΨ′
r}

dω

dt
=

1

J
(Te − TL)

ωe = zpω

(2.39)

3 NÁVRH ESTIMÁTORU OTÁ ČEK A POLOHY
KOMPLEXORU MAGNETICKÉHO

3.1 Analýza rekonstruovatelnosti stavových velǐcin

Dříve, než se budeme věnovat návrhu algoritmu estimátoru otáček, pokusíme se
zjistit, zda a za jakých podmínek obsahuje mě̌rení statorových elektrických veličin in-
formaci o mechanických otáčkách rotoru a komplexorech magnetických toků. Jedná
se v podstaťe o zodpov̌ezení otázky, zda jsou stavové veličiny modelu (2.15)Ψs,Ψr, ω
rekonstruovatelné. I když nebudeme uvažovat nelinearitu magnetizǎcní charakteris-
tiky, je v modelu p̌rítomna nelinearita v podobě soǔcinu stavových velǐcin.

Otázka pozorovatelnosti a rekonstruovatelnosti stavu nelineárního systému je značně
komplexní a metody pro její̌rešení jsou stále vyvíjeny [4]. Vzhledem k tomu, že na-
ším cílem je výpǒcet odhadu aktuální hodnoty stavu, měli bychom se zabývat otázkou
jeho rekonstruovatelnosti. Pro její posouzení můžeme však použít kritéria pozorova-
telnosti nelineárních systémů, vzhledem k tomu, že platí,že každý fyzikální systém
splňuje podmínku kauzality – aktuální hodnota stavux(t) v časet je funkcí pǒcátěc-
ního stavux(t0) a průb̌ehu vstupůu(t0, t) na intervalu(t0, t). Pokud známe pǒcátěcní
stav a průb̌eh vstupních signálů, můžeme vždy určit koněcný stav systému.

x(t) = Φ(x(t0), u(t0, t)) (3.1)

Z pozorovatelnosti stavu systému tedy plyne jeho rekonstruovatelnost. Vyšetřením
pozorovatelnosti tak získáme podmínku postačující pro dosažení rekonstruovatelnosti.

Zatímco pojem pozorovatelnosti a jeho analýza u lineárníchsystémů se spojitým
časem je pom̌erňe jednoduchou záležitostí, v přípaďe nelineárních systémů je situace
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znǎcně komplikovaňejší. Problematika pozorovatelnosti nelineárních systémů byla
uspokojiv̌e vy̌rešena až koncem sedmdesátých let minulého století [6], přičemž bylo
nutné pojem pozorovatelnosti definovat obecněji, než u lineárních systémů. Uvažujme
nelineární dynamický systémΣ popsaný rovnicemi

dx

dt
= f(x, u)

y = h(x)
(3.2)

kdex ∈ Ω ⊂ R
n je stavový vektor systému patřící do stavového prostoruΩ, u ∈

U ⊂ R
m je vektor vstupních hodnot ay ∈ Y ⊂ R

r je vektor výstupních hodnot.

Definice 3.1– Vstupně – výstupní relace
Necht’(u(τ), 〈t0, t1〉) je segment průběhu vstupní funkceu : 〈t0, t1〉 7→ R

m na inter-
valu τ ∈ 〈t0, t1〉, (y(τ), 〈t0, t1〉) je segment průběhu výstupní funkcey : 〈t0, t1〉 7→
R

r na intervaluτ ∈ 〈t0, t1〉, který je výsledkem řešení systémuΣ (3.2) při počáteční
podmíncex(t0) = x0. Relaci

Σx0
: U × 〈t0, t1〉 7→ Y 〈t0, t1〉

(y(τ), 〈t0, t1〉) = Σx0
((u(τ), 〈t0, t1〉))

(3.3)

pak nazývámevstupňe–výstupní relacísystémuΣ v boděx0.

Definice 3.2– Definice nerozlišitelnosti stavu
Stavyx0, x1 jsounerozlišitelné, jestliže vedou ke shodné vstupně výstupní relaci

Σx0
= Σx1

(3.4)

což je ekvivalentní podmínce

∀(u(τ), 〈t0, t1〉) ∈ U × R Σx0
((u(τ), 〈t0, t1〉)) = Σx1

((u(τ), 〈t0, t1〉)) (3.5)

Můžeme pak zavéstrelaci nerozlišitelnosti(ekvivalence) stavu

I : Ω 7→ Ω

I(x0) = {x|Σx0
= Σx}

(3.6)

Definice 3.3– Definice pozorovatelnosti
Stav systémuΣ je pozorovatelnýv boděx0, právě když platí

I(x0) = {x0} (3.7)

Říkáme, že systémΣ je pozorovatelný, právě když platí

∀x0 ∈ Ω I(x0) = {x0} (3.8)

Všimněme si, že z definice pozorovatelnosti 3.3 vyplývá pouze, že pro pozorova-
telný systém existuje takový průběh vstupního signálu, že dojde k rozlišení zvolených
bodů stavového prostorux0, x1 ∈ Ω

∃(u(τ), 〈t0, t1〉) ∈ U × R Σx0
((u(τ), 〈t0, t1〉)) 6= Σx1

((u(τ), 〈t0, t1〉)) (3.9)
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Pokud je systém pozorovatelný, víme, že existuje takovéřízení, že dojde k rozlišení
stavu systému. Není však známo, jaký průběh řízení máme použít, ani délka inter-
valu pozorování. Taková definice pozorovatelnosti je poněkud problematická, protože
rozlišitelnost dvou bodů stavového prostoru může být závislá na intervalu pozorování
〈t0, t1〉. Řešením je zavedení přísňejší definice pozorovatelnosti – lokální pozorova-
telnost.

Definice 3.4– Definice nerozlišitelnosti stavu na množiněX
Necht’ x0, x1 ∈ x ⊂ Ω jsou stavy systémuΣ (3.2) aΘx0

((u(τ), 〈t0, t1〉)) je sta-
vová trajektorie systémuΣ při působení vstupního signáluu(τ) v časovém úseku
τ ∈ 〈t0, t1〉 a při počátečním stavux(t0) = x0. Stavyx0, x1 jsou paknerozlišitelné
na množiněX, právě když platí

∀(u(τ), 〈t0, t1〉) ∈ U × R

Θx0
((u(τ), 〈t0, t1〉)) ⊂ X × R ⇒ Σx0

((u(τ), 〈t0, t1〉)) = Σx1
((u(τ), 〈t0, t1〉))

(3.10)
Můžeme pak zavéstrelaci nerozlišitelnostistavu na množiněX ⊂ Ω

IX : X 7→ X

IX(x0) = {x|x ∈ X ∧ ∀(u(τ), 〈t0, t1〉) ∈ U × R

Θx((u(τ), 〈t0, t1〉)) ⊂ X × R ⇒ Σx0
((u(τ), 〈t0, t1〉)) = Σx((u(τ), 〈t0, t1〉))}

(3.11)

Definice 3.5– Definice lokální pozorovatelnosti
Stav systémuΣ je lokálně pozorovatelnýv boděx0, právě když platí

∀X ∈ O, X ⊂ Ω, x0 ∈ X IX(x0) = {x0} (3.12)

Říkáme, že systémΣ je lokálně pozorovatelný, právě když platí

∀x0 ∈ Ω ∀X ∈ O, X ⊂ Ω, x0 ∈ X IX(x0) = {x0} (3.13)

Definice lokální pozorovatelnosti je poměrňe p̌rísná. Vyplývá z ní, že musí být
možné rozlišit stav systému pozorováním po libovolně krátký interval. Vyšetření lo-
kální pozorovatelnosti by bylo v obecném přípaďe znǎcně komplikované, proto pod-
mínky v definici pozorovatelnosti zmírníme,čímž p̌rejdeme k pojmu slabé pozorova-
telnosti.

Definice 3.6– Definice slabé pozorovatelnosti
Stav systémuΣ je slab̌e pozorovatelnýv boděx0, právě když platí

∃X ∈ O, x0 ∈ X I(x0) ∩ X = {x0} (3.14)

SystémΣ je slab̌e pozorovatelný, právě když platí

∀x0 ∈ Ω ∃X ∈ O, x0 ∈ X I(x0) ∩ X = {x0} (3.15)
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Pojem slabé pozorovatelnosti je třeba chápat tak, že nám postačuje, pokud doká-
žeme odlišit stav systému od dalších bodů stavového prostoru v jeho blízkém okolí.
Opět však není žrejmé, jak dlouhý musí být interval pozorování, aby došlo k rozlišení
stavu. Definici proto upravíme obdobně jako v p̌rípaďe lokální pozorovatelnosti.

Definice 3.7– Definice lokální slabé pozorovatelnosti
Stav systémuΣ je lokálně slab̌e pozorovatelnýv boděx0, právě když platí

∃X ∈ O ∀X ′ ∈ O, X ′ ⊂ X, x0 ∈ X ′ IX′(x0) = {x0} (3.16)

SystémΣ je lokálně slab̌e pozorovatelný, právě když platí

∀x0 ∈ Ω ∃X ∈ O ∀X ′ ∈ O, X ′ ⊂ X, x0 ∈ X ′ IX′(x0) = {x0} (3.17)

Tuto definici můžeme interpretovat tak, že pokud je systém lokálňe slab̌e pozorova-
telný, lze rozlišit jeho stav p̌ri libovolnémřídicím signálu a b̌ehem libovolňe krátkého
intervalu pozorování od bodů stavového prostoru v blízkémokolí. Taková vlastnost
je plně postǎcující pro průb̌ežné sledování stavu systému. I když i posledně uvedená
definice je znǎcně komplikovaná, bylo odvozeno [6, 5] relativně jednoduché kritérium
pro posouzení lokální slabé pozorovatelnosti.

Definice 3.8– Definice Lieovy derivace
Necht’ f : R

n 7→ R
n je vektorové pole vRn a h : R

n 7→ R
r je funkce jejímž

výsledkem je vektor vRr. Lieova derivace funkceh vzhledem k vektorovému polif je
pak definována vztahy

Lfh = (∇h)f =
∂h

∂x
f =

n
∑

i=1

∂h

∂xi
fi (3.18)

L0
fh = h

Lk
fh = LfLk−1

f h
(3.19)

Teorém 3.1– Teorém o lokální slabé pozorovatelnosti
Uvažujme systémΣ popsaný rovnicemi (3.2) a bod stavového prostorux0 ∈ Ω. Se-
stavme matici

O =
∂L

∂x

∣

∣

∣

∣

x=x0

(3.20)

kde

L =









L0
fh

Lfh
...

Ln−1
f h









(3.21)

Pokud je hodnost kriteriální maticeO rovnan

rank{O} = n (3.22)

je stav systémuΣ v boděx0 lokálně slabě pozorovatelný.
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Toto kritérium umož̌nuje nalezení postačující podmínky pro lokální slabou pozoro-
vatelnost stavu nelineárního systému. Obecně platí i obrácená implikace – pokud je
stav systému lokálňe slab̌e pozorovatelný, je hodnost kriteriální maticeO rovnan.

Pokusme se nyní aplikovat teorém 3.1 na model asynchronníhomotoru. Pro analýzu
pozorovatelnosti použijeme model motoru (2.36). Vzhledemk tomu, že moment setr-
vačnosti ani záťežný moment není znám, není možné určit derivaci úhlové rychlosti.
Nezbývá proto jiná možnost, než úhlovou rychlost rotoru považovat za konstantní.

di′s
dt

= us − ξ1i
′
s + (ξ2 − jωe)Ψ

′
r

dΨ′
r

dt
= − (ξ2 − jωe)Ψ

′
r + ξ3i

′
s

dωe

dt
= 0

(3.23)

Mě̌rené výstupy systému jsou tvořeny modifikovanými statorovými proudy

y = i′s (3.24)

Stavové rovnice rozepíšeme do jednotlivých složek

di′sα
dt

= usα − ξ1i
′
sα + ξ2Ψ

′
rα + ξ2ωeΨ

′
rβ

di′sβ
dt

= usβ − ξ1i
′
sβ + ξ2Ψ

′
rβ − ξ2ωeΨ

′
rα

dΨ′
rα

dt
= −ξ2Ψ

′
rα − ξ2ωeΨ

′
rβ + ξ3i

′
sα

dΨ′
rβ

dt
= −ξ2Ψ

′
rβ + ξ2ωeΨ

′
rα + ξ3i

′
sβ

dωe

dt
= 0

(3.25)

Dostáváme stavové rovnice ve tvaru (3.2), kde

x =













i′sα
i′sβ
Ψ′

rα

Ψ′
rβ

ωe













(3.26)

u =

[

usα

usβ

]

(3.27)

y =

[

i′sα
i′sβ

]

(3.28)
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f(x, u) =













usα − ξ1i
′
sα + ξ2Ψ

′
rα + ξ2ωeΨ

′
rβ

usβ − ξ1i
′
sβ + ξ2Ψ

′
rβ − ξ2ωeΨ

′
rα

−ξ2Ψ
′
rα − ξ2ωeΨ

′
rβ + ξ3i

′
sα

−ξ2Ψ
′
rβ + ξ2ωeΨ

′
rα + ξ3i

′
sβ

0













(3.29)

h(x) =

[

i′sα
i′sβ

]

(3.30)

Jedná se o systém pátéhořádu, musíme proto vypočítat Lieovy derivace až dǒctvrtého
řádu. Z důvodu velkého rozsahu výpočtu bude naznǎcen výpǒcet jen první a druhé
Lieovy derivace.

L0
fh = h =

[

i′sα
i′sβ

]

(3.31)

Lfh =
∂h

∂x
f =

[

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

]













usα − ξ1i
′
sα + ξ2Ψ

′
rα + ξ2ωeΨ

′
rβ

usβ − ξ1i
′
sβ + ξ2Ψ

′
rβ − ξ2ωeΨ

′
rα

−ξ2Ψ
′
rα − ξ2ωeΨ

′
rβ + ξ3i

′
sα

−ξ2Ψ
′
rβ + ξ2ωeΨ

′
rα + ξ3i

′
sβ

0













=

=

[

usα − ξ1i
′
sα + ξ2Ψ

′
rα + ξ2ωeΨ

′
rβ

usβ − ξ1i
′
sβ + ξ2Ψ

′
rβ − ξ2ωeΨ

′
rα

]

(3.32)

L2
fh = LfLfh =

∂Lfh

∂x
f =

=

[

−ξ1 0 ξ2 ξ2ωe ξ2Ψ
′
rβ

0 −ξ1 −ξ2ωe ξ2 −ξ2Ψ
′
rα

]













usα − ξ1i
′
sα + ξ2Ψ

′
rα + ξ2ωeΨ

′
rβ

usβ − ξ1i
′
sβ + ξ2Ψ

′
rβ − ξ2ωeΨ

′
rα

−ξ2Ψ
′
rα − ξ2ωeΨ

′
rβ + ξ3i

′
sα

−ξ2Ψ
′
rβ + ξ2ωeΨ

′
rα + ξ3i

′
sβ

0













(3.33)
Dále postupujeme podle obdobného schematu. Výsledkem Lieovy derivace je sloup-
cový vektor se dv̌emařádky

Lk
fh =

[ Lk
fh1

Lk
fh2

]

(3.34)
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Kriteriální matice pozorovatelnostiO má pak tvar Jacobiho matice

O =



















































∂L0
fh1

∂i′sα

∂L0
fh1

∂i′sβ

∂L0
fh1

∂Ψ′
rα

∂L0
fh1

∂Ψ′
rβ

∂L0
fh1

∂ωe

∂L0
fh2

∂i′sα

∂L0
fh2

∂i′sβ

∂L0
fh2

∂Ψ′
rα

∂L0
fh2

∂Ψ′
rβ

∂L0
fh2

∂ωe

∂Lfh1

∂i′sα

∂Lfh1

∂i′sβ

∂Lfh1

∂Ψ′
rα

∂Lfh1

∂Ψ′
rβ

∂Lfh1

∂ωe

∂Lfh2

∂i′sα

∂Lfh2

∂i′sβ

∂Lfh2

∂Ψ′
rα

∂Lfh2

∂Ψ′
rβ

∂Lfh2

∂ωe
...

...
...

...
...

∂L4
fh1

∂i′sα

∂L4
fh1

∂i′sβ

∂L4
fh1

∂Ψ′
rα

∂L4
fh1

∂Ψ′
rβ

∂L4
fh1

∂ωe

∂L4
fh2

∂i′sα

∂L4
fh2

∂i′sβ

∂L4
fh2

∂Ψ′
rα

∂L4
fh2

∂Ψ′
rβ

∂L4
fh2

∂ωe



















































(3.35)

Matice pozorovatelnostiO má v našem p̌rípaďe rozm̌er10 × 5. Vzhledem k tomu,
že ov̌ěrujeme pozorovatelnost systému pátéhořádu, poťrebujeme uřcit, zda je hodnost
maticeO rovna 5. Lze postupovat tak, že budeme hledatčtvercovou matici složenou
z libovolných p̌eti řádků maticeO, která bude regulární. Proved’me výběr tak, že
budeme uvažovat nejnižší Lieovy derivace,čímž dostáváme dvě možnosti

O1 =





































∂L0
fh1

∂i′sα

∂L0
fh1

∂i′sβ

∂L0
fh1

∂Ψ′
rα

∂L0
fh1

∂Ψ′
rβ

∂L0
fh1

∂ωe

∂L0
fh2

∂i′sα

∂L0
fh2

∂i′sβ

∂L0
fh2

∂Ψ′
rα

∂L0
fh2

∂Ψ′
rβ

∂L0
fh2

∂ωe

∂Lfh1

∂i′sα

∂Lfh1

∂i′sβ

∂Lfh1

∂Ψ′
rα

∂Lfh1

∂Ψ′
rβ

∂Lfh1

∂ωe

∂Lfh2

∂i′sα

∂Lfh2

∂i′sβ

∂Lfh2

∂Ψ′
rα

∂Lfh2

∂Ψ′
rβ

∂Lfh2

∂ωe

∂L2
fh1

∂i′sα

∂L2
fh1

∂i′sβ

∂L2
fh1

∂Ψ′
rα

∂L2
fh1

∂Ψ′
rβ

∂L2
fh1

∂ωe





































(3.36)
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O2 =





































∂L0
fh1

∂i′sα

∂L0
fh1

∂i′sβ

∂L0
fh1

∂Ψ′
rα

∂L0
fh1

∂Ψ′
rβ

∂L0
fh1

∂ωe

∂L0
fh2

∂i′sα

∂L0
fh2

∂i′sβ

∂L0
fh2

∂Ψ′
rα

∂L0
fh2

∂Ψ′
rβ

∂L0
fh2

∂ωe

∂Lfh1

∂i′sα

∂Lfh1

∂i′sβ

∂Lfh1

∂Ψ′
rα

∂Lfh1

∂Ψ′
rβ

∂Lfh1

∂ωe

∂Lfh2

∂i′sα

∂Lfh2

∂i′sβ

∂Lfh2

∂Ψ′
rα

∂Lfh2

∂Ψ′
rβ

∂Lfh2

∂ωe

∂L2
fh2

∂i′sα

∂L2
fh2

∂i′sβ

∂L2
fh2

∂Ψ′
rα

∂L2
fh2

∂Ψ′
rβ

∂L2
fh2

∂ωe





































(3.37)

MaticeO1 a O2 jsou tém̌ěr shodné, liší se pouze volbou posledníhořádku. Pro ov̌e-
ření, zda jsou matice regulární, vypočteme jejich determinanty.

D1 = det{O1} = ξ3
2(1 + ω2

e)
dΨ′

rβ

dt
(3.38)

D2 = det{O2} = ξ3
2(1 + ω2

e)
dΨ′

rα

dt
(3.39)

Matice O1 je regulární práv̌e když je její determinant nenulovýD1 6= 0, obdobňe
regulárnost maticeO2 je ekvivalentní splňení podmínkyD2 6= 0. Vzhledem k tomu,
že parametrξ2 je odvozený z fyzikálních parametrů motoru vztahem (2.35), je žrejmé,
žeξ2 6= 0. Platí tedy

D1 6= 0 ⇔
dΨ′

rβ

dt
6= 0

D2 6= 0 ⇔ dΨ′
rα

dt
6= 0

(3.40)

Postǎcující podmínkou pro to, aby hodnost maticeO byla rovna p̌eti, je regulárnost
některé z maticeO1, O2 a tedy

dΨ′
rα

dt
6= 0 ∨

dΨ′
rβ

dt
6= 0 ⇒ rank{O} = 5 (3.41)

což lze zapsat v komplexorovém tvaru jako

dΨ′
r

dt
6= 0 ⇒ rank{O} = 5 (3.42)

Na záklaďe teorému 3.1 dospějeme k záv̌eru, že stav systému (3.23) je lokálně slab̌e
pozorovatelný p̌ri splnění podmínky

dΨ′
r

dt
6= 0 (3.43)

Všimněme si, že ve smyslu definice 3.7 se nám nepodařilo dokázat pozorovatelnost
systému, ale pouze jeho stavu v bodech stavového prostoru, pro které je splňena pod-
mínka (3.43). Můžeme se sice pokusit zkoumat hodnost matice O s využitím jejich
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zbývajícícȟrádků, avšak tento postup nevede k získání mírnější postǎcující podmínky
pro pozorovatelnost stavu, než je vztah (3.43).

Vztah (3.43) interpretujeme tak, že postačující podmínkou pro pozorovatelnost stavu
asynchronního motoru je to, že komplexor rotorového magnetického tokuΨ

′
r není

konstantní. Vzhledem k tomu, že při použití algoritmu vektorovéhǒrízení s orientací
na rotorový tok je délka komplexoru rotorového magnetického toku udržována kon-
stantní, musí být alespoň úhlová rychlost jeho pohybu nenulováωf 6= 0. Skutěcnost,
že p̌ri nulové statorové frekvenci m̌ěrení statorových elektrických veličin neobsahuje
informaci o mechanické úhlové rychlosti rotoru, je dobře známá [12, 16] a způso-
buje problémy s odhadem otáček v oblasti nízkých rychlostí.̌Rešení pak může spo-
čívat v úprav̌e algoritmu vektorovéhǒrízení tak, aby nedošlo k situaci, kdy by byla
statorová frekvence nulová (např. odbuzením motoru v oblasti nízkých otáček, čímž
dojde k nárůstu statorové frekvence při zachování vyvolaného elektromechanického
momentu).

3.2 Estimace otá̌cek a magnetického toku

P̌rirozenou cestou, jak zajistit stabilitu odhadu, je přímo z požadavku stability při
návrhu algoritmu vyjít. Pokusme se tedy v této kapitole provést vlastní návrh estimá-
toru otá̌cek a magnetického toku na základě analýzy stability [15].

P̌ri návrhu vyjdeme z pokud možno co nejjednoduššího modelu motoru. Tím může
být struktura odvozená v kapitole 2.4. Uvažované stavové rovnice mají pak tvar

di′s
dt

= us − ξ1i
′
s + (ξ2 − jωe)Ψ

′
r

dΨ′
r

dt
= − (ξ2 − jωe)Ψ

′
r + ξ3i

′
s

(3.44)

s parametry

ξ1 =
RsL

2
r + L2

mRr

LsL2
r − L2

mLr

ξ2 =
Rr

Lr

ξ3 =
RrL

2
m

LsL2
r − L2

mLr

(3.45)

Stavové velǐciny modelu jsou se skutečnými elektromagnetickými veličinami vázány
vztahy

is =
Lr

LsLr − L2
m

i′s

Ψr =
Lr

Lm
Ψ

′
r

(3.46)

Budeme p̌redpokládat, že induǩcnosti jsou známé, tak aby byly převodní vztahy (3.46)
jednoznǎcně uřceny. Estimátor musí vypočítat odhad rotorového tokũΨ′

r, statorových
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Motor

Model

Algoritmus
korekce stavu

Řídicí
algoritmus

ω

is

us

ĩ
′

s

ω̃
Ψ̃

′

r

ωw

i′
s

= f (is)

Ψ̃r = g
(

Ψ̃
′

r

)

∆i′
s

Obrázek 3.1: Blokové schema regulačního obvodu s rekonstruktorem

proudůĩ′s a elektrický otá̌cek ω̃e. Vzhledem k tomu, že může docházet ke změnám
odporu statoru a rotoru, uvažujme, že neznáme přesné hodnoty parametrů modelu a
použijeme jejich odhadỹξ1, ξ̃2, ξ̃3.

Popis estimátoru budeme hledat ve tvaru, který je podobný svojí strukturou Lu-
enbergerovu rekonstruktoru

dĩ′s
dt

= us − ξ̃1ĩ
′
s +

(

ξ̃2 − jω̃e

)

Ψ̃
′
r + δ

dΨ̃′
r

dt
= −

(

ξ̃2 − jω̃e

)

Ψ̃
′
r + ξ̃3ĩ

′
s

(3.47)

kde pomocí výrazuδ zavádíme korekci statorového proudu. Principiální schemasys-
tému s rekonstruktorem je zachyceno na obr. 3.1. Vstupem motoru a modelu v esti-
mátoru (3.47) je statorové napětíus. Za výstup systému budeme považovat statorový
proudi′s, p̌ričemž rozdílu mezi jeho skutečnou m̌ěrenou hodnotoui′s a vypǒcteným
odhadem̃i′s využijeme pro výpǒcet korekce jednotlivých stavových veličin modelu.

Porovnáme-li skutěcné a odhadované hodnoty jednotlivých veličin, můžeme vyjá-
dřit estimǎcní odchylky

∆i′s = ĩ′s − i′s

∆Ψ
′
r = Ψ̃

′
r −Ψ

′
r

(3.48)

∆ωe = ω̃e − ωe (3.49)
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∆ξ1 = ξ̃1 − ξ1

∆ξ2 = ξ̃2 − ξ2

∆ξ3 = ξ̃3 − ξ3

(3.50)

Derivací (3.48) podlěcasu dostaneme

d∆i′s
dt

=
dĩ′s
dt

− di′s
dt

d∆Ψ
′
r

dt
=

dΨ̃′
r

dt
− dΨ′

r

dt

(3.51)

což lze upravit dosazením (3.44) a (3.47) na tvar

d∆i′s
dt

= (∆ξ2 − j∆ωe)Ψ̃
′
r − ∆i′sξ̃1 − i′s∆ξ1+

+
(

j(∆ωe − ω̃e) − ∆ξ2 + ξ̃2

)

∆Ψ
′
r + δ

d∆Ψ
′
r

dt
= −(∆ξ2 − j∆ωe)Ψ̃

′
r + ∆i′sξ̃3+

+ i′s∆ξ3 −
(

j(∆ωe − ω̃e) − ∆ξ2 + ξ̃2

)

∆Ψ
′
r

(3.52)

Nutnou podmínkou pro shodu estimovaných hodnot stavů s jejich skutěcnými hod-
notami je co nejlepší shoda výstupu estimovaného systému a jeho modelu. Budeme se
tedy snažit najít takovou korekciδ, aby platilo

∆i′s = 0 (3.53)

P̌rímé řešení této podmínky je značně obtížné. Můžeme ji však snadno převést na
řešení stability systému prvníhořádu. Jak uvidíme dále, tento postup zajistí přibližně
exponenciální konvergenci odchylky∆i′s k nule, pokud budou estimační odchylky
malé. Zaved’me pomocnou proměnnoux, pro kterou platí

dx

dt
= ∆i′s (3.54)

Je žrejmé, že pokud zajistíme stabilizaci proměnnéx (tj. její hodnota se bude šcasem
blížit nule), dosáhneme platnosti podmínky (3.53). Nejjednodušší možnost stabilizace
systému (3.54) jeho převedení na tvar

dx

dt
= −k1x + y (3.55)

kde y představuje další pomocnou proměnnou ak1 > 0. Pokud zajistíme, že bude
platit

y = 0 (3.56)

bude hodnota prom̌ennéx a tím i ∆i′s exponenciálňe klesat k nule. Úlohu jsme nyní
tedy p̌revedli na problém stabilizace proměnnéy. Porovnáním pravých stran (3.54) a
(3.55) dostaneme

y = ∆i′s + k1x (3.57)
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a následňe derivací podlěcasu

dy

dt
=

d∆i′s
dt

+ k1

dx

dt
(3.58)

Dosazením (3.52) a (3.54) za derivace na pravé straně (3.58) získáme diferenciální
rovnici

dy

dt
= (∆ξ2 − j∆ωe)Ψ̃

′
r − ∆i′sξ̃1 − i′s∆ξ1+

+
(

j(∆ωe − ω̃e) − ∆ξ2 + ξ̃2

)

∆Ψ
′
r + δ + k1∆i′s

(3.59)

Uvedený postup je obvykle v literatuře oznǎcován jako „integrator back-stepping“ [8]
a ječasto používán pro syntézuřízení složiťejších nelineárních systémů.

Estimované hodnoty stavů budou sledovat skutečné hodnoty, pokud velikost esti-
mǎcních odchylek půjde šcasem asymptoticky k nule. Na celý problém se tedy mů-
žeme dívat jako na požadavek dosažení asymptotické stability dynamického systému
estimǎcních odchylek. Tuto stabilitu můžeme vyšetřit druhou Ljapunovovou metodou
[17]. Ljapunovovu funkci zvolíme ve tvaru

V =
1

2
|y|2 +

1

2
|∆Ψ

′
r|2 +

1

2

1

kω
(∆ωe)

2 +
1

2

1

kξ1

(∆ξ1)
2 +

1

2

1

kξ2

(∆ξ2)
2 +

1

2

1

kξ3

(∆ξ3)
2

(3.60)
kdekω > 0, kξ1

> 0, kξ2
> 0, kξ3

> 0 jsou konstanty. Všimňeme si, že Ljapunovova
funkce zahrnuje i odchylky ve znalosti parametrů motoru. Předpokládaným výsled-
kem tak budou i pravidla pro adaptaci hodnot parametrů použitých v modelu motoru.
Naopak není zde zohledněna odchylka∆i′s ani pomocná prom̌ennáx. Z p̌redchozího
výkladu je žrejmé, že stabilizace těchto dvou velǐcin p̌rímo vyplývá ze stabilizace
proměnnéy a další rozší̌rení tvaru Ljapunovovy funkce by bylo zbytečné. Základním
požadavkem na Ljapunovovu funkci je její pozitivní definitnost. Funkce definovaná
vztahem (3.60) je jen pozitivně semidefinitní, protože nezohledňuje jeden stav dyna-
mického systému odchylek (∆i′s). Vzhledem k tomu, že asymptotická stabilizace této
stavové prom̌enné vyplývá ze stabilizace proměnnéy, která je ve funkci (3.60) za-
hrnuta, můžeme zvolenou funkci považovat za vhodného kandidáta na Ljapunovovu
funkci.

Postǎcující podmínkou pro dosažení asymptotické stability je negativní definitnost
derivace Ljapunovovy funkce podlěcasu. Musí tedy platit

dV

dt
< 0 (3.61)

pro libovolné hodnoty argumentů Ljapunovovy funkce s výjimkou pǒcátku prostoru
hodnot, kdy může být derivace nulová. Funkci (3.60) upravíme do tvaru

V =
1

2
yy +

1

2
∆Ψ

′
r∆Ψ′

r +
1

2

1

kω
(∆ωe)

2 +
1

2

1

kξ1

(∆ξ1)
2 +

1

2

1

kξ2

(∆ξ2)
2 +

1

2

1

kξ3

(∆ξ3)
2

(3.62)
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a následňe derivujeme podlěcasu

dV

dt
=

1

2

dy

dt
y +

1

2
y

dy

dt
+

1

2

d∆Ψ
′
r

dt
∆Ψ′

r +
1

2
∆Ψ

′
r

d∆Ψ′
r

dt
+

∆ωe

kω

d∆ωe

dt
+

+
∆ξ1

kξ1

d∆ξ1

dt
+

∆ξ2

kξ2

d∆ξ2

dt
+

∆ξ3

kξ3

d∆ξ3

dt

(3.63)

Uvážíme-li, že pro komplexní̌císla platí

ab + ab = ab + ab = 2ℜ{ab} (3.64)

dostaneme

dV

dt
= ℜ

{

dy

dt
y

}

+ ℜ
{

d∆Ψ
′
r

dt
∆Ψ′

r

}

+

+
∆ωe

kω

d∆ωe

dt
+

∆ξ1

kξ1

d∆ξ1

dt
+

∆ξ2

kξ2

d∆ξ2

dt
+

∆ξ3

kξ3

d∆ξ3

dt

(3.65)

kde

ℜ
{

dy

dt
y

}

= ℜ
{[

(∆ξ2 − j∆ωe)Ψ̃
′
r − ∆i′sξ̃1 − i′s∆ξ1+

+
(

j(∆ωe − ω̃e) − ∆ξ2 + ξ̃2

)

∆Ψ
′
r + δ + ∆i′s

]

y
}

=

= ∆ξ2ℜ
{

Ψ̃
′
ry

}

+ ∆ωeℑ
{

Ψ̃
′
ry

}

− ∆ξ1ℜ{i′sy} − ∆ωeℑ{∆Ψ
′
ry}−

− ∆ξ2ℜ{∆Ψ
′
ry} + ℜ

{[

−∆i′sξ̃1 + (ξ̃2 − jω̃e)∆Ψ
′
r + δ + k1∆i′s

]

y
}

(3.66)

ℜ
{

d∆Ψ
′
r

dt
∆Ψ′

r

}

= ℜ
{[

−(∆ξ2 − j∆ωe)Ψ̃
′
r + ∆i′sξ̃3 + i′s∆ξ3−

−
(

j(∆ωe − ω̃e) − ∆ξ2 + ξ̃2

)

∆Ψ
′
r

]

∆Ψ′
r

}

=

= −∆ξ2ℜ
{

Ψ̃
′
r∆Ψ′

r

}

− ∆ωeℑ
{

Ψ̃
′
r∆Ψ′

r

}

+ ∆ξ3ℜ
{

i′s∆Ψ′
r

}

+

+ ∆ξ2ℜ
{

∆Ψ
′
r∆Ψ′

r

}

+ ℜ
{[

∆i′sξ̃3 − ∆Ψ
′
rξ̃2

]

∆Ψ′
r

}

(3.67)
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Po dosazení a úpravě pak dostaneme

dV

dt
= ∆ωe

(

1

kω

d∆ωe

dt
+ ℑ

{

(y − ∆Ψ′
r)

(

Ψ̃
′
r − ∆Ψ

′
r

)}

)

+

+ ∆ξ1

(

1

kξ1

d∆ξ1

dt
−ℜ{i′sy}

)

+

+ ∆ξ2

(

1

kξ2

d∆ξ2

dt
+ ℜ

{

(y − ∆Ψ′
r)

(

Ψ̃
′
r − ∆Ψ

′
r

)}

)

+

+ ∆ξ3

(

1

kξ3

d∆ξ3

dt
+ ℜ

{

i′s∆Ψ′
r

}

)

+

+ ℜ
{[

(k1 − ξ̃1)∆i′s + (ξ̃2 − jω̃e)∆Ψ
′
r + δ

]

y
}

+ ℜ
{[

∆i′sξ̃3 − ∆Ψ
′
rξ̃2

]

∆Ψ′
r

}

(3.68)

Podívejme se nyní detailněji na jednotlivéčleny v derivaci Ljapunovovy funkce
(3.68). Prvníčtyři členy obsahují neznámou estimační odchylku otá̌cek ∆ωe a pa-
rametrů modelu∆ξ1, ∆ξ2, ∆ξ3, p̌ričemž nejsme schopni určit ani znaménko ťechto
odchylek. Z tohoto důvodu je jedinou možností uvažovat, žetyto členy jsou nulové.
Položíme proto

1

kω

d∆ωe

dt
+ ℑ

{

(y − ∆Ψ′
r)

(

Ψ̃
′
r − ∆Ψ

′
r

)}

= 0 (3.69)

1

kξ1

d∆ξ1

dt
− ℜ{i′sy} = 0

1

kξ2

d∆ξ2

dt
+ ℜ

{

(y − ∆Ψ′
r)

(

Ψ̃
′
r − ∆Ψ

′
r

)}

= 0

1

kξ3

d∆ξ3

dt
+ ℜ

{

i′s∆Ψ′
r

}

= 0

(3.70)

čímž dostaneme podmínky

d∆ωe

dt
= −kωℑ

{

(y − ∆Ψ′
r)

(

Ψ̃
′
r − ∆Ψ

′
r

)}

(3.71)

d∆ξ1

dt
= kξ1

ℜ{i′sy}
d∆ξ2

dt
= −kξ2

ℜ
{

(y − ∆Ψ′
r)

(

Ψ̃
′
r − ∆Ψ

′
r

)}

d∆ξ3

dt
= −kξ3

ℜ
{

i′s∆Ψ′
r

}

(3.72)

Negativní definitnost pátéhǒclenu v zápisu (3.68) lze dosáhnout tak, že položíme

(k1 − ξ̃1)∆i′s + (ξ̃2 − jω̃e)∆Ψ
′
r + δ = −k2y (3.73)
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kdy diskutovaný̌clen p̌rejde do tvaru

−k2|y|2 (3.74)

Po dosazení zay z (3.57) a vyjáďríme hodnotu korekceδ jako

δ = (ξ̃1 − k1 − k2)∆i′s + (jω̃e − ξ̃2)∆Ψ
′
r − k1k2x (3.75)

Vzhledem k tomu, že musí platit̃ξ1 > 0, ξ̃2 > 0, ξ̃3 > 0, je žrejmé, že poslední̌clen
v (3.68) bude záporný, pokud bude platit

∆Ψ
′
r = −∆i′s (3.76)

kdy p̌rejde na tvar
−(ξ̃2 + ξ̃3)|i′s|2 (3.77)

Otázkou nyní však zůstává, zda podmínka (3.76) skutečně platí. P̌redpokládejme, že
systém je v ustáleném stavu, kdy estimační odchylky∆i′s a ∆Ψ

′
r mají konstantní

velikost a jejich komplexory rotují s úhlovou rychlostíωf odpovídající synchronní
statorové frekvenci. Pak platí

d∆i′s
dt

= jωf∆i′s

d∆Ψ
′
r

dt
= jωf∆Ψ

′
r

(3.78)

a tedy
d∆i′s
dt

+
d∆Ψ

′
r

dt
= jωf(∆i′s + ∆Ψ

′
r) (3.79)

Derivace estimǎcních odchylek jsou dány vztahy (3.52), jejich dosazením do(3.79)
obdržíme

∆i′s + ∆Ψ
′
r =

−j

ωf

[

(ξ̃3 − ξ̃2)∆i′s + (∆ξ3 − ∆ξ1)i
′
s + δ

]

=

=
−j

ωf

[

(ξ̃3 − ξ̃2)(ĩ
′
s − i′s) + (∆ξ3 − ∆ξ1)i

′
s + δ

]

=

=
−j

ωf

[

(ξ̃3 − ξ̃2)ĩ
′
s − (ξ3 − ξ1)i

′
s + δ

]

(3.80)

Pokud budou všechny estimační odchylky malé, bude přibližně platit

(ξ̃3 − ξ̃2)ĩ
′
s ≈ (ξ3 − ξ1)i

′
s (3.81)

a je rovňež žrejmé, že vypǒctená korekceδ bude mít malou hodnotu

δ ≈ 0 (3.82)

Vztah (3.80) pak p̌rejde na
∆i′s + ∆Ψ

′
r ≈ 0 (3.83)
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a platí tedy
∆Ψ

′
r ≈ −∆i′s (3.84)

V oblasti nízkých otá̌cek, kdyωf bude mít malou hodnotu, nelze hodnotu na pravé
straňe vztahu (3.80) zanedbat (dělení malýmčíslem) a p̌ribližná rovnost (3.84) nena-
stane. V oblasti nízkých otáček nelze tedy stabilitu estimátoru jednoznačně dokázat,
což je však spolěcný rys algoritmů bezsnímačovéhořízení, v nichž je odhad otáček
založen na modelu motoru [12, 14].

Vztahy (3.71) a (3.72) určují časový vývoj estimǎcních odchylek otá̌cek rotoru a pa-
rametrů modelu. Dokážeme je však využít k výpočtu odhadu jednotlivých veličin? Za
předpokladu, že se otáčky a parametry motoru m̌ení pomalu (což ve srovnání s rych-
lostí zm̌en elektrických velǐcin je b̌ehem normální̌cinnosti motoru pravda), lze deri-
vací vztahů (3.49) a (3.50) odvodit

d∆ωe

dt
=

dω̃e

dt
− dωe

dt
≈ dω̃e

dt
(3.85)

d∆ξ1

dt
=

dξ̃1

dt
− dξ1

dt
≈ dξ̃1

dt
d∆ξ2

dt
=

dξ̃2

dt
− dξ2

dt
≈ dξ̃2

dt
d∆ξ3

dt
=

dξ̃3

dt
− dξ3

dt
≈ dξ̃3

dt

(3.86)

a po dosazení za derivace estimačních odchylek z (3.71) a (3.72) tedy dostaneme

dω̃e

dt
≈ −kωℑ

{

(y − ∆Ψ′
r)

(

Ψ̃
′
r − ∆Ψ

′
r

)}

(3.87)

dξ̃1

dt
≈ kξ1

ℜ{i′sy}

dξ̃2

dt
≈ −kξ2

ℜ
{

(y − ∆Ψ′
r)

(

Ψ̃
′
r − ∆Ψ

′
r

)}

dξ̃3

dt
≈ −kξ3

ℜ
{

i′s∆Ψ′
r

}

(3.88)

Všimněme si, že ve vztazích (3.75),(3.87) a (3.88) vystupuje chyba estimace roto-
rového toku∆Ψ

′
r, která je však neznámá a nelze ji určit mě̌rením (p̌redpokládáme, že

motor není vybaven snímačem magnetického pole, který by umožnil mě̌rení skutěcné
hodnotyΨ′

r). Její p̌ribližnou velikost uřcíme použitím vztahu (3.84). Celý algoritmus
estimátoru pak můžeme shrnout do následujících rovnic:

dĩ′s
dt

= us − ξ̃1ĩ
′
s +

(

ξ̃2 − jω̃e

)

Ψ̃
′
r + δ

dΨ̃′
r

dt
= −

(

ξ̃2 − jω̃e

)

Ψ̃
′
r + ξ̃3ĩ

′
s

(3.89)
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∆i′s = ĩ′s − i′s (3.90)

dx

dt
= ∆i′s (3.91)

y = ∆i′s + k1x (3.92)

δ = (ξ̃1 + ξ̃2 − k1 − k2 − jω̃e)∆i′s − k1k2x (3.93)

dω̃e

dt
= −kωℑ

{

(y + ∆i′s)
(

Ψ̃
′
r + ∆i′s

)}

(3.94)

dξ̃1

dt
= kξ1

ℜ{i′sy}

dξ̃2

dt
= −kξ2

ℜ
{

(y + ∆i′s)
(

Ψ̃
′
r + ∆i′s

)}

dξ̃3

dt
= kξ3

ℜ
{

i′s∆i′s
}

(3.95)

kde všechny konstantyk1, k2, kω, kξ1
, kξ2

, kξ3
jsou kladné. Parametry modelu a přepo-

čet stavových velǐcin je dán vztahy (3.45) a (3.46). Do estimátoru vstupuje statorové
nap̌etí us a p̌repǒctená hodnota statorového proudui′s. Estimátor umož̌nuje odhad
statorového proudũi′s (filtrace), rotorového tokũΨ′

r a elektrické úhlové rychlostĩωe.
Vztahy (3.95) pak nabízejí možnost současné adaptace parametrů modelu.

3.3 Adaptace parametrů modelu motoru

V předchozí̌cásti jsme dosp̌eli k záv̌eru, že je pomocí vztahů (3.95) možné adap-
tovat parametry modelu motoru. Nyní se zamě̌ríme na zjišťení, zda m̌ěrené signály
obsahují dostatek informací pro odhad parametrů motoru.

Komplexor rotorového magnetického toku je dán rovnicí T-modelu (2.11)

dΨr

dt
= jωeΨr − Rrir (3.96)

Pokud je prǒrízení použit algoritmus vektorovéhořízení s orientací na rotorový mag-
netický tok, je velikost komplexoru rotorového toku|Ψr| konstantní. V tomto p̌rípaďe
musí být komplexor rotorového prouduir kolmý na komplexor rotorového magnetic-
kého tokuΨr a platí

dΨr

dt
= jΨr

(

ωe + Rr
|ir|
|Ψr|

)

(3.97)

Pokud dojde k odchylce mezi estimovaným a skutečným komplexorem rotorového
toku, projeví se tato odchylka následně jako odchylka mezi estimovaným a skutečným
komplexorem statorového proudu, kterou lze mě̌rit. Nicméňe je žrejmé, že vzhledem
ke tvaru rovnice (3.97) lze vzniklou odchylku vykompenzovat jak změnou estimo-
vané rychlostĩωe tak i změnou odhadu rotorového odporũRr. V přípaďe, že je veli-
kost komplexoru rotorového toku udržována konstantní, neobsahuje m̌ěrení statoro-
vého proudu dostatek informací k současnému odhadu otáček rotoru a odporu rotoru.
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Stejného záv̌eru je možné dosáhnout komplikovanou analýzou pozorovatelnosti stavu
obdobným postupem jako v kapitole 3.1.

Jedinou možností je provedení identifikačního experimentu, b̌ehem ňehož zajis-
tíme, že komplexory rotorového tokuΨr a rotorového prouduir nebudou na sebe
kolmé. Toho lze docílit pouze tak, že budeme periodicky měnit velikost rotorového
toku (komplexor rotorového proudu má opačný sm̌er, než okamžitá rychlost konco-
vého bodu komplexoru rotorového toku). Tato jednoduchá myšlenka však v sob̌e nese
dva zásadní problémy. První spočívá v tom, že zm̌eny velikosti rotorového toku vyvo-
lají zvlnění mechanického momentu. Druhý problém je mnohem zásadnější a týká se
omezení maximálního statorového napětí. Proved’me jednoduchý myšlenkový experi-
ment - p̌redpokládejme, že rozptylové indukčnostiLsσ, Lrσ jsou velmi malé. Pak bude
přibližně platitΨs ≈ Ψr. Pokud budeme požadovat, aby se koncový bod komplexoru
Ψr a tedy iΨs pohyboval s vektorem rychlosti, který se bude co nejvíce odchylovat od
vektoru kolmého na komplexorΨs (tak abychom něrešili špatňe podmíňenou úlohu,
která by byla znǎcně zatížena chybami m̌ěrení), budeme muset zajistit, aby radiální
rychlost tohoto bodu byla srovnatelná s jeho tangenciální rychlostí. Za normálních
okolností bude v ustáleném stavu tangenciální rychlost komplexoru statorového toku
ωf |Ψs|. Pokud p̌ridáme radiální složku rychlosti o srovnatelné velikosti,bude celková
rychlost

√
2ωf |Ψs|. Bez uvážení rozkmitání velikosti toku přibližně platí v ustáleném

stavu

|us| ≈
∣

∣

∣

∣

dΨs

dt

∣

∣

∣

∣

= ωf |Ψs| (3.98)

Pokud p̌ridáme poťrebné rozkmitání velikosti toku, dostaneme

|us| ≈
∣

∣

∣

∣

dΨs

dt

∣

∣

∣

∣

=
√

2ωf |Ψs| ≈ 1,41ωf |Ψs| (3.99)

Vidíme, že si uvažovaný experiment vyžádá zvýšení statorového nap̌etí p̌ribližně
o 40%, což je ve v̌etšiňe reálných aplikacích, zvláště v p̌rípaďe, kdy motor pracuje
v oblasti vysokých otá̌cek, naprosto nereálné.

Uvedený problém je obecně znám (i když jej ňektěrí autǒri prací o bezsnímǎcovém
řízení opomíjejí). U algoritmů odhadu otáček, které jsou založeny na modelu motoru
není možné dosáhnout současného odhadu rotorového odporu. Vzhledem k tomu, že
běhemčinnosti motoru dochází k zm̌enám rotorového odporu v důsledku teplotních
změn a povrchového jevu, je nemožnost jeho přímého odhadu pom̌erňe nep̌ríjemná.
V praxi se projeví chybou v odhadu otáček rotoru, která je závislá na zatížení motoru
(a tedy rovňež na rotorovém prouduir), což je patrné z rovnice (3.97). I přes toto
omezení je všaǩcasto odhad otá̌cek použitelný v reálných aplikacích za podmínky
nižších požadavků na přesnost.

Vzhledem k tomu, že všechny parametry použitého modeluξ1, ξ2, ξ3 jsou závislé na
rotorovém odporu (3.45), nemá vzhledem k uvedeným skutečnostem smysl provádět
jejich adaptaci pomocí vztahů (3.95).
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4 ZÁVĚR
Zdá se, žěrízení asynchronního motoru na základě odhadu otá̌cek z m̌ěrených elek-

trických velǐcin je zajímavou alternativou k použití nákladného snímače otá̌cek pro
jednoduché aplikace. V rámci předložené práce byly popsány základní možnosti pro
návrh estimátoru otá̌cek asynchronního motoru.

Během výzkumu bezsnímačovéhořízení byl navržen algoritmus odhadu otáček,
který byl následňe implementován na mikroprocesorovém systému prořízení asyn-
chronního motoru. Základní výhodou navrženého algoritmu je jeho jednoduchost ve
srovnání s b̌ežňe používanými algoritmy založenými na rozšířeném Kalmanov̌e filtru
spolu se zajišťením stability vypǒcítávaného odhadu.

I když bylo ov̌ěrení navrženého algoritmu estimátoru otáček pro bezsnímǎcovéří-
zení pohonu úsp̌ešňe provedeno v laboratorních podmínkách, zbývá otevřena řada
otázek, které budoǔrešeny v dalším výzkumu–zejména problém identifikace parame-
trů pohonu p̌ri bezsnímǎcovémřízení nebo algoritmy bezsnímačovéhořízení dalších
typů motorů. Jedná se o téma, které je pro další výzkum vhodné hned ze dvou dů-
vodů – p̌rináší zajímavé teoretické problémy (rekonstruovatelnost stavu nelineárního
systému, identifikace parametrů nelineárního systému), ale rovňež i možnost apliko-
vatelnosti dosažených výsledků v průmyslových aplikacích.

O tom, že dané téma zůstává i nadále v centru zájmu předních sv̌etových výzkum-
ných a vývojových institucí sv̌eďcí fakt, že prestižní̌casopis IEEE Transactions on
Industrial Electronics zahájil rǒcník 2006 vydáním speciálníhočísla na téma „Sensor-
less Control of Induction Motors“.
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33



ABSTRACT
AC induction machine drives become more and more popular in industrial applica-

tions even in areas where DC motors were preferred. Algorithms for control of such
drives are well known. To achieve high machine performance the machine mechanical
and electrical parameters knowledge is needed and the machine have to be equipped
with precise rotor speed sensor. In many applications in which small machines of
power up to 1kW are used we deal with the problem that the mechanical sensor price
is comparable or even higher than the price of the stand alonemachine. The main goal
of the work is intelligent algorithms development for AC induction machine control
without any speed or position sensor – so called sensorless control. Very important re-
duction of the drive cost can be achieved by omitting mechanical sensor. The proposed
algorithm has been proved in simulation as well as in testingon a real AC induction
machine.
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