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Predstaveni autora habilitacni prace

Zdenék Pospisil se narodil roku 1960 v Brné. Vysokoskolské vzdélani ziskal v oboru Ma-
tematicka analyza na Pfirodovédecké fakulté Univerzity Jana Evangelisty Purkyné v Brné.
Studium zakoncil v roce 1984 obhajobou diplomové prace na téma Diagonalni a pokryvaci
uniformni struktury, kterou vypracoval pod vedenim RNDr. Jifiho Svobody. Vzhledem k vy-
bornym studijnim vysledktim obdrzel titul RNDr. i bez vykonéni rigorézni zkousky. V letech
1991-1994 absolvoval interni postgradualni studium v oboru Matematicka analyza na Priro-
dovédecké fakulté Masarykovy univerzity v Brné. Jeho skolitelem byl Doc. RNDr. Josef Kalas,
CSc. V roce 1993 stravil zimni semestr na université v italské Bologni u prof. E. Lanconelliho
jako stipendista TEMPUS. Studium ukoncil obhajobou dizerta¢ni prace na téma Asymptotical
Properties of Dynamical Systems with Application to Life Science a ziskal titul Dr. V roce 1999
absolvoval tfitjydenni studijni pobyt v Recku na université v Ioanniné u prof. I. Stavroulakise.

V letech 1984-1989 byl zaméstnan v Utvaru (pozdéji Ustavu) vipocetni techniky Vysoké
skoly zemédélské v Brné. Pracoval v oddéleni analyzy a programovani, které se zamérovalo
na oblast védecko-technickych vypoctii a vyhodnocovani vysledkt vyzkumné prace celé VSZ.
V roce 1989 nastoupil jako samostatny odborny referent Ustiedniho kontrolniho a zkuseb-
niho tstavu zemédélského v Brné do oddéleni prognoézy a signalizace. Obsahem jeho prace
bylo vyhodnocovani a predikce Sifeni chorob rostlin a ochrany proti nim — od vytvareni
matematickych modelt pres jejich statistické oveérovani po realizaci pocitacovych programt
signalizace oSetfeni vyuzivanych v zemédélské praxi. V této praci pokracoval externé i v dobé
postgradualniho studia. Od roku 1994 piisobi jako odborny asistent na Pfirodovédecké fakulté
Masarykovy univerzity v Brné, nejprve na katedie matematické analyzy, od roku 2002 na
katedie aplikované matematiky.

Ve své védecké praci se zaméruje na kvalitativni teorii diferencidlnich a diferenc¢nich rov-
nic a oblast matematického modelovani v biomedicinskych védach. Byl spolufesitelem granti
201/98/0677 Diferen¢ni rovnice a jejich aplikace, 201/99/0295 Funkcionalni diferencialni rov-
nice, 201/01/0079 Kvalitativni teorie feseni diferenénich rovnic a vizkumného zaméru MSMT
143100001 Funkcionalni diferencialni rovnice a matematicko-statistické modely. Vysledky své
prace publikoval ve vyznamnych matematickych ¢asopisech (Mathematical Biosciences, Nonli-
near Analysis TMA, Fasciculi Mathematici) a sbornicich a presentoval je na prednich svétovych
konferencich formou prednéasek (napt. World Congress of Nonlinear Analysts, 2000, Catania
— zvana prednaska; Mathematical Population Dynamics, 1998, Zakopane; EQUADIFF 2001,
Praha; International Conference on Difference Equations and Applications, 2001, Augsburg;
ICDEA 2003 Brno; Functional Differential Equations and Applications, 2002, Beer-Sheva)
nebo posterat (MPD 2004, Trento; European Conference on Mathematical and Theoretical
Biology, 2005, Dresden) nebo formou pfednasek na konferencich narodnich a mezinarodnich.
Ve vyznamnych specializovanych casopisech publikoval vysledky své spoluprace s odborniky
v oboru ekologie nebo mediciny (napf. Experimental and Applied Acarology, Biorheology,
Bone Marrow Transplantation).

Zdenék Pospisil od roku 1994 vyucoval matematiku (pfedevsim matematickou analyzu)
formou prednasek i cviceni pro studenty PfF MU, FI MU a pro studenty oboru Matematické
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inzenyrstvi na FSI VUT v Brné. Vytvoril sylaby predméti Matematika pro biology, Mate-
matika pro kartografy (pro bakalafské studium), Diferencidlni rovnice a jejich uziti, Maticové
populaéni modely (pro magisterské studium) a tyto pfedméty vyucuje. Je spoluautorem skript
a autorem t¥i elektronickych ucebnich textt. Podilel se také na prednaskach v ramci vzdéla-
vacich kursii pro studenty a ucitele stfednich skol a na vyjuce pro univerzitu tretiho véku.

Uvod do problematiky

Fyzika, vyjadiujici své poznatky jazykem matematiky, byla idedlem vSech pfirodnich véd, védy
o zivoté nevyjimaje. Vyjadreni zakonitosti pomoci matematickych formuli umoziiuje presnou
a kvantifikovanou, tedy testovatelnou, predikci vysledkt procesti. Formule, které predpovidaji
spravne, lze povazovat za vyjadreni prirodnich zakont.

Patrné prvnim vazné minénym pokusem o matematizaci déje odehravajiciho se v oblasti
zivych bytosti byl popis vyvoje epidemie moru Daniela Bernoulliho (1760); Fibonacciho kralici
(1202) jsou spiSe zajimavou hfickou. D. Bernoulli popsal $ifeni moru oby¢ejnou diferencialni
rovnici, kterd nyni nese jeho jméno. Pro rist populace si Thomas Malthus (1798) vypujcil
matematicky termin (,populace roste s geometrickou fadou*), jeho Esej o principu populace
vsak nelze za aplikaci matematiky povazovat. Polemika s jeho zavéry vsak vyprovokovala
Pierra Verhulsta (1838) k vytvoreni adekvatnéjstho — nyni jiz skuteéné matematického —
popisu vyvoje populace v prostiedi s omezenymi zdroji pro zivot. Verhulst vyuzil obyc¢ejnou
diferencialni rovnici .

T=rx (1 K) ,

kde x = z(t) oznacuje velikost populace, r vnitini koeficient ristu (rozdil mezi fyziologickou
porodnosti a umrtnosti) a K kapacitu (tzivnost) prostfedi. Dalsim tspéSnym vyuzitim ma-
tematiky v biologii bylo vysvétleni paradoxniho ubytku tlovku tunakt v Jaderském moti po
prvni svétové valce podané Vito Volterrou (1926). Matematickym nastrojem se stala kvalita-
tivni teorie obyc¢ejnych diferencialnich rovnic, konkrétné analyza systému

T =rx—azry, Y= —dy+ bry,

kde z resp. y oznacuji velikosti populace kofisti (sardinek) resp. dravce (tunaki), » vnitini
koeficient ristu koristi, d imrtnost dravce za nepfitomnosti kofisti, a ,silu preda¢niho tlaku*
a b efektivitu zpracovani koristi dravcem. Stejné systémy rovnic studoval, nejprve nezavisle
na Volterrovi, také Alessandro Lotka (1920) v souvislosti s kinetikou chemickych reakci. Od
Volterrovych a Lotkovych praci lze datovat vznik matematické biologie. Jejim podstatnym
obohacenim se déle staly modely morfogeneze Alana Turinga (1951), vyjadfené parciadlnimi
diferencialnimi rovnicemi typu

ut:DAu+f(u)7

tj. rovnicemi reakce-diftize. Tyto ¢tyfi, po mém soudu reprezentativni, pfiklady setkavani
matematiky s védami o zivoté ukazuji, Ze teorie diferencidlnich rovnic je podstatnou c¢asti
matematiky v biologii a mediciné vyuzitelné. Také soucasna ,bible“ matematické biologie
[30]! je z asi 90% o diferencidlnich rovnicich (zbytek o rovnicich diferen¢nich), z toho % jsou
rovnice parcialni.

LCisla v hranatjch zévorkach odkazuji na seznam literatury na str. 35.



Od dvacatych let minulého stoleti bylo vytvofeno a studovano neprehledné mnozstvi mate-
matickych modeli dé€ji na vSech Grovnich organizace zivé hmoty — od biochemickych reakci
pres geny, buriky, tkané, organy, organismy az po populace, spolecenstva a ekosystémy. Nelze
oviem Tici, Ze by se tim biologie piiblizila k idedlu exaktnosti fyziky. Casto totiZ existuje
nékolik vzajemné na sebe nepfevoditelnych modelti jednoho jevu. Zadny z takovych modeli
samoziejmeé nelze prohlasit za ,pfirodni zakon“, analogii napt. zakona nejmensi akce v mecha-
nice; neni ni¢im vice nez modelem, zjednodusenym obrazem skutecnosti, nikoliv jeji podstatou.
Misto matematiky ve védach o zivoté je tak podobné jeji tloze v technickych védach.

Biologie a medicina naopak také svymi otadzkami pfispiva k rozvoji i ¢isté matematiky.
Reprezentativni priklady z oblasti teorie parcialnich diferencialnich rovnic jsou uvedeny napf.
v publikaci [7].

Uvod k habilitaéni praci

Predlozena habilitacni prace si klade ¢tyfi cile:

1. Ukézat, ze problémy biologie (konkrétné populacni ekologie) mohou stimulovat formulaci
a FeSeni problému kvalitativni teorie diferencialnich rovnic.

2. Ukazat, jak modelovani konkrétnich biologickych procesii pomoci diferencidlnich rovnic
poskytuje naméty pro medicinsky vyzkum.

3. Ukazat, ze pristup k tradi¢ni medicinské problematice — analyze preziti — z nového
hlediska (konkrétné modelovani vyvoje populaci pomoci diferencialnich rovnic) ji muze
nezanedbatelnym zptisobem obohatit.

4. Ucelenym zpiisobem popsat matematické metody pouzité autorem pfti spolupraci s lékari
a rostlinolékari, které pri publikaci vysledkti ve specializovanych ¢asopisech nemohly byt
podrobné uvedeny, pfipadné tyto metody modifikovat pro pouziti soucasné vypocetni
techniky.

1. Jednou z oblasti matematiky, kterd vznikla pravé ekologickou inspiraci, je ¢ast kvali-
tativni teorie diferencialnich rovnic — teorie permanence dynamickych systémi. Konkrétni
autorovou motivaci aplikaci v populac¢ni dynamice byl vyvoj integrované ochrany vinné révy
pred fytofagnimi roztoci na jizni Moravé. Velké ztraty na vynosu zptisobuji roztoci celedi Eri-
ophyidae a Tetranychidae. Maji vSak prirozeného nepritele, dravého roztoce Typhlodromus
pyri, jehoz formu ¢astecné rezistentni k nékterym pesticidiim se podarilo objevit na vinicich
u Mikulova. Ta mohla slouzit jako bioagens k redukci populaci zminénych skidct. Ve sku-
tecnych vinicich byly pozorovany situace, kdy pti vysokych populacnich hustotach predatora
rostly populace fytofagi exponencialné, i takové, kdy pri mensim vyskytu dravého roztoce zi-
stavaly velikosti populaci skodlivych roztoc¢i v rozumnych mezich. Bylo tedy potiebné, mimo
jiné, vyjasnit nékolik otézek: (i) Je populace predéatora skuteéné schopna redukovat populaci
kofisti, zabranit jejimu exponencidlnimu rastu? (ii) Pokud ano, pfi jakych popula¢nich husto-
tach dravy rozto¢ omezuje fytofagy? (iii) A pokud dravec zabrani neomezenému ristu skidce,
udrzi ho pod prahem skodlivosti? Pii studiu téchto otézek za pouziti matematickych modeli
tvofrenych systémem obycejnych diferenciadlnich rovnic se ukéazalo, Zze nékteré problémy nejsou
dosud v teorii vyTeseny. Zejména se jednalo o obecny odhad hranic feseni uvazovaného sys-
tému a o kvalitativni analjzu systémt neautonomnich. Prvnimu problému je vénovan oddil



1.1, ktery prezentuje vysledek publikovany v praci [I.(4)]%. Druhy je zpracovan v habilita¢ni
praci (jedna se o variantu vysledku z ¢lanku [IV.(3)]), ale neni pro svou technickou naro¢nost
uveden v této jeji zkracené forme.

2. Pii spolupraci s hematoonkologickou klinikou Fakultni nemocnice v Brné-Bohunicich
byly pro potfebu kvantifikace procest probihajicich pti sedimentaci erythrocyt (vyzkum na
prelomu osmdesatych a devadesatych let minulého stoleti) a pfi sbéru kmenovych bunék z pe-
riferni krve (vyzkum na pfelomu dvacatého a jedenadvacéatého stoleti) vytvofit matematické
modely téchto déji. Jako vhodny nastroj modelovani se opét ukazaly obycejné diferencialni
rovnice. V obou piipadech odvozené rovnice® obsahovaly dvojici parametri, které bylo mozno
klinicky interpretovat a na zékladé laboratornich udaji je vypoé¢itat (odhadnout). Tyto vy-
sledky podnitily nasledny vyzkum na zminéné klinice — vyhodnocovani rozmanitych ukaza-
teld ovliviiujicich navrzené parametry. V pripadé sedimentace erythrocytt vysledky prispély
k zpfesnéni interpretace klinickych vysetteni, v pfipadé sbéru kmenovych bunék k zefektivnéni
lécebné metody autotransfiize kmenovych bunék leukémickym pacientim. Vysledky tykajici se
sedimentace byly publikovany v pracich [I.(5)], [IIL.(4)], [III.(5)], tykajici se kmenovych bunék
v pracich [I.(2)], [II1.(2)], [III.(3)]. Model sedimentace erythrocytt je predstaven v kapitole 2,
model separace kmenovych bunék, ktery vyuzival podobné matematické postupy, neni do této
zkracené verze habilitacni prace zarazen.

3. Analyza pfeziti je tradi¢ni soucast matematické statistiky. Jejimi hlavnimi objekty jsou
nahodné veli¢iny (Cas preziti, ¢as pozorovani a podobné) a rizikova funkce, vyjadiujici in-
tenzitu pravdépodobnosti tmrti. Naproti tomu deterministické modely vyvoje (a tedy také
vymirani) populace pracuji s klasickymi funkcemi (velikost populace, rustovy koeficient a po-
dobné). Spojeni téchto dvou piistupti umoznilo ukézat ekvivalenci rizikové funkce a koeficientu
umrtnosti a nasledné odvodit parametrické vyjadieni rizikové funkce pro specialni populaci
— kohortu onkologickych pacientii. K tomu byly také vyuzity modely dynamiky populace
rakovinnych bunék. Pro odvozeny tvar rizikové funkce byla navrzena metoda odhadu jejich
parametril a testovana na simulovanych datech. Odhadnutéa rizikova funkce zpétné poméha
pri Teseni problému matematické statistiky — odhadu optimélniho vyhlazovaciho parame-
tru pro jadrové vyhlazeni empirické rizikové funkce. Analyze pteziti onkologickych pacientii
vychézejici z popula¢ni dynamiky je vénovana kapitola 3. Uvedené vysledky jsou nabidnuty
k publikaci v ¢lanku napsaném spolu s I. Horovou a J. Zelinkou; probiha recenzni fizeni.

4. V medicinskych casopisech nebyl prostor pro podrobnéjsi presentaci matematickych mo-
deli, které tvorily ,teoretické pozadi“ vyzkumu sedimentace erythrocyti a separace kmeno-
vych bunék. Tyto modely spolu s ptedpoklady, na jejichz zakladu byly vytvoreny, jsou popsany
ve druhé kapitole prace. Nekteré vysledky dosazené standardnimi metodami matematické sta-
tistiky pfi vyvoji metody integrované ochrany vinic na jizni Moravé byly publikovany ve
specializovanych ¢asopisech [I.(6)], [I.(7)], [IIL.(6)] a pfedneseny na konferenci. Vysledek nej-
spolecenstva rozto¢ na vinné révé byl publikovan ve sborniku [IV.(4)], metoda pouzitd pro
jeho dosazeni byla zvefejnéna az o sedm let pozd€ji na 13. letni Skole biometriky. Tato metoda
byla ovsem poznamenana dostupnosti vypocetni techniky a programového vybaveni v dobé
vyhodnocovani provedenych polnich pokusii. Souc¢asna technika vSsak umoziuje pouzit metody
sofistikovanéjsi. Dvé takové metody jsou navrzeny v oddilu 1.2, otestovany na simulovanych
datech a pouzity pro data ziskand pozorovanim.

2Hranaté zévorka obsahujici fimskou ¢&islici nasledovanou ¢&islem v kulaté zévorce odkazuje na seznam
publikaci Z. Pospisila na str. 37.

3Nebo sestavené nebo objevené rovnice. Kazdé z téchto slov nabizi jinou odpovéd na ,zékladni otazku
filosofie matematiky*: Jak je mozné, ze néco tak abstraktniho jako matematika tak dobfe slouzi pfi popisu
reality?



Kapitola 1

Modely populac¢ni dynamiky

1.1 Ohranicenost reseni modelu spolecenstva predatora
a n druhu koristi

Pojem permanence (nebo jeho synonymum stejnomérné persistence, sr. [11]) je v soucasnosti
prijiman jako nevhodnéjsi formalizace vagniho, ale dtlezitého, pojmu ,ekologicka stabilita“;
viz prehledny ¢lanek [22] a v ném uvedené odkazy. Nutnou podminkou permanence systému
obyéejnych autonomnich diferencidlnich rovnic je jeho dissipativita (asymptotickd ohranice-
nost). U&innad metoda vySetiovani permanence spoéiva v jisté modifikaci metody Ljapunov-
skych funkei ([17], [20]). Tato metoda vsak vyzaduje znalost w-limitni mnoziny daného sys-
tému, stacionarniho feSeni (napf. [21]) nebo limitniho cyklu (napt. [12]). To miZe byt v pfipadé
existence limitniho cyklu (coZ je pravé ¢asty jev v systémech popisujicich interakei dravee a ko-
Fisti) obtizny tikol; Poincaré-Bendixsonova véta poskytuje kritérium existence limitniho cyklu,
nikoliv vSak jeho (analytické) vyjadieni. Proto Gard v ¢lanku [14] vyvinul metodu, kterd
je pouzitelnd i v takovych piipadech, ovSem za cenu mensi citlivosti (nalézané dostatecné
podminky permanence jsou silnéjsi). Gardova metoda nevyzaduje presnou znalost w-limitni
mnoziny, sta¢i znat asymptotické hranice feSeni systému (globalné absorbujici mnozinu).

Tento oddil se proto zabyva nalezenim asymptotickych hranic feSeni systému obycejnych
diferencialnich rovnic popisujictho vyvoj spolecenstva sestavajiciho z jednoho druhu preda-
tora a n druht jeho kofisti. Tento problém nebyl v prvni devadesatych let dvacatého stoleti
uspokojivé vyfesen. V ¢lanku [21] byla dissipativita prosté predpokladana. Metodu odhadu
asymptotickych hranic zaloZenou na vysetfovani nulklin dvojrozmérného systému (jeden dra-
vec a jedna kofist) z ¢lanku [45] nelze pouzit pro systémy vicerozmérné. Vysledek pro trojroz-
mérny systém uvedeny v [13] a zlepSeny v [43] vyzadoval piilis silné predpoklady (sr. piiklad 2
na konci oddilu). Dikaz dissipativity systému dvou druht dravce zivicich se dvéma vzéjemné
si konkurujicimi druhy kofisti v [29] obsahoval chybu.

V nasledujicim oddilu je uveden systém, jimz se budeme zabyvat, jsou v ném zformulovany
predpoklady kladené na funkce v ném se vyskytujici a je diskutovana biologicka relevance
uvedenych predpokladd. Oddil 1.1 pfinasi hlavni vysledek — dikaz dissipativity a odhad
asymptotickych mezi.

Jesté poznamenejme, Ze symbolem JY, clY a int Y oznacCujeme hranici, uzavér a vnitiek
mnoziny Y (v tomto poradi).



Model

Uvazujme obecny systém Kolmogorova typu
T =z Fi(x,y), v=yGXx,y), i=1,2,...,n, (1.1)

s pocatecnimi podminkami

z;(0)=2>0, y0)=4y">0, i=12...,n, (1.2)
kde x = (z1,9,...,%,), T;, resp. y oznacuje velikost populace (biomasu, popula¢ni hus-
totu, pocet jedinct) i-tého druhu kofisti, resp. predatora. Budeme predpokladdat, Ze funkce
F\, F,, ..., F,, G (specifické miry ristu) jsou spojité diferencovatelné na mnoziné

R:L-—Fl = {($1,...,Imy) ERTH_I - I 207...71'” >O’y>o}

a 7e poatecni tloha (1.1), (1.2) ma jediné feseni pro kazdé x° = (29,...,22), 4%, (x°,4°) €
int R’}fl. Polozme

Funkce f; oznacuje specifickou miru rustu ¢-tého druhu kofisti v pfipadé, Ze neni pfitomna
populace predatora.
Pfijmeme tfi standardni pfedpoklady o funkcich Fi, Fs, ..., F,, G:

(A1) Existuji konstanty K; > 0 takové, ze
(IZIZ' — Kz)fz('rz) <0, provsechna z; >0, uz; §£ Ky i=1,2,...,n,

kde funkce f;(x;) jsou definovany rovnosti (1.3).

OF; .
(A2) a—(x, 0) <0 pro kazdy vektor x € intR", 4,57 =1,2,...,n.
Lj
OF; .y . .
(A3) o (x,y) <0 pro kazdy vektor x € intR%, y>0; i=1,2,...,n

Tyto predpoklady maji nasledujici ekologicky vyznam: Predpoklad (Al) upfesiiuje vyvoj
izolované populace kotisti. Mala populace v ¢ase roste; existuje ovsem jista kapacita prostiedi
pii jejimz prekroceni se velikost populace zmensuje. Jinak feceno, vSechny populace kotisti
jsou sobéstacné, ale prostiedi jim poskytuje omezené zdroje.

Podle podminky (A2) se u populaci kofisti za nepifitomnosti predatora miize projevovat
vnitrodruhovd nebo mezidruhova konkurence a neprojevuje se zadny komensalismus nebo
mutualismus.

Podle predpokladu (A3) predator nestimuluje rist zadné z populace kofisti. Ponévadz
nerovnosti nejsou ostré, model (1.1) pfipousti moznost, Ze predator nelovi vzdy vsechny druhy
koristi; néktera z populaci koristi miize mit ukryt nebo predator miize néktery druh preferovat.

Poznamenejme, Ze o derivaci 0G/0z; nic nepfedpokladame; to umoziiuje do modelu zahr-
nout vliv tkrytu kofisti nebo dokonce aktivni obranu kotisti pfed predatorem. Také na derivaci
0G /0y neklademe 7Zadné podminky; pfipoustime tedy moznost vnitrodruhové konkurence pre-
datora i moznost jeho kooperativni lovecké strategie.

Ptfed formulaci posledniho pfedpokladu (ktery bude podstatnou podminkou pro dikaz
dissipativity systému (1.1)) provedme néasledujici heuristickou avahu. Polozme

pi(%,y) = % i) — Fi(x,9)], (1.4)
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g(y) =—G(0,...,0,y) (1.5)

prox; >0, y>0,i=1,2,...,n Ziejmé plati ©;(0,...,0,y) =0proy >0;i=1,2,...,n.
Podle ptredpokladi (A3) a (A2) je

vilx,y) = —[filz:) — F(21,...20.9)] > % [fi(wi) — Fi(21, .. 20,0)] 2

> Z{fi(x) — Fi(0,...,0,2;,0,...,0,0)] =0

pro (x,y) € int R%™. Polozme dale

(%, 1) = G(x,y) +9(y) (1.6)

é i (X> y)

pro n + 1-tici (x,y) takovou, ze > 1 | ;(x,y) > 0.
Systém (1.1) mtizeme pfepsat na tvar

T = z; fi(zi) — ypi(x,y), =12,

y=y (—g(y) +r(x Y)Y eilx, y)) -
i=1

Zde funkece @;(x,y) predstavuje velikost populace i-tého druhu kofisti, kterou zni¢i populace
predatora jednotkové velikosti za jednotku casu; tato veli¢ina mize zaviset na velikostech
ostatnich populaci kofisti i na velikosti populace predatora. Funkce ¢(y) predstavuje speci-
fickou timrtnost predatora v prostifedi, v némz neni pfitomna zadna z kotisti zahrnutych do
modelu. Predpokladejme, Ze zadny alternativni zdroj potravy mimo kotist uvazovanou v mo-
delu (1.1) nemize zajistit rust velké populace predatora, tj. ze specifickd amrtnost g(y) je pro
velké y kladna. Presnéji feceno,

liminf g(y) > 0.
Yy—00

Pokud x;, resp. y oznacuje biomasu i-tého druhu kofisti, resp. predatora, pak veli¢ina
k(x,y) muze byt interpretovana jako efektivita pfemény biomasy kofisti na biomasu dravce.
V takovém piipadé ze zdkona zachovani hmoty plyne, Ze k(x,y) < 1. Odtud, z rovnosti (1.6),
(1.5) a nerovnosti >, ¢;(x,y) > 0 plyne nerovnost

Zwi(x, y) — G(x,y) = g(y)

pro vSechna x,y pro néz k(x,y) je definovana.
Provedené uvahy naznacuji, jak zformulovat ¢tvrty predpoklad:

(A4) Pro y > 0 definujme

I'(y) = inf {Z ei(x,n) —G(x,n): x eRY > y} ,
=1

kde funkce ¢;(x,7n) jsou definovany rovnosti (1.4). Pfedpokladejme, ze

v = lim I'(y) > 0.

Yy—oo
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Poznamenejme, ze funkce I'(-) je neklesajici. Limita lim, . I'(y) tedy existuje a proto neni
nutné uvazovat liminf. Navic

lim I'(y) = sup{I'(y) : y > 0}.

y—00

V dalgim bude uzZitecné i jisté zesileni pfedpokladu (A4):

(A4*) ~o = inf {Z 0i(x,y) —G(x,y): x e R}y > O} > 0,
i=1

pfitom funkce ¢;(x,y) jsou definovany rovnosti (1.4).

Z predpokladu (A4*) zfejmé plyne predpoklad (A4). Pfedpoklad (A4*) je splnén zejména
v systémech dravec—korist takovych, ze predator neméa kromé koristi zahrnuté do modelu jiné
zdroje obzivy. Vskutku, ponévadz ¢;(0,...,0,y) = 0, i = 1,...,n, existuje konstanta § > 0
takova, Ze specifickd imrtnost spliiuje podle predpokladu (A4*) pro vSechna y > 0 nerovnost
9(y) = =G(0,...,0,y) = 0.

Mize se stat, ze zkoumany systém tvaru (1.1) nespliiuje predpoklad (A4). Jeho splnéni lze
ale nékdy dosdhnout zménou méfitka fazové proménné y. Transformace y = kn je difeomor-
fismem a tedy neovliviiuje kvalitativni vlastnosti FeSeni systému (1.1).

Priklad 1. Uvazujme systém Lotkova-Volterrova typu ve tvaru
& =z(A— Bx — Cy), y=y(D+ Ex — Fy), (1.7)

kde vSechny konstanty jsou kladné a plati C' < E. Rovnice (1.7) popisuji vyvoj systému
dravec—korist takového, ze uvazovana populace kofisti neni jedinym zdrojem potravy preda-
tora. Predpoklady (A1l)—(A3) jsou zfejmé splnény. Déle o(x,y) = Cz, ¢(x,y) — G(z,y) =
—D+ (C - E)x+ Fy, I'(y) = —oo pro vSechna y > 0, ponévadz C' — FE < 0.

Necht y = kn. Touto transformaci pfejde systém (1.7) na tvar

& = x(A— Bx — Ckn), n=n(D+ Ex — Fkn),

a p(z,n) — G(x,n) = =D + (Ck — E)x + Fkn. Je-li k dostatetné velké, aby Ck — E > 0
(tj. k > E/C), pak I'(n) = =D + Fkn a v = lim, . I'(n) = lim, (=D + Fkn) = oo > 0;
predpoklad (A4) je tedy také splnén. Poznamenejme, Ze zesileny predpoklad (A4*) neni splnén
v systému (1.7) s D > 0 dokonce i kdyz C' > E. [

Hlavni vysledek

Véta 1.1. Necht funkce F;, i =1,2,...,n, a G v systému (1.1) spliiugi predpoklady (A1)—(A4).
Pak je systém (1.1) dissipativnd.

Véta 1.2. Necht funkce F;, i = 1,2,...,n, a G v systému (1.1) spliuji predpoklady (A1)—

(A3), (A4*). Bud c > 0 libovolné malé ¢islo a necht kladnd redlnd cisla ay,as, ..., a, jsou
takova, Ze

A= inf{Zaiapi(xl,...,xn,y) —G(r1,.. . xn,y): 0< 2, < K46, > 0} > 0. (1.8)
i=1

PoloZme
K =K;+e¢, p; =max [xfi(x) : x> 0], i=1,2...n, (1.9)
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v =min [f1(0), £-(0),. ... fo(0),3],  M*= %Zai (K7 £(0) + i) +e. (1.10)
i=1

Je-li x1(-),z2(+), ..., 2n(-),y(:) Teseni systému (1.1), pak existuje cislo T > 0, které mize
zaviset na pocdtecnich podminkdch, takové Ze

ri(t) < K;y, i=1,2,...,n, y(t)+Zaixi(t) < M*
i=1
pro vSechna t > T.

Poznamenejme, Ze konstanty a, as, . . ., a, existuji podle predpokladu (A4*); zejména kon-
stanty a; = as = --- = a, = 1 spliiuji podminku (1.8). Jina volba téchto konstant by mohla
odhad hranic feseni zlepsit.

1.2 Odhad parametru konkrétniho modelu

Cilem tohoto oddilu je popsat metodu, ktera vede k odhadu parametri konkrétniho systému
diferencialnich rovnic popisujicich interakci dravce a jeho koristi na zakladé méfrenych dat.
Konkrétni systém popsany v nasledujici ¢asti by mél modelovat dynamiku spolecenstva fyto-
fagniho roztoce Calepitrimerus vitis a dravého roztoce Typhlodromus pyri ve vinici.

Odhadnout parametry modelu dravec-korist piimo z pozorovanych c¢asovych rad velikosti
populaci je problém dosud nevyteseny; nékolik dosud popsanych pokust o feseni nestoji na
rigoréznich statistickych zakladech [27, str, 278]. Jedinou mé znadmou vyjimkou je ¢lanek [5].
Metoda v ném popsana ovsem vyzaduje pozorovani v ekvidistantnich ¢asovych krocich a takové
pozorovani neni v pfipadé spolecenstva rozto¢ti na vinné révé k dispozici. Ve druhé ¢asti oddilu
jsou proto navrzeny metody odhadu parametri z dat ziskanych pii polnich pokusech. Tyto
metody se fadi k ad hoc pfibliznym metodam, které sice nejsou idealni, ale jsou casto jedinou
cestou, jak viibec néjaké vysledky ziskat [27, str. 283]. Ve tfeti ¢asti je na simulovanych datech
ukazana pouzitelnost metod.

Model

Pti sestaveni modelu vyjdeme z predpokladi, které byly zformulovany na zakladé pozorovani:
1. Rychlost prirtistku velikosti samotné populace fytofaga je tmérny jeji okamzité velikosti.

2. Uzivnost vinice pro fytofaga je prakticky neomezena, velikost jeho populace miiZe pie-
krocit jakékoliv meze.

3. Neni-li k dispozici kofist (fytofag), populace predatora vymira a rychlost jejiho zmenso-
vani je umérna jeji okamzité velikosti.

4. Céast predatorem ulovené biomasy se preméni v biomasu predétora.

5. S rostouci velikosti populace fytofaga roste Gcinnost lovu predatora, tj. je-li k dispozici
vice koristi, jeden predator ulovi za jednotku ¢asu vice fytofagu.

6. Jeden predator pri nadbytku kofisti ji neulovi za jednotku ¢asu vice, nez je jista hodnota,
tzv. hladina nasyceni.
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7. Pti malé velikosti populace fytofaga da predator prednost alternativnim zdrojim potravy
(naptiklad ¢asticim pylu) pfed energeticky naroénym vyhledavanim kofisti.

Predpoklady 1. a 2. fikaji, Ze populace fytofaga za nepritomnosti predator roste exponen-
cialné, tj. podle Malthusova zakona. Predpoklad 2. neni biologicky realisticky, jista mez ristu
musi existovat. Tato mez ovsem predstavuje takovou velikost populace fytofaga, ktera nici
vinici, nejen snizuje vynos; ma tedy ,prakticky nekonecnou“ hodnotu vzhledem k jakékoliv
yrozumné“ velikosti populace fytofaga.

Podle ptredpokladu 3. nemiize populace predatora piezit bez lovu a konzumace fytofagt.
Alternativni zdroje potravy z predpokladu 7. nejsou samy schopny zajistit reprodukci pre-
déatora. Je-li k dispozici kofist (fytofag), vymirani se podle predpokladu 4. zpomaluje nebo
populace predatora muze dokonce rust.

Predpoklady 5.—7. popisuji potravni strategii predatora.

Systém diferencialnich rovnic popisujici dynamiku uvazovaného spolecenstva tedy bude
mit tvar

T = rx— Ap(x)y,

gy = —dy+rde(a)y,
kde x = z(t) oznacuje velikost populace fytofdga v Case t, y = y(t) velikost populace preda-
tora v Case t, r rustovy koeficient populace fytofaga za nepritomnosti predatora, d koeficient
mortality predatora za nepfitomnosti kotisti, k efektivitu prfemény znic¢ené koristi na prirtistek
populace dravce, Ap(z) pocet fytofagi, které zni¢i jeden predator za jednotku c¢asu pii veli-
kosti populace koftisti x, tzv. trofickou funkce nebo funkcionalni odezvu predatora na kofist;
pritom A vyjadfuje hladinu nasyceni predatora.

Konstanty 7, d, k, A jsou kladné; pokud by velikosti obou populaci byly vyjadfeny napft.
jako celkova biomasa, platilo by podle predpokladu 4. navic 0 < k < 1. Funkce ¢ vyjadiuje
mnozstvi kofisti znicené jednim predatorem pti dané velikosti populace koristi za jednotku ¢asu
relativné vzhledem k hladiné nasyceni. O funkci ¢ budeme predpokladat, Ze je diferencovatelna
(a tedy spojitd) na intervalu [0, 00) a podle pfedpokladii 5. a 6. mé vlastnosti

©(0) =0, ¢'(z) > 0 pro x > 0, lim o(z) = 1.
Prvni podminka vyjadiuje samoziejmou skutecnost, ze pokud neni pfitomna zadna kofist,
predator nic neulovi. Druha podminka — funkce ¢ je rostouci — formalizuje predpoklad 5 a
tfeti podminka vyjadiuje, ze lovecka aktivita predatora roste jen k hladiné nasyceni. Podminka
7. 1ik4, ze graf funkce ¢ je esovita kiivka; tj. jednéd se o Hollingovu funkcionalni odezvu typu
III, sr. [2, 9.5]. Jednoduchou funkei, ktera uvedené vlastnosti ma, je funkce

CZ‘Z

p(a) = pe(r) =1 -,

kde ¢ je kladna konstanta. Tuto funkci budeme v dalsim pouzivat. Celkem tedy dostavame
systém obycejnych diferencialnich rovnic

T = Tr— ASOC(']:) Y,

. 1.11
y = —dy+rAp.(r)y ( )

s pocatecni podminkou
l’(to) = X9 > 0, y(to) =Y > 0. (112)

Z tvaru systému je ziejmé, ze prvni kvadrant je jeho invariantni mnozinou. Z pocatecni pod-
minky (1.12) tedy plyne, Ze FeSeni systému (1.11) jsou nezéporna.

Z analyzy systému (1.11) (viz napt. [49, kap. III]) plyne:
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1. Pfi libovolnych hodnotach parametru r, d, k, A, ¢ existuji poc¢atecni hodnoty xg, o
takové, Ze tloha (1.11), (1.12) m4 FeSeni z(-), y(-), pro néz plati

lim sup z(t) = oc.

t—o0
2. Je-li K =r—rkA+d <0, pak pro kazdé feseni tlohy(1.11), (1.12) plati

0 < liminfz(t) < oo.

t—o0
V opacném pripadé existuje feSeni takové, ze

lim z(t) = oo.

t—oo

*

3. Je-li d < kA, pak existuji hodnoty z* > 0, y* > 0 takové, ze v = x*, y = y* je
stacionarnim feSenim systému (1.11). Pfitom

. 4 ( d . kT,

V opacném piipadé neexistuje stacionarni feseni systému (1.11) s obéma slozkami klad-
nymi.

4. Necht d < KA. Je-li K§ = ¢, (x*)—x*¢, (z*) < 0, pak je stacionarni FeSeni z = z*, y = y*
systému (1.11) lokalné asymptoticky stabilni. Je-li K§ > 0, je toto feSeni nestabilni.

5. Necht d < kA a K§ # 0. Je-li

KOIKS2—7$ @ (2%) @, (%) >0

je staciondrni feseni x = z*, y = y* systému (1.11) uzlem, je-li K} < 0 pak je ohniskem.

Vlastnost 1. lze interpretovat tak, ze vyvoj spolecenstva fytofagniho a dravého roztoce
zavisi na pocatecnich velikostech populaci. Samotna pritomnost predatort nemusi zarucit
udrzeni populace fytofagt na néjaké ,ptijatelné“ irovni. V praxi to znamena, ze vinnou révu
nelze proti roztocim chranit pouze biologicky — introdukci pfirozeného nepritele skiidce.

Veli¢ina r je maximalni relativni pfirustek velikosti (tzv. bioticky potencial) populace fyto-
faga, velicina kA — d vyjadiuje bioticky potencial predatora, prirtistek velikosti jeho populace
za nadbytku kofisti, tj. pii jeho tplném nasyceni. Vlastnost 2. ¥ika, ze pokud bioticky poten-
cial predatora prevysi bioticky potencial kofisti, pritomnost predatora ,cas od casu“ velikost
populace predatora redukuje.

Vlastnost 3. specifikuje podminky, za jakych mohou obé populace koexistovat a mit ome-
zenou velikost. Zhruba feceno, populace koristi musi byt natolik ,vyzivna“, aby zajistila rist
populace predatora. Poznamenejme, ze z podminky KZ < 0 pouzité v 2. vlastnosti plyne
d < kA, tedy koexistence populaci.

Je-li veli¢ina Kg zavedené ve vlastnosti 4. zdporna a tedy kladné stacionarni feseni je lo-
kalné asymptoticky stabilni, lze (napf. pocitac¢ovou simulaci) najit oblast pfitazeni stacionér-
niho feSeni. Tato informace umozni provadét integrovanou ochranu vinné révy proti roztocim
— introdukovat pfirozeného nepftitele fytofagl a racionalnimi chemickymi zasahy zredukovat
velikost populace skiidce a nezlikvidovat predatora tak, aby velikosti populaci byly v oblasti
pritazeni stacionarniho feseni. Pak jiz dravi roztoci udrzi mnozstvi skodlivych na hodnotéach
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blizkjch x*. Tento zptisob ochrany ma samoziejmé smysl provadét pouze tehdy, kdyz hodnota
x* je mensi nez hladina $kodlivosti fytofaga'.

Vlastnost 5. pouze upfesnuje, zda v pfipadé mozné stabilni koexistence populaci bude
stabilizovaného stavu dosazeno s vykyvy v pocetnostech nebo bez nich.

Zpusoby odhadu parametri
Predpokladejme, Ze méame déany hodnoty funkei z, y v pfesnych ¢asovych okamzicich (uzlovych
bodech) tg,t1,...,t,. Oznacime je z; = x(t;), v; = y(t;), i = 0,1,...,n. Dale ozna¢ime t =

(thtla .. '>tn)7 X = (Zlf(),l'l, .. '>xn) ay= (y0>yla .. >yn)
P¥i pevné volbé parametrt 7, d, A, k, ¢ a po¢ateénich hodnot xg, yo lze najit (pfinejmensim
numericky) hodnoty feseni poc¢atecéni alohy (1.11), (1.12) v uzlovych bodech. Oznacme je

X(ti;rv d>A7 R, C, anyO)a
Y(ti;r,d, Ak, ¢, x0,90), ©=0,1,...,n.

Polozme

D(X7 y;r, d7 A7 R, C, Xo, yO) =

) i [(m X(tsrd, Ak, c, :co,yo))2 N (ln Y(tsr,d, A K, c, xo,yo))zl . (1.13)
i=0

X Yi

Tato veli¢ina vyjadiuje euklidovskou vzdalenost logaritm® méfenych a vypocitanych souradnic

trajektorie systému (1.11) v uzlovych bodech. Logaritmy pouzivime proto, zZe fesSeni systému

(1.11) pro malé hodnoty proménnych = a y se pfili§ nelisi od exponencialni funkce, a také

proto, ze logaritmicka transformace je homeomorfismem vnittku prvniho kvadrantu na celou

rovinu R?. (Logaritmy velikost{ populaci byly také pouzity pro analyzu popularnich ¢asovych

fad kozesin snéznych zajict a ryst vykupovanych Spolecnosti Hudsonova zélivu v ¢lanku [41].)
Pro zjednoduseni zapisu jesté oznac¢me

f(xa ysr, da A> K, C) =Trr— A@C(x)ya g(!lf, Yy, d> Av K, C) = _d + K,A(pc(l’)y,

VyuzZiti numerického derivovani

Z hodnot x, y lze vypocitat numericky piiblizné hodnoty derivaci funkei z(-), y(-) v nékte-
rych uzlovych bodech. Napiiklad s vyuzitim kvadratického interpola¢niho polynomu (sr. [37])
dostaneme

Gt —tima)? &t — timy) (fisn + ticy — 26) — &1 (i — 1)?

§(t) = D& = (ti = tic)(figr — tica)(tiva — 1) ’

pritom symbol ¢ nahrazuje libovolny ze symboli x, y. Plati tedy pfiblizné rovnosti

DI‘Z‘

ra;— Apd() yi,
Dy, (1.14)

—dy; + kAp(x;) ys, 1=1,2,...,n—1.

&

Zvolme pevné kladnou konstantu c. Pak se na relace (1.14) mizeme divat jako na linedrni
regresni modely s vysvétlovanymi proménnymi Dz;, Dy; a s vysvétlujicimi proménnymi x;,

!Problematice skodlivosti fytofidgnich rozto¢t byly vénovany prace [1.(6)] a [IIL(6)].
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Ui, pe(2:)y;. Z tohoto modelu lze vypocitat odhady parametri r, d, A, k, které oznacime 7.,
d., A, a Fe; odhady 7, —d., — A, dostaneme piimo jako regresni koeficienty, k. jako zbyvajici
regresni koeficient déleny odhadem —A,.

Definujme funkci ¢ vztahem

n—1

-~ o~ 2 - o~ 2
|:<DZL’Z — f(l’z, Yi; fc, dc> Aca "%ca C)) + (Dyz - g(l'i, Yis ’Fca dc> Ac> '%ca C)) :| )

i=1

jedna se o soucet Ctverci vzdalenosti numericky vypocitanych a odhadnutych derivaci funkci
x, y v uzlovych bodech. Za odhad ¢ parametru ¢ vezmeme takovou hodnotu, ze

®(¢) = min {®(c) : ¢ >0}, (1.15)

A~ ~

pokud toto minimum existuje. Za odhady parametri r, d, A, k pak vezmeme 7 = 7¢, d = dg,
A= A, k = Ra. Za odhad 7o, yo pocatecnich hodnot xy, yy vezmeme takové hodnoty, které
minimalizuji vzdalenost (1.13), t

D (x,y;f,ci,fi R, & &, y) - min{D(x,y;f,cZ,A, R, &, 20,90) © 20 > 0,90 > 0}, (1.16)
pokud toto minimum existuje.
VyuzZiti numerické integrace

Integraci rovnic (1.11) v mezich od ty do ¢; s vyuzitim podminek (1.12) dostaneme

z(t;)) = mp +7"f 7)dr — Afgoc( 7))y(7)dr,

o o, (1.17)
y(t;) = yo— dtfy(T)dT+A/€£fgpc(x(7))y(7)d7.

Zvolme opét pevné kladnou konstantu ¢ a ozna¢me z(-) = ¢.(z(-))y(-). Priblizné hodnoty
integrali vystupujicich v rovnostech (1.17) lze vypocitat numericky ze zndmych hodnot x,

ti

y, 20 = 2(to), - .., zn = 2(tn). Oznaéme I¢; pfibliznou hodnotu integralu [ ¢(7)dr. Napiiklad
to

s vyuzitim lichobéznikového pravidla dostaneme

/ fr)dr = 16 =0,

t; ) ;
/f(T)dT ~ ]gl = 5 Z(tj - tj_l)(gj +§j_1), 1= 1,2, o, NG

J=1

pfitom symbol & zastupuje libovolny ze symboli z, y, z. Rovnosti (1.17) 1ze nyni pfepsat na
priblizné rovnosti

; xo+rle;,— Alz,

Yi —dly; + kA Iz, 1=0,1,...,n
na néz se lze divat jako na linearni regresni modely s vysvétlovanymi proménnymi z;, y; a
s vysvetlujicimi Ix;, Iy;, 1z;. Z tohoto modelu lze vypocitat odhady parametra r, d, A, x a
pocatecnich hodnot z, yo, které oznacime ¢, Jc, Ac, ke, 2of, Yo©-

~
~
~
~
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Za odhad ¢ parametru ¢ vezmeme takovou hodnotu, ze

D (37, &, A% 7,6, ) = min { D (%337, d°, AR 0,07 5of) e > 0, (118)
pokud toto minimum existuje. Za odhady zbyvajicich parametrii pak vezmeme 7 = 7, d=de,
A= Aé? k= ’%67 fO = foca ?JO = gOC-

Simulace
Zvolime parametry r, d, A, k, ¢, poc¢atecni hodnoty x¢, yo a uzlové body t = (to,t1,...,t).
Rungovou-Kuttovou metodou Sestého fadu v Butcherové tvaru [1, str. 22| vypocitame hodnoty

T1,22,...,Tn, Y1, Y2, -+, Yn-

Z nich odhadneme parametry a pocatecni hodnoty metodami popsanymi v predchozim oddile.

Pro konkrétni vypocet jsem zvolil n = 7, t = (0,21,41,63,84,105,126, 148) a parame-
try uvedené ve druhém sloupci prvni ¢asti tabulky 1.12. K numerickému vypocétu derivaci
jsem pouzil kvadratickou interpolaci, k vypoctu integralti lichobéznikové pravidlo a k vypoctu
hodnot X (¢;;...) a Y(¢;...) zminénou Rungovu-Kuttovu metodu. Minima (1.15), (1.16) a
(1.18) jsem hledal pomoci Newtonova itera¢niho procesu (funkce nlm v programovém baliku
R-language). Ziskané vysledky jsou shrnuty v tabulce 1.1. Pribéh funkei z(-), y(-) s pfesnymi

L, Odhadnuté hodnoty
Parametr | Pfesnd hodnota - - — -
pomoci derivace ‘ pomoci integralu

r 0.04 0.0312 0.0427

d 0.007 0.00551 0.00760
A 0.7 0.451 0.747

K 0.08 0.0891 0.0781

c 0.001 0.00139 0.000995
T 7 10.1 6.54

Yo 1 0.973 0.956

T* 11.56 10.30 11.84

y* 5.28 5.20 5.20
K3 -0.109 -0.117 -0.113
K} -0.009 -0.011 -0.010
Kg -0.009 -0.004 -0.008

Tabulka 1.1: Parametry modelu (1.11), (1.12) odhadnuté obéma popsanymi metodami

a odhadnutymi parametry je na obrazku 1.1. Pro metodu vyuzivajici numerickou derivaci je
vzdalenost bodi presné trajektorie a trajektorie s odhadnutymi parametry pocitana podle
vzorce (1.13) rovna 0.295, maximdlni relativni chyba odhadnutého parametru je rovna 0.44
(odhad xp); pro metodu vyuzivajici numerickou integraci jsou tyto hodnoty 0.0465 a 0.09
(odhad d). V tomto pfipadé tedy druhd metoda dava lepsi vysledek.

Pro presné parametry modelu i pro oba odhady byly také vypocitany hodnoty stacionar-
niho feseni z*, y* a kvalitativni kriteria Kg, K a Kg'. Vysledky jsou uvedeny v druhé casti

2Hodnoty ¢asti méfeni a parametrf jsou piiblizné stejné jako hodnoty, vypocitané z dat ziskanych v roce
1987 na jihomoravské lokalité Dobré Pole metodou popsanou v VI.(13)
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tabulky 1.1. Vidime, Ze obé metody poskytuji pomérné dobré odhady stacionarniho reseni; eu-
klidovské vzdalenost stacionarniho bodu a jeho odhadu je 1.26 v pfipad€ prvni metody a 0.29
v druhém. Metoda vyuzivajici numerickou integraci tedy opét dava lepsi vysledky. Znaménka
kriterii chovani feseni jsou u obou metod spravné.

10 20 30 40

0
|

Obrazek 1.1: Prubéh feseni pocatecni ulohy (1.11), (1.12) s pfesnymi a odhadnutymi parame-
try podle tab. 1.1

— e pfesné hodnoty,

~~~~~ A - . hodnoty odhadnuté uzitim numerické derivace

~~~~~ [J----  hodnoty odhadnuté uzitim numerické integrace.

1.3 Aplikace na realna data a diskuse

Parametry modelu (1.11) publikované v ¢lanku [IV.(4)] byly odhadnuty na zdkladé dat zis-
kanych z vinic na dvou jihomoravskych lokalitich — Dobrém Poli a Pouzdianech — v letech
1987-1989. Vinice v Dobrém Poli byla zdrava, s malym vyskytem kaderavosti, tj. choroby zpu-
sobené fytofagnimi roztoci Calepitrimerus vitis, na vinici v Pouzdfanech naopak tato choroba
predstavovala velky problém. Udaje o velikosti populaci roztoétt C. wvitis a Typhlodromus pyri
byly ziskavéany v dobé vegetaéni sezény (od druhé poloviny kvétna do druhé poloviny Fijna)
ve zhruba t¥itydennich intervalech metodou popsanou v praci [47].

Metodou vyuzivajici numerické integrace byly pro data z roku 1989 odhadnuty parame-
try modelu (1.11), (1.12). Shoda modelu a pozorovani je lepsi u zdravé vinice; lze v8ak Tici,
7e v obou priipadech model zachycuje ptiblizné spravné alespon zakladni kvalitativni charak-
teristiky vyvoje populaci — cas jejich extrémnich hodnot. Odhadnuté parametry modelu a
vypocitané kvalitativni charakteristiky metodou jsou shrnuty v tabulce 1.2 a jsou zde porov-
nany s hodnotami publikovanymi. Vzhledem k velkym rozptylim u publikovanych odhadi
1ze ¥ici, ze nové odhadnuté zékladni parametry populaci r, d (ristovy koeficient fytofagt a
koeficient timrtnosti predatorti) se signifikantné nelisi od publikovanych. Parametry A a ¢ po-
pisujici odezvu predatora na pritomnost kofisti jsou v Pouzdranech radové odlisné od starsich
odhadti, parametr s vyjadiujici ,,vyzivnost® kofisti pro dravce jsou radové odlisné na obou
lokalitach i od sebe navzajem. Hodnoty ukazateli nejdilezitéjSich pro integrovanou ochranu
vinné révy jsou ve vSech pripadech stejné: hodnota stacionarni velikosti populace fytofaga x*
se fadové shoduje a znaménka kritéria lokalni asymptotické stability stacionarniho feSeni K7
jsou shodna.
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Parametr Odhady uvedené v [IV.(4)] | Hodnoty odhadnuté na lokalité
odhad |  rozptyl Dobré Pole Pouzdrany
r 0.07 0.0004 0.051 0.0097
d 0.007 0.00006 0.017 0.0059
A 60 100 17 0.077
K 0.0008 10°8 0.062 0.36
c 0.00007 4-107° 3.8-107° 0.0011
X 1.8 3300
n 2.0 220
" 47 21 15
y* 0.4 3.9 8.6
K . - -
K - . -
K& + - _

Tabulka 1.2: Parametry modelu (1.11), (1.12) uvedené v praci [IV.(4)] a odhadnuté novou
metodou data ziskana na dvou rtznych vinicich v roce 1989.

vvvvvv

tegrované ochrané vinné révy proti kadetavosti; jeho introdukce spolu s aplikaci Setrnych
akaricidi, ktera ustavi vhodné pocatecni velikosti populaci roztoc, udrzi mnozstvi fytofagi
na ekonomicky pfijatelné tirovni. Soucasné ale ukazuji, Ze detailnéjsi poznani predac¢ni aktivity
a vlivu zkonzumované kotisti na dynamiku populace predatora pouze z pozorovanych caso-
vych tad velikosti populaci je nespolehlivé. Diivodem miize byt skutec¢nost, ze nizka hladina
nasyceni A a vysoky koeficient pfemény zkonzumované kotisti na populaci predatora x ma na
vyvoj populace predatora zhruba stejny vliv, jako vysoka hodnota A a mala hodnota k.

Bylo by mozné ocekavat, ze v pripadé nadbytku kofisti je vyssi hladina nasyceni predatora
— dravec zabiji vice kofisti, ale konzumuje z ni jen ,chutnéjsi“ ¢asti. Tomu by dale odpovidala
mensi efektivita transformace zni¢ené kofisti na populaci predatora. Odhadnuté parametry A
a k na lokalité s nadbytkem koristi (Pouzdfany) a na lokalité s jejim nedostatkem (Dobré
Pole) davaji vysledek opacény. Tento paradox je dalsim diivodem pro opatrnost pfi interpretaci
vysledkii.

Jednim z divodi nespolehlivosti dosazenych vysledktt mtize byt také to, Ze na vinicich se
vyskytovala v nezanedbatelné mife jind skupina roztoc¢t — svilusky — kterd je také kotisti
rozto¢u Typhlodromus pyri. Adekvatni model by tedy mél zahrnovat tfi rovnice, dvé popisujici
populace koftisti, jednu predatora. To by ovSsem znamenalo do modelu zahrnout nejméné dalsi
tii parametry (ristovy koeficient svilusek, hladinu nasyceni predatora sviluskami a parametr
nebo parametry popisujici jeho loveckou strategii) a funkeci, vyjadfujici potravni preference
predatora. Vytvoreni takového modelu, navrzeni metody nebo metod odhadu jeho parametri
a jejich pouziti na méfena data ukazuji mozné cesty, jak pokracovat ve vyzkumu problematiky
této kapitoly. Sledovat prvni z nich je snadné, druhou mozné a u tfeti si bez podrobnéjsi
analyzy netroufam odhadnout jeji schiidnost.
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Kapitola 2

Hematologie

V roce 1921 uvetejnil Robin Fahraeus rozsahlou préci [9], v niZz se podrobné zabyval schop-
nosti krve s pfisadou antikoagulacniho roztoku rozdélit se vlivem gravitace na tekutou cast
a krevni téliska. Tim polozil zaklad vysetfovani sedimentace erythrocytti. Toto vySetfeni je
jednoduchy a levny laboratorni test — do trubice se do urcité vysky nalije krev a po jedné a
po dvou hodinach se odecte vyska kapaliny (krevni plazmy) nad suspenzi plazmy a ¢ervenych
krvinek. Je pozoruhodné, Ze po sedmdesati letech rutinniho vysetfovani nebyl zndm presny
popis déje probihajiciho v sedimentacni trubicce. Jiz Fahraeus zjistil, Ze rychlost sedimentace
v ¢ase zprvu narista k ur¢ité maximalni hodnoté (1. faze, faze akcelerace), na ni néjakou dobu
setrva (2. faze, linearni) a potom klesé k nule (3. faze, zpomalovani). Grafem ¢asové zavislosti
vysky sloupce plazmy nad krevnimi télisky je tedy esovita kiivka. Rychlost sedimentace je
ovlivnéna hustotou erythrocytii, hustotou a viskozitou plazmy, velikosti erythrocyti, ale pre-
devsim schopnosti erythrocytii reverzibilné se shlukovat a tvofit rizné velké agregaty, které
sedimentuji rychleji nez jednotlivé krvinky. Agregace je zpisobena bilkovinami plazmy — fib-
rinogenem, gamaglobuliny a imunoglobuliny. Vliv téchto bilkovin na sedimentaci vSsak neni
jednoznac¢ny; napt. vyssi koncentrace fibrinogenu zpisobi zvétseni agregati, coz sedimentaci
urychluje, a soucasné zvétseni viskozity plazmy, coz sedimentaci zpomaluje.

Aby bylo mozné vlivy slozek krve na sedimentaci kvantifikovat, bylo potfebné vytvorit
matematicky model procesu a na jeho zdkladé urcit ukazatele, které proces charakterizuji
podrobnéji, nez pouhé hodnoty poklesu erythrocytt ve dvou ¢asovych okamzicich.

Pohyb jedné ¢astice zptisobeny gravitacni a vztlakovou silou v klidné (neproudici) kapaliné
je popsan Stokesovym vzorcem [32, str. 153]

2(0p — 0p)

2
Vs = 977P gROef> (2'1)

kde ws ... rychlost vertikdlniho pohybu c¢astice,

0 ... hustota ¢astice (v naSem piipadé erythrocytu),

op ... hustota kapaliny (v nasem p¥ipadé krevni plazmy),

np ... viskozita kapaliny,

g ... gravitacni zrychleni,

Roef ... efektivni polomér Castice;

efektivni polomeér je polomér tuhé hladké koule o hustoté g, ktera by se v kapaliné pohybovala
stejnou rychlosti v,.

V suspenzi — kapaliné, v niz je rozptyleno vétsi mnozstvi castic — se jedna castice po-
hybuje rychlosti jinou, nebot na ni navic pisobi sily zptisobené proudénim kapaliny kolem
ostatnich castic. Jeji rychlost je tedy

v = Qus,
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kde @ je koeficient zmény rychlosti (v nasem piipadé zpomaleni sedimentac¢ni rychlosti), ktery
je zéavisly na koncentraci ¢astic (v nasem pfipadé hematokritu) H, Q = Q(H).

Pti sedimentaci erythrocyti dochézi k agregaci (shlukovani) jednotlivych krvinek; v ka-
paliné se tedy nepohybuji ¢astice o efektivnim poloméru Ry, ale mensi pocet vétsich ¢astic
o efektivnim poloméru R, ktery zavisi na case.

Rychlost v pohybu erythrocytt v krevni plazmé, tj. casové proménna rychlost sedimentace,
je tedy dana vztahem

o) = 24520 1) R (22)

np
Témér stejnou formuli odvodil Oka [35]; jeho se lisila v tom, Ze misto viskozity plazmy np
pouzil viskozitu plné krve a v dusledku toho pouzival jiny tvar funkce ). Z tohoto duvodu
nebylo mozné Oktv model laboratorné ovérit, ponévadz viskozitu neproudici krve nelze zmérit.

Oznacime-li J = J(t) vzdalenost hladiny od rozhrani samotné kapaliny a suspenze (v nasem
pripadé vysku sloupce krevni plazmy nad sedimentujicimi erythrocyty v sedimentac¢ni trubici),
je

J(t) = /U(T)dT. (2.3)

Ve formuli (2.2) je tfeba specifikovat funkce @) a Re. Funkce @ je definované na inter-
valu (0, 1), je nezaporné (koncentrace ¢astic v suspenzi nezméni jejich pokles na stoupéani ani
naopak), klesajici (vétsi koncentrace ¢astic zptisobi zmenseni jejich rychlosti), pfi nulové kon-
centraci mé jednotkovou hodnotu (nejsou-li pfitomny jiné ¢astice, rychlost poklesu jediné neni
ovlivnéna), pfi plné koncentraci ¢astic je nulova (neni-li mezi ¢asticemi kapalina, nemaji se
kam pohybovat), tj.

li H)=1 li H)=0 oQ 0; 24
H1—>II(}+Q( )_7 Hl_I)Ill_Q( )_7 a—H<7 ()
nezapornost funkce @) je disledkem téchto vlastnosti.

Efektivni velikost agregatu erythrocyti s ¢asem roste (nové erythrocyty se pfipojuji k agre-
gatu), ale tento rist neni neomezeny (existuje néjakd mezni velikost agregatu Ry ef, pfi niz jiz
neni schopen vézat dalsi erythrocyty), tj.

dRef(t) -0 dRef(t)

Ref(o) = ROef > 07 tlﬂf& Ref(t) = RKefa dt tir{olo dt

=0.
Predpokladédme-li nakonec, ze o > op (hustota klesajici ¢astice je vétsi nez hustota kapaliny),
dostaneme z rovnosti (2.2) a (2.3)

d? d 4(op — 0p)

- - dRu(t)
g = g =5

dt

> 0.

g Q(H) Ref(t)

To znamena, ze funkce J je konvexni. Mizeme ji tedy povazovat za adekvatni popis akceleracni
faze sedimentace.

Na zakladé pozorovani sedimentace 18 rtiznych suspenzi o rozdilnych viskozitach a husto-
tach kapaliny a tvarech rozptylenych ¢astic urcili Maude a Whitmore [26] tvar funkce Q:

QUH) =(1-H)", (2.5)

kde (8 zavisi na tvaru Castic a pohybuje se v rozmezi od 4.15 (hladké disky v glycerolu) do
9.35 (hruby akrylatovy prach ve vodé). Tato empiricky ziskana funkce ma vlastnosti (2.4).
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V nasi studii jsme pozorovali sedimentaci erythrocytt promytych v Hanksové roztoku (aby
se zabranilo tvorbé agregéati) pro koncentrace H € [0.02,0.55]. Pro namétené hodnoty rychlosti
sedimentace jsme linearni regresi s nulovym absolutnim ¢lenem urcili hodnotu § = 4.85, tedy
hodnotu uvnitf intervalu uvedeného v [26].

Zékladnim problémem modelu akcelerac¢ni faze sedimentace je urceni efektivniho poloméru
erythrocytarnich agregati Re. Vyjdeme z predpokladu, ze piirtistek velikosti agregatu za
kratky casovy interval délky At je imérny této dobé rustu, tj.

Ref(t + At) = Ref(t) + kAL. (26)

Koeficient timérnosti x sam zavisi na velikosti agregatu, k = k(Rer) — nejrychleji se shlu-
kuji jednotlivé erythrocyty, k malému agregatu se nové erythrocyty pripojuji ,,ochotnéji“ nez
k velkému, veliké agregaty se mohou rozpadat. Jeden erythrocyt ma efektivni polomér Ry,
funkce & je tedy definovana pro Res z intervalu [Ryer, 00) a ma zde vlastnosti

K(Ret) < ko = K(Roer),

existuje Ry et > Roer, Ze (Ref — RKef)n(Ref) < 0;

Rk o predstavuje jakysi kriticky efektivni polomér agregatu, jeho nejvétsi moznou velikost
takovou, Ze mensi agregaty jsou jesté stabilni. Nejjednodussi funkce s uvedenymi vlastnostmi
je linearni,

Ko
RO ef — RK ef
Dosazenim tohoto vyrazu do (2.6), upravou a naslednym limitnim pfechodem At — 0 dosta-
neme diferencialni rovnici

K(Ret) = (Ret — R ef)-

d v

— R = ———————(Ret — Rief), 2.7
e ROef_RKef( ' wa) 27
k niz prislusi poc¢ate¢ni podminka
Ret(0) = Roet, (2.8)
nebof na zac¢itku procesu nejsou zadné shluky, pouze jednotlivé erythrocyty. P¥i oznaceni
o RKef_ROef - RKef_ROef
o0=——— A= —m———
Ry ef Ko
muzeme rovnici (2.7) pfepsat na tvar
dR 1(R Royer(c + 1)) (2.9)
— Rt = —(Ret — Roet(a . :
qp et = o et Oef

. Reseni

Reg(t) = Roer [1+ (1 — )]
pocate¢ni tlohy (2.9), (2.8) dosadime postupné do (2.2) a (2.3) a dostaneme vyjadfeni poklesu
erythrocytli v prvni, tj. akceleracni, fazi sedimentace

2(or — op)

) = IMp

a\
gQ(H)R2 ;| (1+a)’*t + - (4(1+ a)e " — ae A — 30— 4)
Parametry a a A charakterizuji limitni velikost erythrocytarnich agregat a rychlost jejich
tvorby, tedy procesy realné v krvi probihajici. Predstavuji tedy ony hledané ukazatele cha-
rakterizujici sedimentaci erytrocyti. Jejich urceni pro konkrétni vzorek krve proto miize mit
vyznam napi. pro stanoveni diagnozy.
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Hodnoty funkce J jsou pfimo méftitelné; pro ¢as t roven jedné a dvéma hodinam se jedna
leni poklesu. Hodnoty parametri oz, op, g jsou zndmé, viskozita plazmy np zavisi zndmym
zptisobem na obsahu plazmatickych bilkovin!. Ze Stokesova vzorce 2.1 a empirické hodnoty
vs = 6.73 uréime Ryef, funkci Q) uvazujeme ve tvaru (2.5) s § = 4.85. Ve vyjadreni funkce .J
tak ztistavaji neurcité pouze parametry «, . Lze je tedy vypocitat numerickym fesenim dvou
rovnic pro dvé neznamé.

Pro potieby klinické praxe lze tedy povazovat problém modelovani prosesu sedimentace
erythrocytl za uspokojivé vyteseny. Miize ovSem zustat teoreticky zajem o vytvoreni modelu
vSech t¥1 fazi procesu. Proces budeme charakterizovat dvéma stavovymi proménnymi — vzda-
lenosti vrcholu ¢ervené slozky suspenze od vrcholu sedimentacni trubice J a efektivni velikosti
erythrocytarnich agregéti Rer. Vyvoj druhé z nich modelujeme rovnici (2.9) s pocatecni pod-
minkou (2.8). V§voj druhé z nich, tj. J(t), je popsan pravou stranou rovnosti (2.2). Do ni je
tfeba zahrnout zvétsovani koncentrace sedimentujicich castic v suspenzi pod zvétsujicim se
objemem kapaliny.

Ozna¢ime-li h vysku hladiny kapaliny a H, pocatecéni koncentraci, je ¢asové zavisla (ale
prostorové konstantni) koncentrace ¢astic v suspenzi dana vztahem

h

H(0) = Hop— 5

Rovnice popisujici vyvoj velic¢iny J je tedy tvaru

dJ 2(QE — Qp) h 2
[ S e S H,

prislusna pocatecni podminka je

J(0) = 0. (2.10)
S vyuzitim vyjadieni (2.5) funkce ) dostaneme rovnici
dJ  2(0p —op) (h(1—Hy)—J\" ,
— = RZ,. 2.11
dt 97]P g h—J ef ( )

Za model procesu sedimentace lze nyni povazovat autonomni pocatecni tlohu (2.11), (2.9),
(2.10), (2.8).

Snadno lze ukazat, ze tento model adekvatné popisuje kvalitativni chovani sedimentace
erythrocyttt — grafem prvni slozky J jeho TeSeni je esovita kiivka. Vysledek jedné ze simulaci

je uveden na nasledujicim obrazku:
J

1Této problematice byla vénovana prace [IIL.(5)]
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Kapitola 3

ld

Analyza preziti

3.1 Prezivani homogenni populace

Deterministicky popis procesu prezivani

Uvazujme kohortu, tj. populaci homogenni podle néjakého kritéria, v niz nedochazi k rozeni
novych jedinct a jejiz prislusnici hynou. Ozna¢me N = N(t) ¢asové proménnou velikost po-
pulace a u = u(t) koeficient umrtnosti, tj. relativni pocet jedinctt zemfelych za jednotku casu.
Vyvoj velikosti kohorty je dan obycejnou diferencialni rovnici

N = —pu(t)N, (3.1)

k niz prislusi pocateéni podminka
N(0) = Np. (3.2)
Je-1i funkce p : [0,00) — R, lokalné integrovatelna, ma pocatecni problém (3.1), (3.2) feSeni

t

N(t) = Nyexp —/u(T)dT . (3.3)
0

Proces prezivani charakterizovany velikosti prezivajici populace je tedy jednoznacné urcen jeji
pocatecni velikosti Vg a koeficientem tmrtnosti p.

Model (3.1), (3.2) je neautonomni. Pfirozené procesy by vSak mély byt popsany auto-
nomnimi rovnicemi, v nichz vystupuji stavové proménné modelovaného déje.

Stav vymirajici (prezivajici) kohorty vyjadiime jeji velikosti N a aktudlnim koeficientem
amrtnosti p. Vyvoj koeficientu tmrtnosti mtze zéviset na velikosti populace (napf. jedinci
z vétsi populace maji mensi pristup k omezenym zdrojim, coz mohou byt tfeba léky, a tedy
vétsi koeficient imrtnosti, nebo naopak mohou vice vyuzivat vzajemnou pomoc a tak zmenso-
vat svou tmrtnost) a na ném samém (zména rizika amrti na néjakou chorobu muze zaviset na
stadiu této choroby, tj. na sou¢asném riziku tmrti). Zména koeficientu timrtnosti nemusi zavi-
set pouze na jeho aktualni velikosti a na aktualni velikosti populace, ale na jejich celém vyvoji
od poc¢atku (nékteré vlivy na preZiti se totiz mohou v pribéhu ¢asu kumulovat nebo pusobit
s jistym zpozdénim). Budeme-li tedy piedpoklddat diferencovatelnost funkce u, p € C[0, 00),
miizeme vyvoj koeficientu amrtnosti popsat funkcionalni diferencialni rovnici

i1 = (N, ), (3.4)
kde ® : (C1[0,00))* — R je zobrazeni takové, aby rovnice (3.4) s pocateni podminkou
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byla jednoznacné fesitelna.
Deterministicky popis procesu piezivani je tedy dan soustavou obycejné a funkcionélni
diferencialni rovnice N = —uN, i = ®(N, 1) s po¢atetnimi podminkami (3.2), (3.5).

Stochasticky popis procesu prezivani

Proces preziti je charakterizovan casem preziti T', coz je kladnd nadhodna veli¢ina interpre-
tované jako ¢as od pocatku (narozeni individua, zac¢atek sledovani, diagnéza nemoci ap.) do
smrti jedince. Budeme predpokladat, ze ndhodna veli¢ina T je spojita, ma distribu¢ni funkci
F' a hustotu f, tj.

P(T <t)=F(t) = /f(T)dT.

Ptezivani lze také popsat funkci preZiti S = S(t), definovanou vztahem
St)y=1—-F(t)=P(T > 1), (3.6)

kterou lze interpretovat jako pravdépodobnost, Ze se jedinec dozije alespon c¢asu t od pocatku,
nebo rizikovou funkci A = A\(t). Rizikova funkce je definovana jako intenzita pravdépodobnosti
amrti, tj. pravdépodobnost, ze jedinec prezije (kratky) ¢asovy interval délky At za pfedpo-
kladu, ze se dozil ¢asu t, je dana vztahem

Pt <T < t+ AtT > t) = A(t)At. (3.7)
Odtud dostaneme
1 1
M) = PEST <t+ AT > 1) = =P(T <t+ AT > 1)
t+AL
f f(r)dr

1PT<t+A) 1

At P(T >t) St) At

Limitnim pfechodem At — 0 s vyuzitim de "Hospitalova pravidla dostaneme

At) = L2 = _ 50, (3.8)

Jinak fecCeno, funkce preziti je feSenim obycejné neautonomni diferencialni rovnice
S = —\(t)S. (3.9)
Prislusna pocatecni podminka je
S(0)=P(T >0) =1, (3.10)

podle predpokladu, ze T je kladna ndhodna veli¢ina. Je-li rizikova funkce A lokalné integrova-
telnd, je FeSenim pocatecniho problému (3.9), (3.10) funkce

t

S(t) = exp { — / Ar)dr b (3.11)

0
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Pro zjednodusSeni zapisu je uzitecné zavést kumulativni rizikovou funkci H rovnosti

H(t)= /)\(T)dT. (3.12)

Uvazujme opét prezivani jedinct z kohorty o pocatecni velikosti Ny. Klasicka nebo geo-
metricka pravdépodobnost doziti ¢asu ¢, tedy S(t), je pomérem velikosti kohorty prezivajici
v Case t a jeji pocatecni velikosti,

(3.13)

Porovnanim (3.3) a (3.11) nyni vidime, ze

t t

S(t) = exp { — / u(r)dr b = exp { — / A(7)dr

0 0

Z této rovnost plyne, Ze p = A skoro vSude na [0,00) a ponévadz jsme predpokladali, zZe
koeficient imrtnosti i je diferencovatelna (a tedy spojita) funkce, mizeme na zékladé posledni
rovnosti ztotoznit koeficient timrtnosti a rizikovou funkci, tj. = .

PrezZivani onkologickych pacienti

Uvazujme onkologické pacienty, ktefi jsou na pocatku podrobeni né€jakému lééebnému zakroku
(operaci), ktery vSak nemusel odstranit vSechny rakovinné buiiky. Tvar jejich rizikové funkce
odvodime z predpokladu, Ze riziko imrti je imérné rychlosti proliferace zbylych rakovinnych
bunék (recidiva nebo metastazy), tj.

At) = By(t), (3.14)

kde [ je kladna konstanta a y = y(t) je velikost populace rakovinnych bunék v ¢ase t. Dosta-
tecné jednoduchy a pritom adekvatni model ristu rakovinnych bunék je Gompertzova kiivka
[24], tedy TeSeni pocatecniho problému pro obyéejnou diferencidlni rovnici

j=—aylmn?, y(0) =y, (3.15)

g )
takze

y(t) = bexp {e_“t In %} :

pritom a > 0 vyjadruje teoretickou rychlost neomezeného riistu populace rakovinnych bunék,
b > 0 jeji maximalni moznou a yo > 0 pocatecni velikost. Dosazenim do (3.14) dostaneme

A(t) = —fabln y_bo exp {e_“t In % - at} : (3.16)

Budeme predpokladat, ze yo < b (coZ vyjadiuje zndmou skutecnost, Ze nador roste z jedné
nebo nékolika méalo ,zvrhlych“ bunék), nebo specifictéji

b
In— > 1.
Yo
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Pak muzeme zavést oznaceni

b 1 b
UL (111 —) (3.17)
€ a Yo

a po jednoduché tpravé vyjadiit rizikovou funkei (3.16) ve tvaru
At) = At a, t*, \) = Nexp {1 —a(t —t*) —e ")} (3.18)
a kumulativni rizikovou funkei (3.12) ve tvaru

H(t) = H(t;a,t", \") = ei* (exp {—e_“(t_t*)} —exp{—e""}). (3.19)

Parametry a, t*, \* jsou kladné a snadno ovétime, ze

A :I?BOX)‘@)’ t :argrgl;aox)\(t);

pribéh rizikové funkce a k ni pfislusné funkce pfeziti je zobrazen na obr. 3.1. Funkce A je na

Obréazek 3.1: Prubéh rizikové funkce (3.18) a ptislusné funkce preziti (3.11). Pouzité parametry
byly a = 0.1, t* = 12, \* = 0.07.

intervalu [0, co) kladnd a ma vlastnosti

. % * __at* * : —
tl_l)r(gr At) = Nexp {1+ at* —e™ } <X, tlg]élo A(t) =0, (3.20)
takze

0= }LIEO A(t) < tl_l)r(gr At) < X' = max A(t).

Tyto nerovnosti lze interpretovat nasledujicim zpiisobem: nejvétsi riziko timrti na rakovinu
nastava néjakou dobu po lécebném zakroku, poté toto riziko klesa a priblizi se k nule, tj. ne
vsichni onkologic¢ti pacienti musi na rakovinu zemfit. Tento zavér je v souladu s klinickym
pozorovanim (sr. napf. [8]). Navic

o0

/)\(t)dt = tlim H(t) = %* (1 —exp{—e""}) < oo,
0

coZ znamend, Ze relativni pocet pacientt, ktefi na rakovinu nezemfou, je vzhledem k (3.11)
dan vyrazem




3.2 Odhad funkce preziti a rizikové funkce

Neparametrické metody

Predstavme si, ze studujeme prezivani pacientii trpicich urcitou chorobou. Pii pozorovani
jednoho jedince od néjakého pocatku (napf. lé¢ebného zdkroku) muze dojit k tomu, Ze tento
jedinec na uvazovanou chorobu zemfe, nebo jeho sledovani skonéi z jiného divodu (ukonéeni
vyzkumu, pacient se odstéhuje, pfestane spolupracovat, zemfe na néco jiného ap.). Ve druhém
ptipadé mluvime o tom, Ze pozorovani bylo cenzorovano (zprava).

Necht ¢as preziti s uvazovanou chorobou je spojita ndhodné veli¢ina T' s distribuc¢ni funkei
F' (stejné jako v 3.1) a ¢as cenzorovani je ndhodné veli¢ina C' s distribu¢ni funkei G. Budeme
predpokladat, ze velic¢iny T" a C' jsou nezavislé. Nahodna veli¢ina c¢as pozorovani X a indikace
umrti z dané pric¢iny ¢ (jejichz realizace jsou vysledkem pozorovani) jsou nahodné veli¢iny
definované vztahy

X:min{T,C}, 5:1{X:T};

pfitom symbol 1;py je definovan jako

N Ehy
17 Vo, =P

Distribué¢ni funkci ¢asu pozorovani oznac¢ime L. Plati

Lt)=P(X <t) =P(I' <tANC<t)V(T KtACZt)V(T2tAC <t)) =
= F(G(t) + F(O)(1 - G(1) + (1 = F())G(t) = 1 = (1= F() (1 - G(1)) =
=1-5(t)(1 - G(t)),

kde S je funkce preziti zavedena vztahem (3.6). Funkce

L=1-L=S(1-3)

se nazyva modifikovand funkce preZiti.

Pro jednoduchost budeme predpokladat, ze ndhodna velicina C' je spojita a méa hustotu g.
Je-li A\ rizikova funkce (3.8), pak jeji vérohodnostni funkce pfi pevné hodnoté X a § = 1 je
dana vyrazem

(1-G(X))f(X) = (1 -GX))AX)S(X)

a pii 0 =0 vyrazem

g(X)(1 = F(X)) = g(X)S(X).

Souhrnné mtizeme zapsat, ze vérohodnostni funkce £ rizikové funkce A pii pevnych hodnotach
X adje
L) = (AX))*S(X) (1 - G(X))’ (9(x))" "

Piedpoklad o spojitosti ndhodné veliciny C' nebyl nijak podstatny; ivahu lze snadno modifi-
kovat i pro veli¢inu diskrétni.

Necht Xi,...,X,, resp. 01,...,0,, jsou ndhodné vybéry Casu pozorovani, resp. indikace
umrti z dané pficiny, tj. zméfené délky pozorovani a tidaje o tmrti. Vérohodnostni funkce
rizikové funkce A pfi pevnych hodnotach Xi,..., X, d1,...,0, je

ﬁ()\) = H ()\(XZ))(S‘ exp _/)\(T)dT (1 o G(XZ))(SL (g(XZ»l—(SL

28



(vyuzili jsme rovnost (3.11)) a logaritmickd vérohodnostni funkce je

X;
() =LA =7+ | &InAX;) - /)\(T)dT , (3.21)
i=1 o

kde hodnota ~ zavisi pouze na hustoté G a nezavisi na rizikové funkci .
Spolu s vybérem Xi,..., X, uvazujme uspoiddany ndhodny vybér X),..., X, a pfi-
slusné indikace Gmrti d(yy, . .., 0. Kaplan a Meier [23] navrhli odhad funkce preziti ve tvaru
so=T (- rq) (3.22)
t) = 1—— ; 3.22

X<t n—1+1

jedna se o schodovitou zprava spojitou funkci. Necht ¢, s, ..., t,, jsou vSechny body nespoji-

tosti Kaplanova-Meierova odhadu funkce preziti (tj. ¢asy, v nichz doslo k tmrti z uvazované
piiciny, m — > " | 0;) takové, ze 0 =ty < t; < t; < --- < tp, < X(»). V monografii [6] je
v oddilu 2.2 uveden odhad rizikové funkce zprava spojitou schodovitou funkci ve tvaru
At) = S prot € [tj,ti1), j=0,1,2,...,m—1 (3.23)
(tj+1 - t]) ; 1{X(i)>tj}

a v 2.1.4 hranice 100(1 — a))% intervalu spolehlivosti funkce preziti ve tvaru

S(t)exp{iu(%) <1n (—1n S‘(t))) }

kde u je kritickd hodnota normovaného normalniho rozdéleni. Nelson [33] navrhl odhady ku-
mulativni rizikové funkce a distribuc¢ni funkce ¢asu pozorovani ve tvaru

(3.24)

Y

AOEEY %0 (3.25)

X n—t+1
. 1 <
La(t) = —— d1 (X<t} (3.26)
i=1

Velmi G¢innou neparametrickou metodu odhadu rizikové funkce predstavuji jadrové od-
hady. Jadro K je spojitd a symetrickd (K (¢) = K(—t)) realna funkce spliiujici podminky

(i) Supp K = cl{t e R: K(t) £0} = [~1,1],

. 1, k=0
(i) [t*K(t)dt =<0, k=1
- By #0, k=2

Jadrovym odhadem rizikové funkce A s jadrem K a vyhlazovacim parametrem h je konvoluce
jadra a Nelsonova odhadu kumulativni rizikové funkce (3.25)

4 _1 i t—T1 ~ _1 - t—X(i) (5@)
Ath(t)—E/K( - )dH(T)—%;K< ; )n—z’+1‘ (3.27)

— o0
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Vlastnosti tohoto odhadu byly podrobné studovany v ¢lanku [31], kde byla také dokazana
jeho asymptotickd normalita a byly odvozeny hranice asymptotického 100(1 — a)% intervalu

spolehlivosti ve tvaru
. 1/2
2 )\h K(t)VK [0
Mk(t) £ 4 ——— ul—=), 3.28

wiclh) { nhL,(t) (3) (3.28)

kde u je kritickd hodnota normovaného normalniho rozdéleni, L, je Nelsontiv odhad distribuéni

funkce Gasu preziti (3.26) a
1

VK:/(K(t))2dt.

-1

Dale budeme predpokladat, ze A € C2[0,T], kde T" > 0 je takové &islo, ze L(t) < 1 pro
t € [0,T] a oznacime

1

/T N(t A:/% By = /t2K(t)dt.

-1

Zakladnim problémem jadrovych odhadi je urceni v néjakém smyslu optimélniho vyhlazo-
vaciho parametru hqpe. V €lanku [31] je dokdzano, Ze hgpy minimalizujici prvni ¢len rozvoje
stfedni integralni chyby spliuje rovnici

AV \°
Bt = | — ) . 2
ot <” 22D2> (3.29)

Optimalni vyhlazovaci parametr podle této rovnice zavisi na rizikové funkci, kterou odhadu-
jeme.
Prikladem jadra je Epanec¢nikovo

3
K(t) = Z(l - t2)1{—1<t<1}, (3.30)
pronéz je Vg = 2 a 3y = L.
Odhad parametrua rizikové funkce onkologickych pacienti
Logaritmicka vérohodnostni funkei (3.21) je pro rizikovou funkei (3.18) tvaru
la, t*, \*) =

= Z { In A\ +1—a(X; —t7) —e &™) — X’

(exp{ e X t)}—exp{—e“t*}) ;

aditivni konstantu v miizeme zanedbat. Za maximalné vérohodné odhady parametrt a, t*, \*
tedy vezmeme

(d, t*, ):*) = argmax/ (a,t", \*).

Hodnoty a, t* a X* musf splnovat rovnost

I () = 30 e (6 £ Y e {5}
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tedy pii oznaceni

w(a’ t*) — i=1

Z <Z d; exp {—e~o(Xi=")} — pexp {—e®” })
i=1
je X
=1 (a,t) (3.31)
a odhady @, £* jsou
(d,tA*) = arg maxﬁ(a,t*,z/)(a, t*)) (3.32)

Maximum (3.32) budeme hledat néjakou itera¢ni metodou. K tomu je potfebné mit co nejlepsi
(nebo alespon realistické) prvni aproximace. K jejich nalezeni vyuzijeme odhad \ rizikové
funkce dany vyrazem (3.23). Interval [0, X(,)) rozdélime na nékolik disjunktnich subintervali
I, I, ..., 1, (pro ur¢itost zprava uzavienych) a mezi nimi najdeme ten, v némz lezi nejvice
bodt nespojitosti Kaplanova-Meierova odhadu (3.22) funkce pfeziti; oznac¢ime ho J. Je tedy

Zéi:max Z&i:j:1,2,...,p

X;eJ X;€l;

V intervalu J se nachazi nejvice Casti umrti, lezi v ném tedy maximum rizikové funkce
A, a, t*,X%), tj. t* € J. Na intervalu J aproximujeme funkci \ kvadratickym regresnim poly-
nomem R

ANt) = At* + Bt +C, te J; (3.33)

za tabulkové body bereme {(tj, X(tj)) Dt € J}. V okoli bodu t*, tj. v okoli maxima, nahra-

dime rizikovou funkci (3.18) Taylorovym polynomem druhého stupné:

2

A(t) ~ A (1 - % (t — t*)2) . (3.34)

Za prvni aproximaci @, t* parametril a, t* vezmeme takové hodnoty, pro néz se pravé strany
pfibliznych rovnosti (3.33) a (3.34) rovnaji:

~2
AP + Bt + C = ¢ (a, %) (1 - % (t—t~*)2) .

Pro implementaci popsané metody odhadu parametri je tfeba jesté specifikovat pocet
subintervalti p a metodu minimalizace vérohodnostni funkce. Pro vsechny déle uvadéné vy-
pocty bylo pouzito p = [1 + 3.3log;yn], kde [-] oznacuje celou ¢ast realného cisla; jedna se
o obdobu Sturgersova pravidla pro konstrukei histogramu [3, str. 19]. Maximum logaritmické
vérohodnostni funkce bylo hleddano modifikovanou Newtonovou metodou — pomoci funkce
nlm z programového systému R.

3.3 Prezivani nehomogenni populace

Za nehomogenni budeme povazovat takovou populaci, v niz je vice — feknéme k — pficin
umrti. K takové situaci miize dochézet i v pfipadé u pacientt se stejnou diagnézou. Naptiklad
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u onkologickych pacienti uvazovanych v 3.1 mtize byt pro rizné zdatné jedince rizna maxi-
malni velikost souboru rakovinnych bunék b nebo rychlost jejich proliferace a a v disledku
toho rtizné maximalni riziko \*, stejné zdatni pacienti mohou byt operovani pii rozdilnych
stadiich nemoci, tj. pti rozdilnych hodnotéch 1, coz zptisobi rozdilné ¢asy maximéalniho rizika
t* a podobné.

K popisu takové situace rozdélime celou populaci (jejiz velikost na pocatku sledovéni je
No) na k skupin o pocatecnich velikostech N; = o; Ny, i = 1,2,..., k, pficemz «; jsou takova
kladna cisla, ze Zle a; = 1, a budeme predpokladat, ze velikost kazdé z téchto skupin se
vyviji s vlastni dynamikou, tj. s vlastni rizikovou funkei A; podle rovnice (3.3),

t

N;(t) = a; Ny exp —/)\i(T)dT
0

Pak velikost celé populace v Case t je dana sou¢tem N(t) = > N;(t) a funkce preziti S, a
i=1

rizikova funkce A, pro celou populaci jsou podle (3.13) a (3.8) dany vyrazy

. : ; aihi(t) exp {— Of Ai(r)df}
Sc(t):;a,-exp —O/Ai(f)df C () = iaiexp{_in(T)dT}

i=1

Aplikace na realna data

Soustfedime se na prezivani onkologickych pacientt, tj. takové populace, v niz vsechny , parci-
alni“ rizikové funkce \; jsou tvaru (3.18). Ponévadz o = 1 — (ay + - - - + a—1), zavisi rizikova
funkce A, na celkem 4k — 1 parametrech,

Ae(t) = Ac(tyan, ooy Qo Gy e oy Gyt o T A AL (3.35)

Pro dana data o prezivani pacientd mizeme parametry odhadnout nasledujicim zpiisobem.
Vsechny pacienty rozdélime do k& skupin. To miizeme udélat podle dat ,od oka“ nebo podle
néjaké klinické indikace, napf. riznych typt nadoru, druhu chemoterapie a podobné. Pro
kazdou takovou skupinu odhadneme parametry a;, t; a A} metodou popsanou v 3.2. Takto
ziskané hodnoty pouzijeme jako prvni aproximace pro numerickou maximalizaci logaritmické
vérohodnostni funkce

X
Celan, .o opor,ar, ot AL A = Y 5iln>\c(Xi)—/)\c(T)dT . (3.36)
0

1=1

sr. (3.21).

Rizikovou funkci ziskanou popsanou parametrickou metodou z konkrétnich iidajt o preziti
miizeme porovnat s rizikovou funkei ziskanou jadrovym vyhlazenim z téchze dat. K tomu je
potfeba vybrat néjaky vhodny vyhlazovaci parametr. Konkrétné, vezmeme odhad optiméalniho
podle rovnosti (3.29), v niz hodnoty A a Dy nahradime jejich odhady, tj.

AV 1/5 X(n) ) X(n) <
ﬁopt:< zfi) . kde D= / (XJ’(t)) dt, A= / D g (37
nB2Ds / / (1—Ln(t)>



Ae je funkce (3.35) s parametry odhadnutymi maximalizaci logaritmu vérohodnostni funkce
(3.36) a L,, je Nelsoniv odhad distribu¢ni funkce ¢asu pozorovani (3.26), takze

X(n) X X (i)

~

n OTEN .
:/1—LAC(’?dt =2 / fc_(t%i:(“l)Zﬁ / Ae(t)dt;

|
n+1 =1 X<t i=1 n+1 =1
{ (%) } X1 X(i-1)

>

klademe X (o) = 0.

Navrzeny zptsob odhadu rizikové funkce onkologickych pacientii je ilustrovan na trech
souborech dat. Prvni soubor (BRCB) obsahuje tidaje o 152 pacientkach s karcinomem prsu,
které byly lé¢eny konzervativnim chirurgickym zakrokem a naslednou radioterapii v Ceskych
Budéjovicich v obdobi 1990-1996, studie byla ukoncena v roce 2004. Z celkového poctu ze-
mielo v dusledku choroby 32 (21.1%) pacientek. Druhy soubor (BRB) obsahuje tdaje o 236
pacientkach se stejnou diagnoézou i lécbou v obdobi 1983-1994 v Brné. V dusledku choroby
zemielo 47 (19.9%) pacientek. Tteti soubor (USB) obsahuje tdaje o 49 pacientkach se sarko-
mem délohy, které byly operovany v Brné v obdobi 1990-1999. V disledku choroby zemfelo
21 (42.9%) pacientek. Vsechny udaje o délce prezivani nebo sledovani jsou v mésicich.

Vypocty byly provedeny s vyuzitim programového systému R-language, integral D, (3.37)
byl vypocitan pomoci MAPLE. Prvotni rozdéleni pacientek ze souborit BRCB a USB do sku-
pin bylo provedeno ,od oka“ podle dat. Vysledky jsou shrnuty v tabulce 3.1. Pro soubor
BRB je odhad graficky porovnan s odhadem neparametrickym — jadrovym odhadem rizikové
funkce (3.27)) na obrazku 3.2. Pro jadrové vyhlazeni rizikové funkce bylo opét pouzito Epa-
nec¢nikovo jadro (3.30). Vidime, Zze hodnoty rizikové funkce ziskané parametricky lezi uvnitt
intervalti spolehlivosti pro rizikové funkce ziskané neparametricky; vysledky navrzené metody
tedy nejsou v rozporu s vysledky pozivanych neparametrickych metod. Stejny vysledek dalo i
zpracovani soubori BRCB a BRU.

Odhadnuté parametry - . .

Soubor | n k- X rizikové funkce X, Ds A ope
1 1 2
1e% 0.9832  0.01678

BRCB | 152 2 172 | q; 0.02477  0.05778 5.811-10710 0.7944 42.27
i 44.14 106.5
A7 1 0.002589  0.06499
) 1 2
o 0.1304 0.8696

BRB 236 2 220 | a; | 0.02383 0.06274 9.484-1072 0.5217 20.36

i 80.07 99.57
A 0.1168 0.003313

? 1 2 3
o 0.4949 0.1598  0.3453
USB 49 3 149 | a; 0.1387 0.2958  0.2752 | 3.090-107° 1.199  6.53
i 9.673 44.94 73.63
AF | 0.05111 0.0952 0.02493

Tabulka 3.1: Charakteristiky jednotlivych souborti, odhadnuté parametry rizikové funkce
(3.35) a hodnoty pro vypocet jadrového odhadu rizikové funkce
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Obrézek 3.2: Rizikova funkce pacientek ze souboru BRB. Cérkované silnd ¢ara — rizikova
funkce odhadnuta parametricky, plna ¢ara — jadrovy odhad rizikové funkce, teckovand cara
— 95% intervaly spolehlivosti pro neparametrické odhady.

3.4 Diskuse a vyhledy pro dalsi vyzkum

Navrzeny tvar rizikové funkce onkologickych pacientti pomérné dobie vystihuje pozorovani
Interpretace parametri je predmétem diskuse s onkology. Nejnovéjsi studie (napft. [28]) ukazuji,
ze Gompertzova kiivka je adekvatnim popisem ristu nejen primarniho nadoru, ale také sifeni
metastaz. Toto zjisténi podporuje predpoklad prijaty v 3.1. Skutec¢nost, Ze parametry a; se
prilis nelisi u soubor BRCB a BRB, tj. pro pacientky s touz diagnézou, by mohla ukazovat,
7e tyto parametry skutecné vyjadiuje proces — rychlost proliferace rakovinnych bunék —
probihajici v organismu.

Z pripadné relevance parametri modelu plyne namét pro dalsi praci — intervalové odhady
parametri. Ty by nasledné umoznily testovani néjakych hypotéz, porovnavani lécebnych me-
tod a podobné. Prvnim krokem k intervalovym odhad@m lze povazovat simulace uvedené
v nezkracené varianté této prace.

Diilezitou otazkou, ktera ziistava oteviena, je identifikace skupin pacientii, jejichz velikosti
jsou dany odhadnutymi parametry «;. Ta by mohla slouzit jako prediktor nejvétsiho ohrozeni
konkrétnich pacientii a tim k cilené péci o né.

Zajimavym vysledkem je i metoda odhadu optimalniho vyhlazovaciho parametru pro ja-
drovy odhad rizikové funkce onkologickych pacientti pomoci parametrického odhadu této
funkce. Existujici neparametrické metody (napf. [25], [42], [44], [34]) jsou asymptotické, tedy
spolehlivé pro vétsi soubory, pro mensi (jako byl napf. USB) muiiZze navrzena metoda predsta-
vovat rozumnou alternativu.
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Souhrn: Prace se zabyva souvislostmi diferencidlnich rovnici a biomedicinskych véd. Na
konkrétnich autorovych vysledcich je ukdzano, ze podnéty z ekologie pfinasi motivaci k abs-
traktnimu matematickému vyzkumu v oblasti kvalitativni teorie diferencialnich rovnic, modely
realnych procestt pomoci diferencialnich rovnic pfinasi podnéty k vyzkumu v mediciné a spo-
jeni diferencidlnich rovnic a matematické statistiky obohacuje metody analyzy preziti. Dale
jsou v praci navrzeny a testovany algoritmy pro odhady parametrti konkrétnich determinis-
tickych modeld.

Abstract: The aim of the work is to present some connections among differential equati-
ons and bio-medical sciences. Concrete examples of author’s results show that some impulses
arising in ecology brings a motivation to an abstract mathematical research in the field of qua-
litative theory of differential equations, that differential equations models of real phenomena
stimulate a subsequent medical research and that a connection of differential equations and
mathematical statistics enriches methods of survival analysis. The work also suggests some
algorithms for estimations of parameters to certain deterministic models.
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