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1 UVOD

Pocitacova grafika a geometrie je jednim z velmi progresivnich odvétvi informaécnich techno-
logii. Potreba digitalizace namétrenych dat, vizualizace objektu ¢i navrh novych tvaru se stala
nedilnou soucasti vétsiny prumyslovych odvétvi — strojirenstvi, stavebnictvi, design. K zobra-
zovani objektu jsou nutné co nejobecnéjsi tvary, které lze jednoduse ménit a zaroven jedno-
zna¢né matematicky vyjadrit. K tomuto tcelu se v soucasné dobé nejcastéji pouzivaji NURBS
(Neuniformni Racionalni B-Spline) objekty.

Pti pohledu do historie zjistime, Ze o prvni pokusy sestrojit kiivky a plochy s témito vlast-
nostmi se inzenyti velkych automobilek pokouseli jiz v 60. letech minulého stoleti. Postupné
se objevily Bézierovy, Coonsovy, Fergusonovy a dalsi typy kfivek a ploch.

Velky rozvoj nastal s objevem B-spline kiivek a ploch, které vznikly zobecnénim Coon-
sovych kubik. Tyto kiivky jiz nesly prvni znaky pozdéjsich vlastnosti NURBS. Jsou dany
fidicimi body spojenymi s bazovymi funkcemi. Ptfidanim vah a neuniformnich uzlovych vek-
toru otevrely nové konstrukéni moznosti NURBS ktivky a plochy. Tak postupné vznikl obor,
ktery nese nazev CAD — Computer Aided Design.

2 NURBS OBJEKTY

Za zakladatele teorie tykajici se B-spline objektu je povazovan Carl de Boor. V dile (9)
polozil zédklady tykajici se matematického aparatu spline funkci. Podrobny popis vlastnosti
a nékterych algoritmu lze nalézt v (29), (48). Zkoumani NURBS kiivek a ploch se vénovala
celd fada védcu a za shrnuti velké ¢asti znalosti je povazovana kniha (30).

Vzhledem k jiz pomérné dlouhému vyvoji existuje cela rada védeckych ¢lanku zabyvajicich
se studiem tykajicim se NURBS objektu ¢i vlastnosti. ((28), (49), (16), (17)).

Z fyzikalniho pohledu jsou nejzajimavéjsi tzv. D-NURBS (Dynamic NURBS), které v sobé
dokazi zachytit dalsi fyzikalni vlastnosti a staly se soucdsti pii métreni fyzikélnich jevu (vice
viz (46), (47)).

Bez NURBS objektu se v dnesni dobé neobejde vétsina grafickych aplikaci (Maya, Rhino-
ceros, Blender, atd.). Otazkou je, pro¢ pouzivat NURBS? Vyhod existuje celd fada. Pati{ mezi
né lokalni kontrolovatelnost (zména jednoho parametru ovlivni objekt pouze lokélné), rychly
a stabilni algoritmus vypoctu, moznost kresleni kuzelosecek, zachovand spojitost pii zménach
a samoziejmé takika neomezené konstrukéni moznosti.

7 téchto duvodu je NURBS kiivkam a plocham v oblasti Computer science vénovana
velka pozornost. Vyvoj samoziejmé pokracuje dal a NURBS objekty jsou zlepsovany. Novym
trendem se staly T-splines. Jedna se o zobecnéni NURBS plochy, jejiz body nemusi lezet
v pravidelné obdélnikové miizce. V roce 2005 byly implementovany do programu Autodesk
Maya a v roce 2006 do programu Rhinoceros ((39), (43)).
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CIL PRACE

P1i vyvoji téchto objektu je vsak casto kladen duraz jen na technickou stranku véci, aniz by
se vénovala pozornost matematickym souvislostem. Cilem této prace je tedy prispét k vyvoji
téchto objektu, a to jak po strance matematické, tak po strance jejich aplikace a to v ruznych
oblastech — graficky design, lékatstvi, geografické informacni systémy.

Pii védecké praci se lze zabyvat znamymi pojmy, vlastnostmi a algoritmy s cilem odhalit
nové souvislosti, objevit elegantnéjsi dukaz ¢i efektivnéjsi algoritmus. Druhou moznosti je vy-
dat se cestou nového vyvoje do neprobadanych oblasti. Ve své préci jsem vyuzila oba pristupy.
Prvni ptistup pii zkoumani derivaci, vlastnosti a zpusobech implementace NURBS objektu,
druhy ptistup pii rozboru a vyuziti T-spline ploch — nejnovéjsiho rozsiteni NURBS ploch.

3.1

1.

HLAVNI CILE DISERTACNI PRACE:

Analytické vyjadieni derivace NURBS krivek. Derivace NURBS kiivek hraji
dulezitou roli pfi vypoctech, napft. statiky objektu. Prace dava novy dukaz pro vzo-
rec vypoctu, jeho srovnani se souc¢asné pouzivanou numerickou derivaci a také zpusob
vlastni implementace. Navrzeny zpusob vypoctu derivace byl v r. 2006 implementovan
do komeréniho softwaru RFEM 3D.

Modelace vlivu uzlového vektoru na tvar NURBS. NURBS objekty patii mezi
nové kiivky a plochy, které se zadavaji ridicimi body a dalsimi parametry. Témi jsou uz-
lové vektory a vahy jednotlivych bodu. Vétsina aplikaci nabizi moznost prace s uzlovymi
vektory, ta vSak neni intuitivni. V dostupné literatuie neexistuje prehledny geometricky
pohled na vliv uzlového vektoru na tvar kiivek a ploch.

Matematicky popis jednoduchych NURBS téles z netradi¢niho tenzorového
pohledu. Pro usnadnéni prace s NURBS plochami jsou ve vétsiné kvalitnich aplikaci
preddefinovana zakladni NURBS télesa — koule, kuzel, vélec, hranol, obecna rovina a
anuloid. Lze je elegantné popsat pomoci tenzorového souc¢inu. Tento pristup je v lite-
rature silné opomijen.

Matematicka formulace novych trendua a jejich uplatnéni v geografickych in-
formacnich systémech. Novym trendem se staly T-spline a T-NURCCs plochy, které
obsahuji uzly T-junctions. Jedna se o zobecnéni NURBS ploch, jejichz fidici body nemusi
lezet v pravidelné obdélnikové miizce. Tyto objekty postupné nachazeji Siroké pouziti
v grafickych systémech, mohou vsak byt pouzity i v jinych oblastech. V praci je demon-
strovano jejich mozné pouziti v geografickych informacnich systémech pti vykreslovani
ploch ze zadanych dat.

. Vyuziti interpolace pomoci NURBS krivek v lékarstvi. V ramci spoluprace

s ustavem strojirenské technologie nasi fakulty a nemocnici u sv. Anny v Brné vyvijime
program zalozeny na interpolaci pomoci NURBS, ktery bude v budoucnu slouzit pfi
vyrobé kolennich kloubnich nahrad. Vyzkum je v soucasné dobé v testovaci fazi.



6. Navrh efektivnich zpisobi implementace NURBS krivek, ploch a zakladnich téles
s ohledem na jejich stabilitu a rychlost.

7. Ovéreni navrzenych metod implementaci do némeckého komeréniho CAD
softwaru RFEM 3D. V ramci doktorského studia jsem spolupracovala s firmou Fem
Consulting, do jejichz komeréniho softwaru RFEM 3D implementuji svoje teoretické po-
znatky a testuji vysledky. Systém RFEM 3D slouzi k navrhovani stavebnich konstrukei ¢i
strojnich soucésti, na které je nasledné aplikovana metoda konecnych prvku pro vypocet
statiky a dalsich dulezitych konstrukcénich vlastnosti.

8. Srovnani implementace a stability NURBS v grafickych programech, kde
jsou jiz implementovany, s mymi metodami implementovanymi v programu
RFEM 3D.

4 B-SPLINE, NURBS OBJEKTY

Zékladem B-spline i NURBS objektu jsou B-spline funkce, které jsou nazyvany béazovymi
funkcemi. Jsou definovany rekurentné nasledujicim zpusobem.

Definice 4.1. Necht t = (to,ty,...t,) je uzlovy vektor. B-spline funkce stupné & je definovana
jako:

%

1 te (tit;+1
o= {) T e

0 jinak
t—t; t; —t _
NE(t) = ——— N1 (1) + ——— N (1) (1)
t1+k tz tz+k+1 tz+1

kde0<i<n—k—-11<k<n-1,3:=0.

Kazda B-spline kifivka je zaddana posloupnosti fidicich bodu P;, uzlovym vektorem t a
stupném kiivky n. Uzlovy vektor je neklesajici posloupnost redlnych ¢isel s uréitymi ome-
zenimi, které jsou dény vlastnostmi B-spline funkci. Pak muzeme vyjadrit B-spline kiivku
rovnici:

C(t) = > BN @

Pokud ke kazdému bodu pfidame vahu w;, tj. kladné realné ¢islo urcujici vliv bodu na
tvar kiivky a uzlovy vektor nebude uniformni (rozdil sousednich hodnot neni konstantni),
dostavame NURBS kiivku:

Do wilN] ()

Jestlize vezmeme jako sit (¢ + 1)(r + 1) bodu Pj; spolu s jejich vahami w;;, dva uzlové
vektory (u,v)a dva stupné (m,n) pro sloupce a fadky, dostdvame vyjadfeni pro NURBS
plochu:

C(t) =



0 2 =0 Wi PiyNI™ (u) N} (v)

iz Zgzo N (u) Ny (v)

Novym typem matematickych ploch se staly T-spline plochy, jejichz fidici body nemusi
lezet v pravidelné miizce jako body NURBS ¢i Bézierovy plochy. Body jsou vzajemné lokalné
svazany a to je popsano pomoci T-mesh, kterd urcuje tyto vazby. Ke kazdému bodu jsou
pritazeny dva uzlové vektory, které se odvozuji z T-mesh. Jejich délka je zavisla na stupni
plochy. Stupen se voli jediny pro celou plochu (teorii zpracovava (42), (39)).

Vyhodou T-spline je samoziejmé ohromna volnost pii navrhu, ale také jsou to dva algo-
ritmy - T-spline simplification pro redukei fidicich bodu a local refinement ke zjemneéni sité
bodu bez vlivu na tvar plochy.

Necht mame dény body T-spline plochy P; s vahami w;. Rovnice obecného bodu na plose
jsou dany vztahem:

C(u,v) = (4)

wo(@i, yi, zi)Bi(s, 1)

s
Plst) = =5 B 1)

(5)
Béazové funkce jsou dany jako
Bi(s,t) = Nlsi, 51, Si2, 5i3, Sia] (8) N [tio, ti1, Lio, tis, tia] (£).
Béazova funkce N{s;o, Si1, Sia, Si3, Sia](S) je asociovana s uzlovym vektorem
Si = [52'07 Sil, Si2, 543, 3i4]
a funkci Nto, ti1, tio, tis, tia](t) je ptifazen uzlovy vektoru
ti = [tio, ti1, tio, tas, tia).

Rovnice T-spline jsou velmi podobné obecnym NURBS plocham. Zasadni rozdil je ve tvaru
a zpusobu odvozeni uzlovych vektoru.

5 IMPLEMENTACE NURBS OBJEKTU

V ramci doktorského studia jsem spolupracovala s firmou Fem Consulting, ktera se podili na
vyvoji komeréni aplikace RFEM 3D, ktera slouzi k navrhu stavebnich konstrukei a k vypoctu
jejich fyzikalnich vlastnosti metodou konecnych prvku.

Teoretické poznatky, které jsem postupneé ziskavala béhem studia, jsem mohla ovérit v praxi.
Pii ndvrhu programu je nutné dbat na stabilitu, robustnost a bezchybnost programu. Proto
bylo nutné podrobné studium k nalezeni vSech specialnich piipadu a kritickych mist algoritmu.

V roce 2006 obsahoval release programu RFEM 3D implementované NURBS krivky s vy-
poctem derivaci a v letosnim roce budou pridany NURBS plochy a télesa. Uvedené ukazkové
plochy byly vytvoteny v testovacim prostiedi FemDev, které pouzivam pii navrhu a testovani
algoritmu.



5.1 NURBS KRIVKY A JEJICH DERIVACE

Pro pottebu fyzikalnich vypoctu je nutné znat co nejpresnéjsi hodnoty prvnich derivaci v bo-
dech NURBS krivky. V aplikaci RFEM 3D je jiz implementovana numericka metoda. Existuje
vsak i analytickd metoda pro vypocet derivaci, které je dana vétou 5.1.

Veéta 5.1. Mdme-li dinu B-spline funkci danou definici 4.1, pak jeji proni derivaci lze vyjadrit
jako

C(t) = N'(t)P, (6)
i=0
kde
n n n— n n—
Nt = —— N7 (t) — ———— N5 (1) (7)
tH—n tz tz—i—n—i—l tz+1

Jeji dukaz jsem provedla matematickou indukei a oproti dikazu uvedenému v (30) obec-
néjsim zpusobem. Béhem implementace byla objevena vyjimka, kdy podle teoretického pred-
pokladu derivace neexistuje, ale v daném bodé zname tecnu. To se stane v piipade, kdyz
parametr pro tento fidici bod ma nasobnost v uzlovém vektoru rovnu stupni kiivky, ale tento
fidici bod a bod pred a za timto bodem lezi na ptimce. Piikladem muze byt kruznice a jeji
ridici bOdy Pl, PQ, P3.

Py I P

Obrézek 1: Specialni piipad derivace

Vypocet bodu NURBS kiivky probiha deBoorovym algoritmem. NURBS ktivky se zadavaji
fidicimi body s vahami, uzlovym vektorem a stupném, jak je vidét na obr. 2.

5.2 NURBS PLOCHY

Obecna NURBS plocha je dana siti tidicich bodu spolu s jejich vdhami. Déle je nutné znét
radkovy a uzlovy vektor a stupné kiivek v obou smérech. Toto zadani je uzivatelsky neptijemné
a nepouziva se. Ve své préci jsem vybrala pro zadavani ploch urceni jejich okrajovych ktivek.
Program dogeneruje vnitini body automaticky:.

Princip programovani obecné NURBS plochy spociva v tom, ze rozdélime vypocet na
dveé ¢asti, tedy pouzivame dvakrat deBooruv algoritmus pro vypocet obecného bodu NURBS
kiivky. Pfi navrhu algoritmu je nutné velmi precizné oSettit vstupni podminky, zkontrolovat
jednotlivé zadavajici kiivky a pfi vypoctu osettit krajni hodnoty parametru. Na obr. 3 je
ukazka obecné NURBS plochy a zpusobu zadani jedné z jejich tvoticich kiivek.



Parametr x|
Pacet bodu: I‘I 3
Stupen: |3

U zlovsy vektor: ID., 0.,0,0,01,0203,04,05,06

Wahowy vektor: |1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,

. oK | Cancel | .

Obrazek 2: Zadavani NURBS krivky

. Parametry |
. . . . . . . . . Pocet bodu: |3
» . . . . . . . . . Stupen: |2

+ . . . Uzlowy vektor ID,D,D,1,1,1

L4 - - - - - - - Wahowy vektar: |1-. 1.1

oK | Cancel |

Obrazek 3: Zadani obecné NURBS plochy

5.3 NURBS TELESA

Dalsim krokem v implementaci NURBS objektu jsou preddefinovana télesa — kuzel, valec,
koule, anuloid, rovina, hranol a obecnd rotac¢ni plocha. Zadani téchto objektu je konvencni.
Uzivatel ma moznost na rozdil od analytického zadani urcit také pocet rovnobézek a poledniku
¢i uhel rozevieni télesa. Kazdy objekt lze jednoduse upravovat — ménit polohu bodu, jejich
vahy, uzlovy vektor.

Pro obecné NURBS plochy byla vytvotena tiida SNurbs. Télesa budou implementovana
jako samostatné tridy, které jsou potomky tiidy SNurbs. Tiida SNurbs obsahuje metodu
param pro vypocet obecnych bodu ploch, kterou budeme volat pii konstrukci vsech NURBS
téles.

Systém implementace je pro kazdé téleso stejny. Uzivatel zada vstupni hodnoty pro dané
téleso, v konstruktoru piislusné tiidy se vstup zkontroluje metodou test a pokud je vse
v poradku, tak se metodou spoctiParametry vypocitaji zdkladni parametry pro obecnou
plochu (fidici body, véhy, uzlové vektory). Poté vyuzitim dédi¢nosti muzeme pouzit metodu

10
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Obrazek 6: Rotaéni NURBS télesa

v casti 6.3 lze vytvorit ptimé hladké napojeni dvou ploch. NURBS a T-spline nejsou pouze
doménou grafickych oboru. Ve své praci jsem tesila i jejich nova uplatnéni — geografické in-
formacni systémy ¢i lékaistvi.

6.1 TENZOROVY SOUCIN MEZI NURBS OBJEKTY

NURBS plochy a télesa jsou v literatuie ((30), (45)) popisovany jako tzv. tensor product
surface, coz je mozné prelozit jako plochy vzniklé tenzorovym souc¢inem. Ve své praci jsem
se zamérila na aplikaci tenzorového souc¢inu na NURBS télesa. V literatute existuji dva po-
hledy na tenzorovy souc¢in u NURBS objekti — odvozeni tenzorového souc¢inu pomoci vek-
torovych prostoru a pfidruzenych linearnich forem a pouziti Grassmannovych prostoru. Pri
podrobnéjsim studiu jsem zjistili, Ze ani jeden z téchto dvou pfistupu neni matematicky ko-
rektni, proto jsme zavedli tzv. kvazitenzorovy souc¢in mezi bilinearnimi zobrazenimi.

6.1.1 Tenzorovy soucin mezi Grassmannovymi prostory

Raciondlni kiivky jsou prvky Grassmannovych prostoru, a proto muzeme definovat tenzorovy
soucin pfimo mezi dvéma Grassmannovymi prostory. Grassmanovy prostory jsou rozsitenim
afinnich prostoru o zakladni operace. Teorii a jejich vzajemné propojeni lze nalézt napiiklad
v (12).

Zakladni myslenka je prevzata z klasické mechaniky, kde jsou body (umisténi) a vektory
(sily). K bodim muzeme také piidat objekty (hmotu), na kterou budou sily pusobit. Tak
vznikaji hmotné body, v nasem piipadé je nazyvame body s vahami.

V Grassmanové prostoru jsou tyto body dény dvojici (P, w), kde P je bod afinniho prostoru
a w je skaldar. Body s nulovou vahou nazyvame vektory a zna¢ime (v, 0). Mezi nimi lze zavést
vSechny operace a vyjadiit NURBS kiivku jako:

12



LURDS (z;;o b (t)> (Pi+ (1)) )

V nasem ptipadé se budeme pohybovat v prostoru Vj, coz je prostor trojrozmérnych bodu
s vahami. Tenzorového soucin je dén v prostoru V;®Vy. Dimenze vysledného prostoru je soucin
obou dimenzi, tedy Vj¢. Nasim tikolem je tedy najit vnoieni prostoru V4 do V; a néasledné do
V.

Toto vnofeni vsak neni jednoznacné dano. Musi se stanovit vyraznd omezeni. Dal$im
problémem v tomto pristupu je provadéni operaci s body, resp. vektory, které je vyjadiuji.
Naptiklad posunuti bodu, které je nezbytné pri hledani bodu valce, otaceni pro anuloid, atd.
Z tohoto duvodu je tento pristup pouze formdlni a prispiva k pochopeni vyznamu vah pro
jednotlivé tidici body.

6.1.2 Odvozeni tenzorového sou¢inu pomoci vektorovych
prostort a pridruzenych linearnich forem

Nésledujici ptristup je popsan v jednom z prvnich dél tykajicich se B-spline profesora Carl de
Boora — (9). Tenzorovy soucin je popséan pomoci vektorovych prostoru funkei na mnoziné.

Necht U je vektorovy prostor funkei, viechny jsou definovany na mnoziné X do redlnych
¢isel. A necht V je také vektorovy prostor funkci definovany na mnoziné Y do R. Pro kazdé
uwe U av eV pravidlo

w(t,s) = u(t)v(s),pro ¥(t,s) € X xY (9)

definuje funkci na X x Y, kterou nazyvame tenzorovym soucinem u a v a znac¢ime u ® v.

Mnozina vSech linearnich kombinaci funkci na X X Y typu u ® v pro libovolné v € U a
v € V se nazyva tenzorovy soucin U s V a znacime jej U ® V.

Déle se definuji pridruzené linearni formy f, resp. g na obou prostorech. Poté muzeme
definovat f ® g jako:

f® Q(Z u; ® v;) = Z f(ui)g(vi) pro Vu; @ v;. (10)

Za vektorové prostory zvolime prostory B-spline funkci. Pridruzené linearni formy f a g
jsou linearni formy na U, V', které muzeme nazvat vycislovaci funkce. Nyni vezmeme dva prvky
prostora U a V — N}*(t) a NI'(s) a pifslusné vycislovaci funkce f, g urcuji soutadnice bodu
B-spline ktivky.

p q

(f@g)(w) =" RyN' ()N} (s), (11)

i=0 j=0
kde R;; jsou soufadnice Fidicich bodu R;; = (z4j,¥ij, zi;) vysledné B-spline plochy jejichz
odvozeni (9) neuvadi.
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Na tomto piistupu je ndzorné vidét matematickd podstata vypoctu bodu na plose vzniklé
tenzorovym souc¢inem. Pro pevny parametr vypocitdme na kazdém sloupci (resp. fadku) po-
moci prvni vyéislovaci funkce jeden bod. Ty tvori nové hodnoty, na které aplikujeme druhou
vycislovaci hodnotu s pevnym parametrem. Vysledkem je bod plochy.

Tento, na prvni pohled nazorny zpusob ma vsak velkou mezeru. Tenzorovy soucin je defi-
novan jako zobrazeni dvou ¢i vice vektorovych prostoru do télesa. Rovnice (9) vsak definuje
tenzorovy sou¢in do jiného prostoru, coz neni korektni. Pro nazornost je vSak tenhle zpusob
idealni, avsak nejednd se o ¢istou definici tenzorového soucinu, kterou jsme zavedli pomoci
kvazitenzorového soucinu.

6.1.3 Tenzorovy soucin pomoci vahovo-bazovych funkci

P1i néasledujicim rozboru budeme pracovat s vektorovymi prostory B-spline funkei. To, zZe se
jedna o vektorovy prostor neni na prvni pohled ziejmé. Definici a ¢asteéné ovéreni uvadi (8).

Nas pristup prichazi s rozsitenim definice tenzorového soucinu na kvazitenzorovy soucin,
ktery je definovan obecné do jiného prostoru. Kombinaci bazovych B-spline funkeci spolecné
s vahami dostdvame souradnice abstraktnich objektu v prostoru (abstraktni kruznice, piimka).
Piidanim sité bodu, které jsou pro kazdé téleso generovany specidlnimi transformacemi, miu-
zeme vyjadrit souradnici urc¢itého bodu vysledné plochy. Celd podrobna teoreticka konstrukce
je uvedena v disertacni préaci a zde uvedeme pouze nazornou ukazku tvorby valcové plochy s
vyuzitim kvazitenzorového soucinu a s presnou konstrukeci fidicich bodu plochy. Dalsi télesa
jako anuloid, kulova ¢i kuzelova plocha vznikaji ruznymi aplikacemi posunuti ¢i otaceni, coz
je opét podrobneé rozebrano v disertacni praci.

Valcova a kuzelova plocha

Aplikaci predeslych iivah muzeme zapsat valcovou ¢ kuzelovou plochu jako:
Vs, t) = k(s) - u(t) = w|PQJw (12)

kde vyraz |PQ] je nutné odvodit. Matici P (1 x 9) tvoii fidici body kruznice nad mnozinou
bodu. Analogicky matici Q tvoii fidici body piimky (matice 1 x 2 ). Matice

R = [PQ]

je matice bodu typu 2 x 9, kde fadky jsou fidici body kruznic, sloupce fidici body piimek a
je tedy tvaru:

ROO ROl ROS
RlD Rll R18

Pro vélcovou plochu ziskdme sit posunutim f{dici kruznice. Vektor posunut{ uréuje zadana
—
piimka — v = Q4. Tj. plati:

VjE{O,l,...,8}2R1j2R0j+V

14



Pig

Obrézek 7: Ridici body pro vélec

6.2 VLIV UZLOVYCH VEKTORU NA TVAR PLOCHY

Béazové funkce ploch definované v ¢asti 4 jsou dany jako soucin dvou B-spline funkei. Dosud ne-
bylo napsano shrnuti, jak tvar uzlového vektoru ovliviiuje tvar vysledné plochy. Ovladani neni
intuitivni, a proto se podrobnému popisu ruznych typu uzlovych vektoru podrobné vénujeme.
Bazové funkce jsou zobrazeny v softwaru Maple.

Bézovymi funkcemi pro NURBS plochy je sou¢in dvou B-spline funkei (viz rovnice (4)).
Pocet téchto soucinu je (¢ + 1) x (r + 1). Rozepsénim jsou to:

q r
DD NN (v) = NPNG* + NgN™ + .+ NYNP + NPNG + .+ NN
i=0 j=0

Kazdy z téchto soucinu je nasoben piislusnym fidicim bodem F;;. Hodnota soucinu je vzdy
¢islo v intervalu (0, 1). Toto ¢islo udéva — stejné jako u kiivek — kolika procenty ma dany bod
vliv na polohu vysledného bodu.

Na obr. 8 jsou bazové funkce pro neekvidistantni uzlové vektory, které zpusobuji, ze
vysledna NURBS plocha prochazi svymi rohovymi body, a vysledna plocha. Opakovani uzlu
v uzlovém vektoru zpusobi body nespojitosti (vrcholy a hrany), jak je ukdzéno na obr. 9.

6.3 PODMINKY HLADKEHO NAPOJOVANI NURBS PLOCH

Pii navrhu grafickych objektu je nékdy nutné spojit navrzené ¢asti do jedné spojité oblasti. K
tomu se vyuziva dodatecna funkce nazyvand merge. Nasim tikolem bylo navrhnout podminky
tak, aby pfipojena plocha byla pfimo spojité navazana na predchéazejici. Tento postup bude
opét vyuzit v programu RFEM 3D.
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Obrazek 9: Vznik zlomu na NURBS plose

Obecné mame danu NURBS plochu S(u, v) s fidicimi body P;; s vahami w;;, ¢ =0,1,...,m
aj = 0,1,...,n a fddkovym uzlovym vektorem u a sloupcovym vektorem v. Dale je dan
radkovy a sloupcovy stupen plochy p, q.

Druhou plochu chceme hladce navazat podél posledniho sloupce prvni plochy. Oznac¢me ji
S"(u,v). Jejf ¥idici body oznacme Q; s vahami wyj;, i = 0,1,...,m a j = 0,1,...,r. Prvnf
ziejmou podminkou je, ze pocet fadku musi byt u obou ploch stejny. Také sloupcovy uzlovy
vektor a sloupcovy stupen obou ploch se musi rovnat, nebot musi mit spole¢nou kifivku danou
poslednim sloupcem puvodni plochy. Tedy sloupcovy uzlovy vektor je v a sloupcovy stupen
je q. Zbyvajici tadkovy vektor oznac¢ime u’ a radkovy stupen s.

Kromé predchozich formélnich podminek musi platit zdkladni vztah. Odpovidajici body
posledniho a predposledniho sloupce puvodni plochy lezi na piimce spolu s body druhého
sloupce ptipojené plochy. Vahy odpovidajicich bodu téchto tif sloupcu jsou stejné

Wip-1 = Wijp = w;,o = wi,r
Obecné podminky pro dvé ruzné NURBS plochy S, S’ 1ze uvést ndsledujicim zpusobem. Dukaz
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je uveden v disertacni praci a je zalozen na piitomnosti spolecné te¢né roviny pro obé plochy
na hraniéni kfivce.

Plocha S Plocha 5’

sit m x n bodu sit | x r bodu

fidici body F;; s vahami w;; fidicf body Q;; s vdhami wj;

radkovy a sloupcovy uzlovy vektor u,v fadkovy a sloupcovy uzlovy vektor u’, v’
radkovy a sloupcovy stupen p, g Ffadkovy a sloupcovy stupen p’, ¢’

Jestlize plati:

1. vi=v
2. q=¢
_ [ Y .
3' wi,’nfl - wi’n — w@o - wi71 pPro v = O, 1, NN’

4. Qio=PFi,proi=0,1,....,m
5. pro libovolné k # 0,k € R
-Pi,n—lQi,l = k-Pz',n—lQi,o = k?-Pz‘,n—1Pi,n prot=0,1,...,m

pak jsou plochy S a S’ hladce napojeny.

6.4 VYUZITI NURBS INTERPOLACE V LEKARSTVI1

Ve spolupraci s ustavem strojirenské technologie — obor technologie obrabéni vytvarime projekt
pro medicinské vyuziti. Jedna se o vyrobu kloubnich ndhrad vhodnych pro operace kolennich
kloubu. Nage vysledky budou po testovani pouzity v nemocnici u sv. Anny v Brné, kde se
rocné provadi asi 100 téchto operaci.

Nasim tukolem je ziskat ptesné vyjadieni plochy kloubu a tu transformovat do soutadnic
pro drahu frézky, ktera kloub z kovového hranolu vyrobi.

6.4.1 Matematicky zapis

Predpoklddejme, ze dostaneme mnozinu (n + 1) namétrenych hodnot
Qk,k::(),...,n.

Chceme sestrojit neracionalni neuniformni B-spline kiivku stupné p, ktera bude interpolovat
tyto body, tj. hleddme nové tidici body P; a uzlovy vektor uy

n
Q. = C(w) =Y NP(u)P;. (13)

i=0
Hodnoty wy. jsou urcen tétivovou nebo stredovou metodu. Déle je sestrojen uzlovy vek-
tor uy pomoci metody averaging. Pomoci gaussovy eliminace se vypocitaji nové tidici body

interpolacni kiivky, jejiz prubéh urci drahu frézky.
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6.4.2 Testovani metody provedené na valci

Metodu jsme jiz testovali na pulvélci. Nejdifve se pomoci pifstroje Microscribe nasnimala sit
bodu. Predmét musi byt velmi dobfe pfipevnén a pomoci snimaci tuzky se zapisuji souradnice
nasnimané pozice. Tyto body jsou interpolovany pomoci NURBS kiivek s vyuzitim stfedové
metody.

Na frézce byl vélec znovu vyroben (obr. 11). Vzhledem k nepfesnostem pii snimani bodu
se projevilo malé zkfiveni. To dokazuje funkénost metody, ktera s velkou presnosti interpoluje
vlozend data (viz obr. 10). Vyvoj je prozatim v testovaci fazi a naddle budeme pracovat
na zlepseni metody. Uvazuje se o vytvoreni spiralovité drahy frézky, ktera by lépe obrabéla
vysledny kloub.

(=] Gnuplot [(BEE)

aaaaaaaa

sdsd88o

Obrazek 11: Vyroba vysledného vélce na frézce

6.5 VYUZITI T-SPLINE V GIS

GIS (geograficky informac¢ni systém, geographic information system) je informaé¢ni systém
rozsiteny o moznosti prace s geografickym kontextem — tj. prostorovym vymezenim objektu a
prostorovymi vztahy objektu. GIS popisuje okolni svét s vyuzitim prostorové lokalizace.
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Z sirokého pole pusobnosti GIS bylo vybrano zobrazovani a vyhodnocovani zemského po-
vrchu z namérenych dat LiDAR technologii pomoci T-spline ploch. LIDAR (Light Detection
and Ranging) technologie je jednou z moznosti, jak rychle ziskat informace o urcité oblasti.
LiDAR technologie pracuje na béazi sniméani zemského povrchu letecky ve spolupraci se sa-
telity a pozemnimi systémy. Vysledkem je mrak bodu, pro ktery je nutné dalsi zpracovani
k identifikace budov, stromu a povrchu.

Algoritmus reSeni:

—_

. Nalézt rovinné plochy (stfechy, budovy) a oddélit je od ostatnich bodu.
2. Usporadat zbyvajici body.
3. Kazdému bodu piifadit uzlové vektory potiebné pro T-spline sit.

4. Algoritmem T-spline simplification odstranit nadbyte¢né body bez zmény tvaru vysledné
plochy.

5. Zobrazit budovy a objekty pomoci rovinnych ploch.

6. Vypocitat vyslednou T-spline plochu a zobrazit ji.

Pro usporadani mraku bodu jsme navrhli metodu nazvanou y-cube, kterd spo¢iva v roz-
déleni oblasti na jednotkové hranoly (velikost jednotky se zvoli vzhledem k velikost snimané
oblasti a kroku snimani) v ose y. Nésledné setfidime prvky v jednotlivych hranolech pomoci
metody quick sort. Tim vytvoifme kontrolni sit pro T-spline.

Uzlové vektory jsou pro kiivky v jednotlivych y—cube vypocitany pomoci sttedové metody.
Pro druhy smér jsou ekvidistantni kvuli pozdéjsim vypoctum. Na obr. 12 je vstupni mrak bodu,
na ktery byla aplikovana metoda y-cube, uréeny uzlové vektory a vyslednd T-spline plocha
byla vykreslena (obr. 13).

Pokud snimand oblast obsahuje zastavéné plochy, 1ze pouzit metody pro detekci budov (viz

(51), (2), (53)).
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Obrazek 12: Mrak bodu a jeho usporadani
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Obréazek 13: Vyslednd T-spline plocha
7 ZAVER
Modelovani matematickych ploch v CAD systémech je jedno z modernich odvétvi pocitacové
grafiky. Navrhovat hladké plochy a libovolné modifikovat vytvorené objekty je jednou z velmi
dulezitych predpokladu kazdého CAD systému. K tomuto tucelu v soucasné dobé nejvice
pomahaji NURBS kiivky a plochy. V nejmodernéjsich aplikacich potom T-spline plochy.

Ve své praci jsem se zamérila pravé na tuto oblast tykajici se free-form objektu. Zvoleny
pristup neni pouze implementacni, ale také zkoumajici, prohlubujici a hledajici nové poznatky
a uplatnéni.

K ¢éemu by byly technikum nejmodernéjsi zpusoby zobrazovani, kdyby nerozuméli jejich
vnitini struktufe, kdyby sebemensi odchylka od pevné daného zadani zpusobila kolaps pro-
gramu? Proto jsem se snazila popsat metody feSeni s ohledem na vnitini porozumeéni a kriticka
mista. Pii urcovani vlivu uzlového vektoru jsou popsany a vykresleny bazové funkce a ukazana
jejich souvislost s body, pti vypoctu derivaci je nalezen specialni piipad, kde derivace existuje
i pres matematickou nespojitost, pti programovani NURBS objektu jsou podrobné popsany
omezujici podminky a kriticka mista. Jak jiz bylo zminéno jsou zde uvedené teoretické po-
znatky postupné implementovany do komercniho softwaru RFEM 3D.

Béhem svého studia jsem nabyla dojmu, ze jazyk cisté matematicky a jazyk technicky
prakticky, nejsou blizci kolegové, ale vzdaleni pribuzni, ktefi si ptilis nerozumi. Na pohled jed-
noduchému problému tykajicimu se tenzorového sou¢inu se vénuje spousta geometru prostym
konstatovani, ze existuje. Proto je v praci zahrnuta ¢ast tykajici se NURBS ploch z pohledu
tenzorového soucinu. Uskalf jednotlivych zndmych piistupu (Grassmanovy prostory, prostory
B-spline funkei) jsou v nekorektnim matematickém zapisu a nedostateéném popisu vzniku sité
bodu. Jsou vsak vhodné pro nazornost. K ¢isté definici byl navrzen tzv. kvazitenzorovy soucin,
ktery je korektni pro oba jazyk matematicky i geometricky.

Vyuziti NURBS neni pouze v pocitacové grafice a designu. Ve spolupréci s istavem stroji-
renské technologie — obor technologie obrabéni pracujeme na vyvoji programu pro generovani
drahy bodu, ktera by co nejlépe interpolovala vstupni data. Ve spolupraci s nemocnici u sv.
Anny v Brné budeme testovat tuto metodu na datech pro vyrobu kloubnich kolennich nahrad
a dale spolupracovat na zlepsovani a moznému uvedeni softwaru do praxe.

Geografické informacni systémy jsou jednim z dalSich uplatnéni matematickych ploch.
Aproximace ¢i interpolace namétenych dat je stézejnim problémem pii zobrazovani zemského
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povrchu. B-spline ptistup je v této oblasti jiz plné vyuzivan. Ve své préaci jsem navrhla novy
zpusob aproximace pomoci T-spline s vyuzitim jiz zndmych metod pro dalsi upravy (detekce
budov, stromu, hran).

Matematické modelovani ploch je dulezitou soucasti pocitacové grafiky i praktickych oboru.
Ve své praci jsem se pokusila shrnout dosavadni znalosti a najit jejich nové uplatnéni. Spo-
lupréce s komeréni firmou ¢ pouziti ve zdravotnictvi potvrzuje, ze zde uvedené poznatky jsou
uzitecné a pouzitelné v praxi. Vérim, ze muj dalsi vyzkum bude zalozen na poznatcich, které
jsem nabyla pii studiu na této disertacni praci.
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ABSTRACT

Modeling of mathematical surfaces is progressive branch of computer graphics. Possibilities to
design and modify smooth surfaces are key functions in all CAD systems. These functions are
nowadays usually implemented using NURBS curves and surfaces. In hi-end applications are
also used T-splines. I focused on modeling free form objects using NURBS and its properties.
My goal was to describe methods of their design with regard to mathematical background
of this problem and its special cases. Regarding this all constrains and critical parts of the
programming NURBS are described in detail. In my work the analysis of the NURBS from
tensor point of view is also mentioned.

I focused on application described problematics in thee areas. First one are construction
CAD system. Methods of modeling free-form objects were implemented into RFEM 3D CAD
system. Second area is in applied mechanical engineering. In the cooperation with department
of manufacturing technology we work on development of the method for curve interpolation
from a set of points. This method will be used in cooperation with St. Anna hospital for
designing joint replacements. Third application is in the area of geographic information sys-
tems. Approximation or interpolation of the terrain are the key problems. Nowadays B-spline
method is used for solving this problem. In my work new method of the approximation using
T-splines is described. We reveal some other improvements (buildings, trees, edges detection).
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