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6.3 PODMÍNKY HLADKÉHO NAPOJOVÁNÍ NURBS PLOCH . . . . . . . . . . 15
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1 ÚVOD

Poč́ıtačová grafika a geometrie je jedńım z velmi progresivńıch odvětv́ı informačńıch techno-
logíı. Potřeba digitalizace naměřených dat, vizualizace objekt̊u či návrh nových tvar̊u se stala
ned́ılnou součást́ı většiny pr̊umyslových odvětv́ı – stroj́ırenstv́ı, stavebnictv́ı, design. K zobra-
zováńı objekt̊u jsou nutné co nejobecněǰśı tvary, které lze jednoduše měnit a zároveň jedno-
značně matematicky vyjádřit. K tomuto účelu se v současné době nejčastěji použ́ıvaj́ı NURBS
(Neuniformńı Racionálńı B-Spline) objekty.

Při pohledu do historie zjist́ıme, že o prvńı pokusy sestrojit křivky a plochy s těmito vlast-
nostmi se inženýři velkých automobilek pokoušeli již v 60. letech minulého stolet́ı. Postupně
se objevily Bézierovy, Coonsovy, Fergusonovy a daľśı typy křivek a ploch.

Velký rozvoj nastal s objevem B-spline křivek a ploch, které vznikly zobecněńım Coon-
sových kubik. Tyto křivky již nesly prvńı znaky pozděǰśıch vlastnost́ı NURBS. Jsou dány
ř́ıdićımi body spojenými s bázovými funkcemi. Přidáńım vah a neuniformńıch uzlových vek-
tor̊u otevřely nové konstrukčńı možnosti NURBS křivky a plochy. Tak postupně vznikl obor,
který nese název CAD – Computer Aided Design.

2 NURBS OBJEKTY

Za zakladatele teorie týkaj́ıćı se B-spline objekt̊u je považován Carl de Boor. V d́ıle (9)
položil základy týkaj́ıćı se matematického aparátu spline funkćı. Podrobný popis vlastnost́ı
a některých algoritmů lze nalézt v (29), (48). Zkoumáńı NURBS křivek a ploch se věnovala
celá řada vědc̊u a za shrnut́ı velké části znalost́ı je považována kniha (30).

Vzhledem k již poměrně dlouhému vývoji existuje celá řada vědeckých článk̊u zabývaj́ıćıch
se studiem týkaj́ıćım se NURBS objekt̊u či vlastnost́ı. ((28), (49), (16), (17)).

Z fyzikálńıho pohledu jsou nejzaj́ımavěǰśı tzv. D-NURBS (Dynamic NURBS), které v sobě
dokáž́ı zachytit daľśı fyzikálńı vlastnosti a staly se součást́ı při měřeńı fyzikálńıch jev̊u (v́ıce
viz (46), (47)).

Bez NURBS objekt̊u se v dnešńı době neobejde většina grafických aplikaćı (Maya, Rhino-
ceros, Blender, atd.). Otázkou je, proč použ́ıvat NURBS? Výhod existuje celá řada. Patř́ı mezi
ně lokálńı kontrolovatelnost (změna jednoho parametru ovlivńı objekt pouze lokálně), rychlý
a stabilńı algoritmus výpočtu, možnost kresleńı kuželoseček, zachovaná spojitost při změnách
a samozřejmě takřka neomezené konstrukčńı možnosti.

Z těchto d̊uvod̊u je NURBS křivkám a plochám v oblasti Computer science věnována
velká pozornost. Vývoj samozřejmě pokračuje dál a NURBS objekty jsou zlepšovány. Novým
trendem se staly T-splines. Jedná se o zobecněńı NURBS plochy, jej́ıž body nemuśı ležet
v pravidelné obdélńıkové mř́ıžce. V roce 2005 byly implementovány do programu Autodesk
Maya a v roce 2006 do programu Rhinoceros ((39), (43)).

5



3 CÍL PRÁCE

Při vývoji těchto objekt̊u je však často kladen d̊uraz jen na technickou stránku věci, aniž by
se věnovala pozornost matematickým souvislostem. Ćılem této práce je tedy přispět k vývoji
těchto objekt̊u, a to jak po stránce matematické, tak po stránce jejich aplikace a to v r̊uzných
oblastech – grafický design, lékařstv́ı, geografické informačńı systémy.

Při vědecké práci se lze zabývat známými pojmy, vlastnostmi a algoritmy s ćılem odhalit
nové souvislosti, objevit elegantněǰśı d̊ukaz či efektivněǰśı algoritmus. Druhou možnost́ı je vy-
dat se cestou nového vývoje do neprobádaných oblast́ı. Ve své práci jsem využila oba př́ıstupy.
Prvńı př́ıstup při zkoumáńı derivaćı, vlastnost́ı a zp̊usobech implementace NURBS objekt̊u,
druhý př́ıstup při rozboru a využit́ı T-spline ploch – nejnověǰśıho rozš́ı̌reńı NURBS ploch.

3.1 HLAVNÍ CÍLE DISERTAČNÍ PRÁCE:

1. Analytické vyjádřeńı derivace NURBS křivek. Derivace NURBS křivek hraj́ı
d̊uležitou roli při výpočtech, např. statiky objekt̊u. Práce dává nový d̊ukaz pro vzo-
rec výpočtu, jeho srovnáńı se současně použ́ıvanou numerickou derivaćı a také zp̊usob
vlastńı implementace. Navržený zp̊usob výpočtu derivace byl v r. 2006 implementován
do komerčńıho softwaru RFEM 3D.

2. Modelace vlivu uzlového vektoru na tvar NURBS. NURBS objekty patř́ı mezi
nové křivky a plochy, které se zadávaj́ı ř́ıdićımi body a daľśımi parametry. Těmi jsou uz-
lové vektory a váhy jednotlivých bod̊u. Většina aplikaćı nab́ıźı možnost práce s uzlovými
vektory, ta však neńı intuitivńı. V dostupně literatuře neexistuje přehledný geometrický
pohled na vliv uzlového vektoru na tvar křivek a ploch.

3. Matematický popis jednoduchých NURBS těles z netradičńıho tenzorového
pohledu. Pro usnadněńı práce s NURBS plochami jsou ve většině kvalitńıch aplikaćı
předdefinována základńı NURBS tělesa – koule, kužel, válec, hranol, obecná rovina a
anuloid. Lze je elegantně popsat pomoćı tenzorového součinu. Tento př́ıstup je v lite-
ratuře silně opomı́jen.

4. Matematická formulace nových trend̊u a jejich uplatněńı v geografických in-
formačńıch systémech. Novým trendem se staly T-spline a T-NURCCs plochy, které
obsahuj́ı uzly T-junctions. Jedná se o zobecněńı NURBS ploch, jejichž ř́ıdićı body nemuśı
ležet v pravidelné obdélńıkové mř́ıžce. Tyto objekty postupně nacházej́ı široké použit́ı
v grafických systémech, mohou však být použity i v jiných oblastech. V práci je demon-
strováno jejich možné použit́ı v geografických informačńıch systémech při vykreslováńı
ploch ze zadaných dat.

5. Využit́ı interpolace pomoćı NURBS křivek v lékařstv́ı. V rámci spolupráce
s ústavem stroj́ırenské technologie naš́ı fakulty a nemocnićı u sv. Anny v Brně vyv́ıj́ıme
program založený na interpolaci pomoćı NURBS, který bude v budoucnu sloužit při
výrobě kolenńıch kloubńıch náhrad. Výzkum je v současné době v testovaćı fázi.
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6. Návrh efektivńıch zp̊usob̊u implementace NURBS křivek, ploch a základńıch těles
s ohledem na jejich stabilitu a rychlost.

7. Ověřeńı navržených metod implementaćı do německého komerčńıho CAD
softwaru RFEM 3D. V rámci doktorského studia jsem spolupracovala s firmou Fem
Consulting, do jejichž komerčńıho softwaru RFEM 3D implementuji svoje teoretické po-
znatky a testuji výsledky. Systém RFEM 3D slouž́ı k navrhováńı stavebńıch konstrukćı či
strojńıch součást́ı, na které je následně aplikována metoda konečných prvk̊u pro výpočet
statiky a daľśıch d̊uležitých konstrukčńıch vlastnost́ı.

8. Srovnáńı implementace a stability NURBS v grafických programech, kde
jsou již implementovány, s mými metodami implementovanými v programu
RFEM 3D.

4 B-SPLINE, NURBS OBJEKTY

Základem B-spline i NURBS objekt̊u jsou B-spline funkce, které jsou nazývány bázovými
funkcemi. Jsou definovány rekurentně následuj́ıćım zp̊usobem.

Definice 4.1. Necht’ t = (t0, t1, . . . tn) je uzlový vektor. B-spline funkce stupně k je definována
jako:

N0
i (t) =

{
1 pro t ∈ 〈ti, ti + 1)

0 jinak

Nk
i (t) =

t− ti
ti+k − ti

Nk−1
i (t) +

ti+k+1 − t

ti+k+1 − ti+1

Nk−1
i+1 (t) , (1)

kde 0 ≤ i ≤ n− k − 1, 1 ≤ k ≤ n− 1, 0
0

:= 0.

Každá B-spline křivka je zadána posloupnost́ı ř́ıdićıch bod̊u Pi, uzlovým vektorem t a
stupněm křivky n. Uzlový vektor je neklesaj́ıćı posloupnost reálných č́ısel s určitými ome-
zeńımi, které jsou dány vlastnostmi B-spline funkćı. Pak můžeme vyjádřit B-spline křivku
rovnićı:

C(t) =
n∑

i=0

PiN
n
i (t) (2)

Pokud ke každému bodu přidáme váhu wi, tj. kladné reálné č́ıslo určuj́ıćı vliv bodu na
tvar křivky a uzlový vektor nebude uniformńı (rozd́ıl sousedńıch hodnot neńı konstantńı),
dostáváme NURBS křivku:

C (t) =

∑m
i=0 wiPiN

n
i (t)∑m

i=0 wiNn
i (t)

, (3)

Jestliže vezmeme jako śıt’ (q + 1)(r + 1) bod̊u Pij spolu s jejich váhami wij, dva uzlové
vektory (u,v)a dva stupně (m, n) pro sloupce a řádky, dostáváme vyjádřeńı pro NURBS
plochu:
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C (u, v) =

∑q
i=0

∑r
j=0 wijPijN

m
i (u) Nn

j (v)∑q
i=0

∑r
j=0 Nm

i (u) Nn
j (v)

, (4)

Novým typem matematických ploch se staly T-spline plochy, jejichž ř́ıdićı body nemuśı
ležet v pravidelné mř́ıžce jako body NURBS či Bézierovy plochy. Body jsou vzájemně lokálně
svázány a to je popsáno pomoćı T-mesh, která určuje tyto vazby. Ke každému bodu jsou
přǐrazeny dva uzlové vektory, které se odvozuj́ı z T-mesh. Jejich délka je závislá na stupni
plochy. Stupeň se voĺı jediný pro celou plochu (teorii zpracovává (42), (39)).

Výhodou T-spline je samozřejmě ohromná volnost při návrhu, ale také jsou to dva algo-
ritmy - T-spline simplification pro redukci ř́ıdićıch bod̊u a local refinement ke zjemněńı śıtě
bod̊u bez vlivu na tvar plochy.

Necht’ máme dány body T-spline plochy Pi s vahami wi. Rovnice obecného bodu na ploše
jsou dány vztahem:

P (s, t) =

∑n
i=0(xi, yi, zi)Bi(s, t)∑n

i=0 wiBi(s, t)
. (5)

Bázové funkce jsou dány jako

Bi(s, t) = N [si0, si1, si2, si3, si4](s)N [ti0, ti1, ti2, ti3, ti4](t).

Bázová funkce N [si0, si1, si2, si3, si4](s) je asociována s uzlovým vektorem

si = [si0, si1, si2, si3, si4]

a funkci N [ti0, ti1, ti2, ti3, ti4](t) je přǐrazen uzlový vektoru

ti = [ti0, ti1, ti2, ti3, ti4].

Rovnice T-spline jsou velmi podobné obecným NURBS plochám. Zásadńı rozd́ıl je ve tvaru
a zp̊usobu odvozeńı uzlových vektor̊u.

5 IMPLEMENTACE NURBS OBJEKTŮ

V rámci doktorského studia jsem spolupracovala s firmou Fem Consulting, která se pod́ıĺı na
vývoji komerčńı aplikace RFEM 3D, která slouž́ı k návrhu stavebńıch konstrukćı a k výpočtu
jejich fyzikálńıch vlastnost́ı metodou konečných prvk̊u.

Teoretické poznatky, které jsem postupně źıskávala během studia, jsem mohla ověřit v praxi.
Při návrhu programu je nutné dbát na stabilitu, robustnost a bezchybnost programů. Proto
bylo nutné podrobné studium k nalezeńı všech speciálńıch př́ıpad̊u a kritických mı́st algoritmů.

V roce 2006 obsahoval release programu RFEM 3D implementované NURBS křivky s vý-
počtem derivaćı a v letošńım roce budou přidány NURBS plochy a tělesa. Uvedené ukázkové
plochy byly vytvořeny v testovaćım prostřed́ı FemDev, které použ́ıvám při návrhu a testováńı
algoritmů.
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5.1 NURBS KŘIVKY A JEJICH DERIVACE

Pro potřebu fyzikálńıch výpočt̊u je nutné znát co nejpřesněǰśı hodnoty prvńıch derivaćı v bo-
dech NURBS křivky. V aplikaci RFEM 3D je již implementována numerická metoda. Existuje
však i analytická metoda pro výpočet derivaćı, které je dána větou 5.1.

Věta 5.1. Máme-li dánu B-spline funkci danou definićı 4.1, pak jej́ı prvńı derivaci lze vyjádřit
jako

C(t)′ =
m∑

i=0

Nn
i (t)′Pi, (6)

kde

Nn
i (t)′ =

n

ti+n − ti
Nn−1

i (t)− n

ti+n+1 − ti+1

Nn−1
i+1 (t) (7)

Jej́ı d̊ukaz jsem provedla matematickou indukćı a oproti d̊ukazu uvedenému v (30) obec-
něǰśım zp̊usobem. Během implementace byla objevena výjimka, kdy podle teoretického před-
pokladu derivace neexistuje, ale v daném bodě známe tečnu. To se stane v př́ıpadě, když
parametr pro tento ř́ıdićı bod má násobnost v uzlovém vektoru rovnu stupni křivky, ale tento
ř́ıdićı bod a bod před a za t́ımto bodem lež́ı na př́ımce. Př́ıkladem může být kružnice a jej́ı
ř́ıdićı body P1, P2, P3.

P1 P2 P3

Obrázek 1: Speciálńı př́ıpad derivace

Výpočet bod̊u NURBS křivky prob́ıhá deBoorovým algoritmem. NURBS křivky se zadávaj́ı
ř́ıdićımi body s váhami, uzlovým vektorem a stupněm, jak je vidět na obr. 2.

5.2 NURBS PLOCHY

Obecná NURBS plocha je dána śıt́ı ř́ıdićıch bod̊u spolu s jejich váhami. Dále je nutné znát
řádkový a uzlový vektor a stupně křivek v obou směrech. Toto zadáńı je uživatelsky nepř́ıjemné
a nepouž́ıvá se. Ve své práci jsem vybrala pro zadáváńı ploch určeńı jej́ıch okrajových křivek.
Program dogeneruje vnitřńı body automaticky.

Princip programováńı obecné NURBS plochy spoč́ıvá v tom, že rozděĺıme výpočet na
dvě části, tedy použ́ıváme dvakrát deBoor̊uv algoritmus pro výpočet obecného bodu NURBS
křivky. Při návrhu algoritmu je nutné velmi precizně ošetřit vstupńı podmı́nky, zkontrolovat
jednotlivé zadávaj́ıćı křivky a při výpočtu ošetřit krajńı hodnoty parametr̊u. Na obr. 3 je
ukázka obecné NURBS plochy a zp̊usobu zadáńı jedné z jej́ıch tvoř́ıćıch křivek.
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Obrázek 2: Zadáváńı NURBS křivky

Obrázek 3: Zadáńı obecné NURBS plochy

5.3 NURBS TĚLESA

Daľśım krokem v implementaci NURBS objekt̊u jsou předdefinovaná tělesa – kužel, válec,
koule, anuloid, rovina, hranol a obecná rotačńı plocha. Zadáńı těchto objekt̊u je konvenčńı.
Uživatel má možnost na rozd́ıl od analytického zadáńı určit také počet rovnoběžek a poledńık̊u
či úhel rozevřeńı tělesa. Každý objekt lze jednoduše upravovat – měnit polohu bod̊u, jejich
váhy, uzlový vektor.

Pro obecné NURBS plochy byla vytvořena tř́ıda SNurbs. Tělesa budou implementována
jako samostatné tř́ıdy, které jsou potomky tř́ıdy SNurbs. Tř́ıda SNurbs obsahuje metodu
param pro výpočet obecných bod̊u ploch, kterou budeme volat při konstrukci všech NURBS
těles.

Systém implementace je pro každé těleso stejný. Uživatel zadá vstupńı hodnoty pro dané
těleso, v konstruktoru př́ıslušné tř́ıdy se vstup zkontroluje metodou test a pokud je vše
v pořádku, tak se metodou spoctiParametry vypoč́ıtaj́ı základńı parametry pro obecnou
plochu (ř́ıdićı body, váhy, uzlové vektory). Poté využit́ım dědičnosti můžeme použ́ıt metodu
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param z rodičovské tř́ıdy SNurbs a plochu vykreslit. Ukázky NURBS ploch a možnosti jejich
editace jsou na obr. 4, 5, 6.

Pro každé těleso je nutné zkontrolovat vstupńı podmı́nky, zda jsou zadané body r̊uzné, lež́ı
v požadovaných pozićıch, atp. Dále je nutné udat omezeńı pro počet rovnoběžek a poledńık̊u
a úhel rozevřeńı tělesa.

Obrázek 4: Modifikace NURBS těles I

Obrázek 5: Modifikace NURBS těles II

6 NOVÉ PŘÍSTUPY PŘI STUDIU

MATEMATICKÝCH PLOCH

NURBS objekty nemuśıme studovat pouze z praktického implementačńıho hlediska. Můžeme
na ně nahĺıžet i z geometrického tenzorového pohledu či zkoumat vliv uzlového vektoru na
tvar výsledné plochy. Hladké napojováńı NURBS plát̊u je v technické praxi řešeno pomoćı
dodatečné funkce nazývané merge. Vhodnou úpravou ř́ıdićıch bod̊u plochy dané podmı́nkami
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Obrázek 6: Rotačńı NURBS tělesa

v části 6.3 lze vytvořit př́ımé hladké napojeńı dvou ploch. NURBS a T-spline nejsou pouze
doménou grafických obor̊u. Ve své práci jsem řešila i jejich nová uplatněńı – geografické in-
formačńı systémy či lékařstv́ı.

6.1 TENZOROVÝ SOUČIN MEZI NURBS OBJEKTY

NURBS plochy a tělesa jsou v literatuře ((30), (45)) popisovány jako tzv. tensor product
surface, což je možné přeložit jako plochy vzniklé tenzorovým součinem. Ve své práci jsem
se zaměřila na aplikaci tenzorového součinu na NURBS tělesa. V literatuře existuj́ı dva po-
hledy na tenzorový součin u NURBS objekt̊u – odvozeńı tenzorového součinu pomoćı vek-
torových prostor̊u a přidružených lineárńıch forem a použit́ı Grassmannových prostor̊u. Při
podrobněǰśım studiu jsem zjistili, že ani jeden z těchto dvou př́ıstup̊u neńı matematicky ko-
rektńı, proto jsme zavedli tzv. kvazitenzorový součin mezi bilineárńımi zobrazeńımi.

6.1.1 Tenzorový součin mezi Grassmannovými prostory

Racionálńı křivky jsou prvky Grassmannových prostor̊u, a proto můžeme definovat tenzorový
součin př́ımo mezi dvěma Grassmannovými prostory. Grassmanovy prostory jsou rozš́ı̌reńım
afinńıch prostor̊u o základńı operace. Teorii a jejich vzájemné propojeńı lze nalézt např́ıklad
v (12).

Základńı myšlenka je převzata z klasické mechaniky, kde jsou body (umı́stěńı) a vektory
(śıly). K bod̊um můžeme také přidat objekty (hmotu), na kterou budou śıly p̊usobit. Tak
vznikaj́ı hmotné body, v našem př́ıpadě je nazýváme body s vahami.

V Grassmanově prostoru jsou tyto body dány dvojićı (P, w), kde P je bod afinńıho prostoru
a w je skalár. Body s nulovou vahou nazýváme vektory a znač́ıme (v, 0). Mezi nimi lze zavést
všechny operace a vyjádřit NURBS křivku jako:
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R(t) =
n∑

i=0

(
wiBi(t)∑n

j=0 wjBj(t)

)
(Pi + v(t)). (8)

V našem př́ıpadě se budeme pohybovat v prostoru V4, což je prostor trojrozměrných bod̊u
s váhami. Tenzorového součin je dán v prostoru V4⊗V4. Dimenze výsledného prostoru je součin
obou dimenźı, tedy V16. Naš́ım úkolem je tedy naj́ıt vnořeńı prostoru V16 do V4 a následně do
V3.

Toto vnořeńı však neńı jednoznačně dáno. Muśı se stanovit výrazná omezeńı. Daľśım
problémem v tomto př́ıstupu je prováděńı operaćı s body, resp. vektory, které je vyjadřuj́ı.
Např́ıklad posunut́ı bod̊u, které je nezbytné při hledáńı bod̊u válce, otáčeńı pro anuloid, atd.
Z tohoto d̊uvodu je tento př́ıstup pouze formálńı a přisṕıvá k pochopeńı významu vah pro
jednotlivé ř́ıdićı body.

6.1.2 Odvozeńı tenzorového součinu pomoćı vektorových
prostor̊u a přidružených lineárńıch forem

Následuj́ıćı př́ıstup je popsán v jednom z prvńıch děl týkaj́ıćıch se B-spline profesora Carl de
Boora – (9). Tenzorový součin je popsán pomoćı vektorových prostor̊u funkćı na množině.

Necht’ U je vektorový prostor funkćı, všechny jsou definovány na množině X do reálných
č́ısel. A necht’ V je také vektorový prostor funkćı definovaný na množině Y do R. Pro každé
u ∈ U a v ∈ V pravidlo

w(t, s) = u(t)v(s), pro ∀(t, s) ∈ X × Y (9)

definuje funkci na X × Y , kterou nazýváme tenzorovým součinem u a v a znač́ıme u⊗ v.

Množina všech lineárńıch kombinaćı funkćı na X × Y typu u ⊗ v pro libovolné u ∈ U a
v ∈ V se nazývá tenzorový součin U s V a znač́ıme jej U ⊗ V .

Dále se definuj́ı přidružené lineárńı formy f , resp. g na obou prostorech. Poté můžeme
definovat f ⊗ g jako:

f ⊗ g(
∑

i

ui ⊗ vi) =
∑

i

f(ui)g(vi) pro ∀ui ⊗ vi. (10)

Za vektorové prostory zvoĺıme prostory B-spline funkćı. Přidružené lineárńı formy f a g
jsou lineárńı formy na U, V , které můžeme nazvat vyč́ıslovaćı funkce. Nyńı vezmeme dva prvky
prostor̊u U a V – Nn

i (t) a Nm
j (s) a př́ıslušné vyč́ıslovaćı funkce f, g určuj́ı souřadnice bod̊u

B-spline křivky.

(f ⊗ g)(w) =

p∑
i=0

q∑
j=0

RijN
n
i (t)Nm

j (s), (11)

kde Rij jsou souřadnice ř́ıdićıch bod̊u Rij = (xij, yij, zij) výsledné B-spline plochy jejichž
odvozeńı (9) neuvád́ı.
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Na tomto př́ıstupu je názorně vidět matematická podstata výpočtu bod̊u na ploše vzniklé
tenzorovým součinem. Pro pevný parametr vypoč́ıtáme na každém sloupci (resp. řádku) po-
moćı prvńı vyč́ıslovaćı funkce jeden bod. Ty tvoř́ı nové hodnoty, na které aplikujeme druhou
vyč́ıslovaćı hodnotu s pevným parametrem. Výsledkem je bod plochy.

Tento, na prvńı pohled názorný zp̊usob má však velkou mezeru. Tenzorový součin je defi-
nován jako zobrazeńı dvou či v́ıce vektorových prostor̊u do tělesa. Rovnice (9) však definuje
tenzorový součin do jiného prostoru, což neńı korektńı. Pro názornost je však tenhle zp̊usob
ideálńı, avšak nejedná se o čistou definici tenzorového součinu, kterou jsme zavedli pomoćı
kvazitenzorového součinu.

6.1.3 Tenzorový součin pomoćı váhovo-bázových funkćı

Při následuj́ıćım rozboru budeme pracovat s vektorovými prostory B-spline funkćı. To, že se
jedná o vektorový prostor neńı na prvńı pohled zřejmé. Definici a částečné ověřeńı uvád́ı (8).

Náš př́ıstup přicháźı s rozš́ı̌reńım definice tenzorového součinu na kvazitenzorový součin,
který je definován obecně do jiného prostoru. Kombinaćı bázových B-spline funkćı společně
s váhami dostáváme souřadnice abstraktńıch objekt̊u v prostoru (abstraktńı kružnice, př́ımka).
Přidáńım śıtě bod̊u, které jsou pro každé těleso generovány speciálńımi transformacemi, mů-
žeme vyjádřit souřadnici určitého bodu výsledné plochy. Celá podrobná teoretická konstrukce
je uvedena v disertačńı práci a zde uvedeme pouze názornou ukázku tvorby válcové plochy s
využit́ım kvazitenzorového součinu a s přesnou konstrukćı ř́ıdićıch bod̊u plochy. Daľśı tělesa
jako anuloid, kulová či kuželová plocha vznikaj́ı r̊uznými aplikacemi posunut́ı či otáčeńı, což
je opět podrobně rozebráno v disertačńı práci.

Válcová a kuželová plocha

Aplikaćı předešlých úvah můžeme zapsat válcovou či kuželovou plochu jako:

V (s, t) = k(s) · u(t) = ωbPQcω (12)

kde výraz bPQc je nutné odvodit. Matici P (1× 9) tvoř́ı ř́ıdićı body kružnice nad množinou
bod̊u. Analogicky matici Q tvoř́ı ř́ıdićı body př́ımky (matice 1× 2 ). Matice

R = bPQc

je matice bod̊u typu 2 × 9, kde řádky jsou ř́ıdićı body kružnic, sloupce ř́ıdićı body př́ımek a
je tedy tvaru: (

R00 R01 · · · R08

R10 R11 · · · R18

)
Pro válcovou plochu źıskáme śıt’ posunut́ım ř́ıdićı kružnice. Vektor posunut́ı určuje zadaná

př́ımka – v =
−−−→
Q0Q1. Tj. plat́ı:

∀j ∈ {0, 1, . . . , 8} : R1j = R0j + v
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Q0 = P00 = P08

P04

P02

P06 P05

P03P07

P01

Q1 = P10 = P18 P11 P12

P13

P14P15P16

P17

Obrázek 7: Ř́ıdićı body pro válec

6.2 VLIV UZLOVÝCH VEKTORŮ NA TVAR PLOCHY

Bázové funkce ploch definované v části 4 jsou dány jako součin dvou B-spline funkćı. Dosud ne-
bylo napsáno shrnut́ı, jak tvar uzlového vektoru ovlivňuje tvar výsledné plochy. Ovládáńı neńı
intuitivńı, a proto se podrobnému popisu r̊uzných typ̊u uzlových vektor̊u podrobně věnujeme.
Bázové funkce jsou zobrazeny v softwaru Maple.

Bázovými funkcemi pro NURBS plochy je součin dvou B-spline funkćı (viz rovnice (4)).
Počet těchto součin̊u je (q + 1)× (r + 1). Rozepsáńım jsou to:

q∑
i=0

r∑
j=0

Nm
i (u)Nn

j (v) = Nn
0 Nm

0 + Nn
0 Nm

1 + . . . + Nn
0 Nm

r + Nn
1 Nm

0 + . . . + Nn
q Nm

r

Každý z těchto součin̊u je násoben př́ıslušným ř́ıdićım bodem Pij. Hodnota součinu je vždy
č́ıslo v intervalu 〈0, 1〉. Toto č́ıslo udává – stejně jako u křivek – kolika procenty má daný bod
vliv na polohu výsledného bodu.

Na obr. 8 jsou bázové funkce pro neekvidistantńı uzlové vektory, které zp̊usobuj́ı, že
výsledná NURBS plocha procháźı svými rohovými body, a výsledná plocha. Opakováńı uzlu
v uzlovém vektoru zp̊usob́ı body nespojitosti (vrcholy a hrany), jak je ukázáno na obr. 9.

6.3 PODMÍNKY HLADKÉHO NAPOJOVÁNÍ NURBS PLOCH

Při návrhu grafických objekt̊u je někdy nutné spojit navržené části do jedné spojité oblasti. K
tomu se využ́ıvá dodatečná funkce nazývaná merge. Naš́ım úkolem bylo navrhnout podmı́nky
tak, aby připojená plocha byla př́ımo spojitě navázána na předcházej́ıćı. Tento postup bude
opět využit v programu RFEM 3D.
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Obrázek 8: Neuniformńı uzlový vektor (0, 0, 0, 1/3, 2/3, 1, 1, 1)

Obrázek 9: Vznik zlomu na NURBS ploše

Obecně máme dánu NURBS plochu S(u, v) s ř́ıdićımi body Pij s vahami wij, i = 0, 1, . . . ,m
a j = 0, 1, . . . , n a řádkovým uzlovým vektorem u a sloupcovým vektorem v. Dále je dán
řádkový a sloupcový stupeň plochy p, q.

Druhou plochu chceme hladce navázat podél posledńıho sloupce prvńı plochy. Označme ji
S ′(u, v). Jej́ı ř́ıdićı body označme Qij s vahami w′

ij, i = 0, 1, . . . ,m a j = 0, 1, . . . , r. Prvńı
zřejmou podmı́nkou je, že počet řádk̊u muśı být u obou ploch stejný. Také sloupcový uzlový
vektor a sloupcový stupeň obou ploch se muśı rovnat, nebot’ muśı mı́t společnou křivku danou
posledńım sloupcem p̊uvodńı plochy. Tedy sloupcový uzlový vektor je v a sloupcový stupeň
je q. Zbývaj́ıćı řádkový vektor označ́ıme u′ a řádkový stupeň s.

Kromě předchoźıch formálńıch podmı́nek muśı platit základńı vztah. Odpov́ıdaj́ıćı body
posledńıho a předposledńıho sloupce p̊uvodńı plochy lež́ı na př́ımce spolu s body druhého
sloupce připojené plochy. Váhy odpov́ıdaj́ıćıch bod̊u těchto tř́ı sloupc̊u jsou stejné

wi,n−1 = wi,n = w′
i,0 = w′

i,1.

Obecné podmı́nky pro dvě r̊uzné NURBS plochy S, S ′ lze uvést následuj́ıćım zp̊usobem. Důkaz
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je uveden v disertačńı práci a je založen na př́ıtomnosti společné tečné roviny pro obě plochy
na hraničńı křivce.

Plocha S Plocha S ′

śıt’ m× n bod̊u śıt’ l × r bod̊u
ř́ıdićı body Pij s váhami wij ř́ıdićı body Qij s váhami w′

ij

řádkový a sloupcový uzlový vektor u,v řádkový a sloupcový uzlový vektor u′,v′

řádkový a sloupcový stupeň p, q řádkový a sloupcový stupeň p′, q′

Jestliže plat́ı:

1. v′ = v

2. q = q′

3. wi,n−1 = wi,n = w′
i,0 = w′

i,1 pro i = 0, 1, . . . ,m

4. Qi,0 = Pi,n pro i = 0, 1, . . . ,m

5. pro libovolné k 6= 0, k ∈ R

Pi,n−1Qi,1 = k.Pi,n−1Qi,0 = k.Pi,n−1Pi,n pro i = 0, 1, . . . ,m

pak jsou plochy S a S ′ hladce napojeny.

6.4 VYUŽITÍ NURBS INTERPOLACE V LÉKAŘSTVÍ

Ve spolupráci s ústavem stroj́ırenské technologie – obor technologie obráběńı vytvář́ıme projekt
pro medićınské využit́ı. Jedná se o výrobu kloubńıch náhrad vhodných pro operace kolenńıch
kloub̊u. Naše výsledky budou po testováńı použity v nemocnici u sv. Anny v Brně, kde se
ročně provád́ı asi 100 těchto operaćı.

Naš́ım úkolem je źıskat přesné vyjádřeńı plochy kloubu a tu transformovat do souřadnic
pro dráhu frézky, která kloub z kovového hranolu vyrob́ı.

6.4.1 Matematický zápis

Předpokládejme, že dostaneme množinu (n + 1) naměřených hodnot

Qk, k = 0, . . . , n.

Chceme sestrojit neracionálńı neuniformńı B-spline křivku stupně p, která bude interpolovat
tyto body, tj. hledáme nové ř́ıdićı body Pi a uzlový vektor uk

Qk = C(uk) =
n∑

i=0

Np
i (uk)Pi. (13)

Hodnoty uk. jsou určen tětivovou nebo středovou metodu. Dále je sestrojen uzlový vek-
tor uk pomoćı metody averaging. Pomoćı gaussovy eliminace se vypoč́ıtaj́ı nové ř́ıdićı body
interpolačńı křivky, jej́ıž pr̊uběh urč́ı dráhu frézky.
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6.4.2 Testováńı metody provedené na válci

Metodu jsme již testovali na p̊ulválci. Nejdř́ıve se pomoćı př́ıstroje Microscribe nasńımala śıt’

bod̊u. Předmět muśı být velmi dobře připevněn a pomoćı sńımaćı tužky se zapisuj́ı souřadnice
nasńımané pozice. Tyto body jsou interpolovány pomoćı NURBS křivek s využit́ım středové
metody.

Na frézce byl válec znovu vyroben (obr. 11). Vzhledem k nepřesnostem při sńımáńı bod̊u
se projevilo malé zkřiveńı. To dokazuje funkčnost metody, která s velkou přesnost́ı interpoluje
vložená data (viz obr. 10). Vývoj je prozat́ım v testovaćı fázi a nadále budeme pracovat
na zlepšeńı metody. Uvažuje se o vytvořeńı spirálovité dráhy frézky, která by lépe obráběla
výsledný kloub.

Obrázek 10: Vstupńı a vypoč́ıtaná data pro testovaćı p̊ulválec

Obrázek 11: Výroba výsledného válce na frézce

6.5 VYUŽITÍ T-SPLINE V GIS

GIS (geografický informačńı systém, geographic information system) je informačńı systém
rozš́ı̌rený o možnosti práce s geografickým kontextem – tj. prostorovým vymezeńım objekt̊u a
prostorovými vztahy objekt̊u. GIS popisuje okolńı svět s využit́ım prostorové lokalizace.
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Z širokého pole p̊usobnosti GIS bylo vybráno zobrazováńı a vyhodnocováńı zemského po-
vrchu z naměřených dat LiDAR technologíı pomoćı T-spline ploch. LiDAR (Light Detection
and Ranging) technologie je jednou z možnost́ı, jak rychle źıskat informace o určité oblasti.
LiDAR technologie pracuje na bázi sńımáńı zemského povrchu letecky ve spolupráci se sa-
telity a pozemńımi systémy. Výsledkem je mrak bod̊u, pro který je nutné daľśı zpracováńı
k identifikace budov, stromů a povrchu.

Algoritmus řešeńı:

1. Nalézt rovinné plochy (střechy, budovy) a oddělit je od ostatńıch bod̊u.

2. Uspořádat zbývaj́ıćı body.

3. Každému bodu přǐradit uzlové vektory potřebné pro T-spline śıt’.

4. Algoritmem T-spline simplification odstranit nadbytečné body bez změny tvaru výsledné
plochy.

5. Zobrazit budovy a objekty pomoćı rovinných ploch.

6. Vypoč́ıtat výslednou T-spline plochu a zobrazit ji.

Pro uspořádáńı mraku bod̊u jsme navrhli metodu nazvanou y-cube, která spoč́ıvá v roz-
děleńı oblasti na jednotkové hranoly (velikost jednotky se zvoĺı vzhledem k velikost sńımané
oblasti a kroku sńımáńı) v ose y. Následně setř́ıd́ıme prvky v jednotlivých hranolech pomoćı
metody quick sort. T́ım vytvoř́ıme kontrolńı śıt’ pro T-spline.

Uzlové vektory jsou pro křivky v jednotlivých y−cube vypoč́ıtány pomoćı středové metody.
Pro druhý směr jsou ekvidistantńı kv̊uli pozděǰśım výpočt̊um. Na obr. 12 je vstupńı mrak bod̊u,
na který byla aplikována metoda y-cube, určeny uzlové vektory a výsledná T-spline plocha
byla vykreslena (obr. 13).

Pokud sńımaná oblast obsahuje zastavěné plochy, lze použ́ıt metody pro detekci budov (viz
(51), (2), (53)).

Obrázek 12: Mrak bod̊u a jeho uspořádáńı
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Obrázek 13: Výsledná T-spline plocha

7 ZÁVĚR

Modelováńı matematických ploch v CAD systémech je jedno z moderńıch odvětv́ı poč́ıtačové
grafiky. Navrhovat hladké plochy a libovolně modifikovat vytvořené objekty je jednou z velmi
d̊uležitých předpoklad̊u každého CAD systému. K tomuto účelu v současné době nejv́ıce
pomáhaj́ı NURBS křivky a plochy. V nejmoderněǰśıch aplikaćıch potom T-spline plochy.

Ve své práci jsem se zaměřila právě na tuto oblast týkaj́ıćı se free-form objekt̊u. Zvolený
př́ıstup neńı pouze implementačńı, ale také zkoumaj́ıćı, prohlubuj́ıćı a hledaj́ıćı nové poznatky
a uplatněńı.

K čemu by byly technik̊um nejmoderněǰśı zp̊usoby zobrazováńı, kdyby nerozuměli jejich
vnitřńı struktuře, kdyby sebemenš́ı odchylka od pevně daného zadáńı zp̊usobila kolaps pro-
gramu? Proto jsem se snažila popsat metody řešeńı s ohledem na vnitřńı porozuměńı a kritická
mı́sta. Při určováńı vlivu uzlového vektoru jsou popsány a vykresleny bázové funkce a ukázána
jejich souvislost s body, při výpočtu derivaćı je nalezen speciálńı př́ıpad, kde derivace existuje
i přes matematickou nespojitost, při programováńı NURBS objekt̊u jsou podrobně popsány
omezuj́ıćı podmı́nky a kritická mı́sta. Jak již bylo zmı́něno jsou zde uvedené teoretické po-
znatky postupně implementovány do komerčńıho softwaru RFEM 3D.

Během svého studia jsem nabyla dojmu, že jazyk čistě matematický a jazyk technicky
praktický, nejsou bĺızćı kolegové, ale vzdáleńı př́ıbuzńı, kteř́ı si př́ılǐs nerozumı́. Na pohled jed-
noduchému problému týkaj́ıćımu se tenzorového součinu se věnuje spousta geometr̊u prostým
konstatováńı, že existuje. Proto je v práci zahrnuta část týkaj́ıćı se NURBS ploch z pohledu
tenzorového součinu. Úskaĺı jednotlivých známých př́ıstup̊u (Grassmanovy prostory, prostory
B-spline funkćı) jsou v nekorektńım matematickém zápisu a nedostatečném popisu vzniku śıtě
bod̊u. Jsou však vhodné pro názornost. K čisté definici byl navržen tzv. kvazitenzorový součin,
který je korektńı pro oba jazyk matematický i geometrický.

Využit́ı NURBS neńı pouze v poč́ıtačové grafice a designu. Ve spolupráci s ústavem stroj́ı-
renské technologie – obor technologie obráběńı pracujeme na vývoji programu pro generováńı
dráhy bod̊u, která by co nejlépe interpolovala vstupńı data. Ve spolupráci s nemocnićı u sv.
Anny v Brně budeme testovat tuto metodu na datech pro výrobu kloubńıch kolenńıch náhrad
a dále spolupracovat na zlepšováńı a možnému uvedeńı softwaru do praxe.

Geografické informačńı systémy jsou jedńım z daľśıch uplatněńı matematických ploch.
Aproximace či interpolace naměřených dat je stěžejńım problémem při zobrazováńı zemského
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povrchu. B-spline př́ıstup je v této oblasti již plně využ́ıván. Ve své práci jsem navrhla nový
zp̊usob aproximace pomoćı T-spline s využit́ım již známých metod pro daľśı úpravy (detekce
budov, stromů, hran).

Matematické modelováńı ploch je d̊uležitou součást́ı poč́ıtačové grafiky i praktických obor̊u.
Ve své práci jsem se pokusila shrnout dosavadńı znalosti a naj́ıt jejich nové uplatněńı. Spo-
lupráce s komerčńı firmou či použit́ı ve zdravotnictv́ı potvrzuje, že zde uvedené poznatky jsou
užitečné a použitelné v praxi. Věř́ım, že můj daľśı výzkum bude založen na poznatćıch, které
jsem nabyla při studiu na této disertačńı práci.
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VLASTNÍ PUBLIKACE

Reference
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ČEPICKÝ, J. Moebius: Virtual mapserver for data abstraction. 21. European Confe-
rence for ESRI Users. Athens, 2006.
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195.
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Brně, 2005.

[22] Lyche, T. Knot removal for spline curves and surfaces. Multivariate Approximation and
Application. 1993, s. 152–87.

[23] Lyche, T. – Morken, K. The sensitivity of a spline function to perturbations of the
knots. BIT. 1999, 39, s. 305–22.

[24] Lyche, T. – Morken, K. – Quak, E. Theory and algorithms for non-uniform spline
wavelets. Multivariate Approximation and Application. 2001, s. 152–87.
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[56] Čadek, J. Lineárńı algebra a geometrie. [online], Naposledy navšt́ıveno 12. 4. 2007.
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ABSTRACT

Modeling of mathematical surfaces is progressive branch of computer graphics. Possibilities to
design and modify smooth surfaces are key functions in all CAD systems. These functions are
nowadays usually implemented using NURBS curves and surfaces. In hi-end applications are
also used T-splines. I focused on modeling free form objects using NURBS and its properties.
My goal was to describe methods of their design with regard to mathematical background
of this problem and its special cases. Regarding this all constrains and critical parts of the
programming NURBS are described in detail. In my work the analysis of the NURBS from
tensor point of view is also mentioned.

I focused on application described problematics in thee areas. First one are construction
CAD system. Methods of modeling free-form objects were implemented into RFEM 3D CAD
system. Second area is in applied mechanical engineering. In the cooperation with department
of manufacturing technology we work on development of the method for curve interpolation
from a set of points. This method will be used in cooperation with St. Anna hospital for
designing joint replacements. Third application is in the area of geographic information sys-
tems. Approximation or interpolation of the terrain are the key problems. Nowadays B-spline
method is used for solving this problem. In my work new method of the approximation using
T-splines is described. We reveal some other improvements (buildings, trees, edges detection).
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