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1 UVOD

Algebraicka teorie hyperstruktur je zobecnénim klasické algebry, které je zaloZeno na zobec-
néni pojmu algebraickd operace. Zatimco za operaci na mnoziné H povazujeme zobrazeni
f+ H" — H, za hyperoperaci na mnoziné H povazujeme zobrazeni g : H" — P*(H), kde
P*(H) je mnozina vsech neprazdnych podmnozin H.! Jingmi slovy, zatimco za vysledek ope-
race na mnoziné povazujeme opét prvek této mnoziny, za vysledek hyperoperace povazujeme —
v obecném pripadé — podmnozinu této mnoziny. Typickym piikladem je tak napi. tsecka nebo
jina ktivka jako vysledek hyperoperace aplikované na mnozinu bodi roviny nebo mnozina
jistych déliteli prirozeného cisla, které vznikne aplikaci né€jaké vhodné algebraické operace na
mnoziné prirozenych cisel.

Za pocatek teorie hyperstruktur se obecné povazuje ¢lanek F. Martyho [65], ktery se v
roce 1934 zabyval popisem struktury, kterou ziskame, jestlize provedeme rozklad grupy podle
takové jeji podgrupy, ktera neni normalni. Tuto strukturu nazval hypergrupou. Jednoduchym
zpusobem pak lze ukazat, Ze definice grupy a hypergrupy funguji jako prirozené paralely —
pouze s tim rozdilem, Ze jednou za vysledek (hyper)operace pfipoustime vzdy pouze jeden
prvek a jindy obecné podmnozinu. Od 70. let 20. stoleti se pod vlivem praci Dunkla, Jewetta
a Spectora [7,27,54,97] mnozi autofi od této algebraické definice odklanéji a pod pojmem
hypergrupa nadale rozuméji jiz jen specialni pripad, kdy H je lokalné kompaktni prostor s
jistymi vlastnostmi. Tyto topologicky definovane hypergrupy pak nalézaji uplatnéni zejména
v teorii pravdépodobnosti (viz napf. Bloom a Heyer [7]; o evoluci a vztazich téchto rtiznych
pfistupt pojednava napi. Litvinov [64]). Vznika tak jista dvoukolejnost, ktera se promita i do
oborové klasifikace AMS, ktera uvadi dva rizné MSC kdédy pro pojem hypergrupa: 20N20 pro
hypergrupu v ptuvodnim slova smyslu a 43A62 pro hypergrupu ve smyslu harmonické analyzy.

Predkladana habilitacni prace se zabyva algebraickou teorii hyperstruktur, tj. teorii zalo-
zenou na puvodni Martyho definici a na pracich autort jako Krasner, Koskas, Comer, Pre-
nowitz, Jantosciak, Mittas, Nakasis nebo c¢lenové italské a Tecké skoly jako napt. Corsini,
de Salvo, Freni, Stratigopoulos, Massouros, Spartalis, Konstantinidou, Vougiouklis a jejich
zaci. V ¢eském prostiedi je tento pristup historicky spojen napi. se jmény Drbohlav, Kepka a
Némec [25,26,56].

Zakladni knizni literatura z algebraické teorie hyperstruktur je relativné pozdniho data.
Teprve v roce 1986 shrnul P. Corsini vysledky dosavadniho badani v italsky psané monogra-
fii, kterd byla v anglickém ptekladu [12] publikovana az v roce 1993. Zasluhou této, i kdyz
ponékud uzivatelsky neprivétivé psané, monografie, byly ¢tenditim zpristupnény odkazy na
mnohé zasadni prace psané vétSinou francouzsky (feckd skola), resp. italsky a francouzsky
(italské Skola). Za dalsi vyznamnou anglicky psanou publikaci z oboru pak lze povazovat az
monografii P. Corsiniho a V. Leoreanu [13] z roku 2003. V ¢eském prostiedi nelze opomenout
¢esky psanou monografii J. Chvaliny [37] vydanou kratce po Corsiniho knize, v roce 1995, z
niz nékteré vysledky byly zahrnuty do monografie [13].

Zatimco od 70. let 20. stoleti nalezl pristup k pojmu hypergrupa ve smyslu harmonické ana-
lyzy uplatnéni zejména v teorii pravdépodobnosti, algebraickd teorie hyperstruktur prochazela
v této dobé krizi, béhem které musela prokazat smysl své existence. Poté, co Krasner [61] zaved]
pojem hyperpole a pozdéji hyperokruh, nebylo dlouho mozné nalézt jiné priklady téchto struk-
tur nez jim popsané. Krasner [60] poté navic pfedved! konstrukei hyperokruhti pomoci faktoro-

IN¢ekdy se lze setkat i s definici piipoustéjici prazdnou mnozinu; ta se vdak vylucuje s definici pojmu
hypergrupa, ktery je v habilitacni praci klicovy.



kruhii, ktera se zdala byt vycerpéavajici. Teprve v poloviné 80. let popsal Massouros [66,68,69]
konstrukce hyperokruhti definovanych Krasnerem, které neni mozné ziskat pomoci klasické
algebry a dosavadnich konstrukci, ¢imz odpovédél na otazku uzitecnosti studia hyperokruhti,
ktera byla diskutovana jiz od pocatku 70. let. (Podrobnéji o tomto tématu viz Nakasis [73].)

Dlouhé obdobi neexistence knizni literatury, nékolikaleté diskuse o smyslu studia nékte-
rych konstrukei, urc¢ité ,rozdvojeni“ terminologie a v poslednich letech bohuzel také inflace
publikaci zejména blizko— a stfedovychodni provenience, které casto bez hlubsiho pochopeni
recykluji starsi vysledky, zptisobily, Ze algebraickd teorie hyperstruktur nepatii k hlavnimu
proudu soudobé algebry. Je tomu tak i pfes nékteré fundamentalni vysledky ziskané napi.
W. Prenowitzem a J. Jantosciakem [52,53,91-93], jimz algebraické teorie hyperstruktur umoz-
nila novym zpiisobem popsat rtizné typy geometrii a zejména poskytnout motivaci k zavedeni
pojmu spojnicovy prostor (join space), ktery nasel a stale nachézi Siroké uplatnéni v riz-
nych matematickych oborech (viz napt. Nieminen [75,76] a Polat [90] jako ukéazka starsich a
novéjsich praci z teorie grafi).

Predkladana habilita¢ni prace je motivovana nékterymi vysledky obsazenymi v monogra-
fii J. Chvaliny [37] z roku 1995, které nebyly zafazeny do pozdé&ji publikované monografie
P. Corsiniho a V. Leoreanu [13]. Jejim tématem jsou algebraické hyperstruktury, pii jejichz
konstrukci hraje jistou roli relace na nosné mnoziné. Toto téma zdaleka neni nové. Naopak,
jeho studium se zcela pfirozené nabizi — viz napf. diivéjsi prace Corsiniho [11], Cristei [16],
Nieminena [75, 76], Stefanescu [18], Varleta [99] a dalsich. Ukazuje se vSak, ze jedna z kon-
strukci odvozena J. Chvalinou je natolik obecnd, ze umoziuje jednotici pohled na mnohé dosud
izolované ziskané vysledky — jak starsi, tak novéjsi ziskané zejména ceskymi autory, kterym
je pristupnad Chvalinova monografie [37]. Tuto konstrukei oznac¢ujeme jako ,koncové lemma‘
a od ni odvozené algebraické hyperstruktury jako E L-hyperstruktury (z anglického ,Ends
lemma“). Pravé studiu téchto hyperstruktur se habilita¢ni prace vénuje.

2 STRUKTURA HABILITACNI PRACE

Habilitac¢ni prace predstavuje soubor vysledki ziskanych autorem mezi lety 2005 a 2017. Vét-
Sina textu jiz byla autorem publikovana (viz str. 7); préci lze tedy formalné povaZzovat za
soubor publikovanych praci opatienych komentarem. I kdyz bylo zamérem autora, aby jed-
notlivé publikace tvorily v budoucnu jeden vétsi celek, v ptipadé komentare se nejedna o samo-
statné stojici text. Naopak, nad rdmec sjednoceni oznacovani, vyjasnéni terminologie, zmény
poradi jednotlivych vysledki vynucené potiebou logické navaznosti a podobnych viceméné
technickych zasahti, se ukézalo jako ucelné vyuzit dany prostor k historickym a motivacnim
poznamkam a k zasazeni studované problematiky do Sirsiho kontextu.

Text habilitacni prace tvori ¢tyfi, vzajemné provazané, kapitoly. Prvni poskytuje kromé za-
kladnich definic pouzivanych v dalsim textu také struc¢nou diskusi nékterych jinych pristupt
k problematice uspotadani v algebraické teorii hyperstruktur. Mezi jinymi je uvedena Chva-
linova [37] konstrukce kvaziporddkouvych hypergrup véetné jejitho historického vyvoje (coz je
dulezité zejména proto, ze do monografie P. Corsiniho a V. Leoreanu [13], ze které je casto
citovana, byla pfejata bez patfi¢ného kontextu), konstrukce usporadangch hyperstruktur Hei-
dariho a Davvaze [34] (opét s patficnym kontextem, protoZe iransti autofi, mezi nimiz je
vedené M. Konstantinidou a J. Mittasem) a konstrukce BC'K —algeber a jejich zobecnéni (o
které je ukazano, ze s tématem prace souvisi pouze ve specialnim, i kdyz dtlezitém, ptripadé



dolnich polosvazi).

Druhéa kapitola tvofi jadro prace. Nejprve je uvedena konstrukce EL—hyperstruktur a jeji
priklady, které lze — pochopitelné bez tohoto pojmenovani — vystopovat az k Pickettové
praci [89], zabyvajici se hyperstrukturnim zobecnénim svazi (a zprostfedkované az k pu-
vodni Martyho konstrukei). V nésledujicich dvou ¢astech této kapitoly je diskutovana otazka
vyuzitelnosti této konstrukce pro hyperstruktury s jednou a poté pro hyperstruktury se dvéma
hyperoperacemi. V zavéru druhé kapitoly je zminén vztah EL-hyperstruktur a né€kterych ji-
nych pristuptt uvedenych v kapitole prvni.

Tteti kapitola prace se zabyva rozsifenimi a modifikacemi EL—hyperstruktur. Nejprve je
diskutovana prirozené se nabizejici otazka aplikace koncového lemmatu misto binarnich na
n—arni relace, ke které lze pfistoupit nékolika riznymi zptsoby. Poté je fesena otazka redukce
predpokladii a zvySeni pouzitelnosti konstrukce, pti které se vyuziva rozkladu nosné mnoziny
na prvky urcitych typt danych pozadovanou aplikaci.

Zavérecna kapitola prace je vénovana tématu aplikaci dfive ziskanych teoretickych po-
znatkid. Na tomto misté je tfeba pripomenout, ze v pripadé koncového lemmatu a EL—
hyperstruktur se jedna o jeden z moznych pristupi ke studiu algebraickych hyperstruktur,
ktery umoznuje pod mnohé v praci uvedené vysledky zahrnout celou radu vysledkii ziskanych
jiz dfive ¢ bez odkazu na EL-hyperstruktury. (Napf. vySe uvedeny Pickettiv [89] piiklad o
svazech z roku 1967 je jednoduchou ukazkou koncového lemmatu; podobné definice v praci
Al Tahanové a Davvaze [2] o braid groups (z roku 2016) neni nic jiného nez pfepsané koncové
lemma apod.) Z tohoto pohledu lze Fici, Ze v mnoha pracich zabyvajicich se aplikaci teorie
hyperstruktur jsou teoretické vysledky habilitacni prace pfitomny implicitné. Jako priklad lze
uvést pravé zminéné braid groups nebo vyuzitelnost teorie hyperstruktur pii méstskem plano-
vdni popsanou v praci Antampoufise, Dramalidise a Vougiouklise [3]. Vzhledem k tomu, ze
vhodnou nosnou mnozinou ' L-hyperstruktur jsou také napt. svazy, je mozné i mnohé vysledky
tykajici se BC' K—algeber jako dolnich polosvazi (napt. Jun a Song [55], Flaut [28], Saeid et
al. [96] tykajici se kédovani ve starsich typech mobilnich telefonnich siti) vidét perspektivou
teoretickych vysledkt habilitacni prace. Protoze vSak prirozené neni mozné se omezit pouze
na tyto povrchni zminky, jsou do habilita¢ni prace zahrnuty tti piiklady aplikaci: prvni cast
je vénovana studiu razngch typd operdtorid (linedrnich diferencidlnich, nékterych integrodife-
rencialnich, transformacnich) jako ukézka aplikace v jiné oblasti matematiky; poznamenejme,
ze studium hyperstruktur zminovanych typi operatort zahajil Chvalina pod vlivem pristupu
Bortivky a Neumana [9,74]. Druhd ¢ast je vénovana jistému zobecnéni teorie automati a slouzi
jako ukazka aplikace teoretickych vysledki do oblasti na pomezi matematiky a inzenyrskych
veéd. Konec¢né posledni, tieti, ¢ast zavérecné kapitoly, ktera je vénovana konstrukci matema-
tického modelu sité podvodnich senzori (UWSN), slouzi jako ukdzka ¢isté inzenyrské aplikace
dosazenych vysledkt.

Jak jiz bylo zminéno vyse, vétsina vysledkii uvedena v habilitacni praci jiz byla autorem
publikovana. Presnéji, vétSina vysledkt c¢asti 2.4 byla publikovana v FEuropean Journal of
Combinatorics jako Novak [79,82]. Vysledky ¢asti 2.4.4 byly publikovany jako Novak [83],
zatimco vysledky ¢asti 2.4.10 byly publikovany jako Novak, Cristea a K¥ehlik [85]. Casti 2.5.2
a 2.5.3 vychazeji z Novak [81], zatimco vysledky ¢asti 2.5.4. pochéazeji z Novak a Cristea [84]
publikovaném v Hacettepe Journal of Mathematics and Statistics. Vysledky c¢asti 2.5.5 byly
publikovany v casopise Analele Stiintifice ale Universitatii “Ovidius” Constanta jako Krehlik
a Novéak [62]. V kapitole tieti je ¢ast 3.1 zaloZena na vysledcich publikovanych jako Novak [78]
v Analele Stiintifice ale Universitatii “Ovidius” Constanta , zatimco ¢ast 3.3 byla (spolecné
s Casti 2.4.6) publikovana v ¢asopise Soft Computing jako Novak a Krehlik [86]. Nekteré z



prikladit ve druhé a tteti kapitole a nékteré z vysledkt c¢asti 4.1 byly prevzaty z ¢lankd nebo
konferen¢nich prispévka jako napt. [6,38-40,42, 44, 45|, jejichz autory jsou zaci a kolegové
J. Chvaliny, mezi néz patii i autor habilitacni prace. Vysledky motivované ¢asti 4.2 byly
publikované v Analele Stiintifice ale Universitatii “Ovidius” Constanta jako Chvalina, Ktehlik
a Novék [41]. Model popsany v ¢ésti 4.3 byl publikovan jako Novak, Ovaliadis a Ktehlik [87].
Nekteré méné podstatné casti kapitoly 3 byly prevzaty z publikaci jinych autori. V ¢asti 2.4.9
jsou shrnuty vysledky prace Ghazavi, Anvariyeh a Mirvakili [32] publikované v Journal of
Algebraic Systems. Cést 3.1.3 uvadi vysledky Ghazavi a Anvariyeh [30] publikované ¢asopisem
Soft Computing, zatimco ¢ast 3.2 se odvolava na ¢lanek Ghazavi, Anvariyeh a Mirvakili [31]
publikovany v Iranian Journal of Mathematical Sciences and Informatics.

3 SHRNUTI HABILITACNI PRACE

3.1 Terminologie a zakladni definice

V této casti kratce pripomeneme nékteré zakladni definice pouzivané v algebraické teorii hy-
perstruktur tak, jak jsou uvedeny v monografiich Corsiniho [12], Corsiniho a Leoreanu [13] a
Vougiouklise [100].

Definice 3.1. Bud H neprazdnd mnozina. n-hyperoperaci na H rozumime zobrazeni f :
H" — P*(H). Cislo n nazyvame aritou f. Pro n = 2 mluvime o bindrni hyperoperaci, pro
n = 3 o terndrni hyperoperaci.

Poznamenejme, ze n—arni hyperoperace zacaly byt systematicky studovany teprve nedavno.
Implicitné je tento pojem sice piitomen ve Slapalové praci [98] (v kontextu univerzdlnich
hyperalgeber), avsak explicitné byl pojem n—drni hypergrupa definovan teprve Davvazem a
Vougiouklisem [20] v roce 2006.

Definice 3.2. Mnozinu H, na niz jsou zavedeny hyperoperace, nazyvame hyperstruktura.
Mnozinu H s jednou binarni hyperoperaci nazyvame hypergrupoid. Mnozinu H s jednou binarni
operaci arity n > 2 nazyvame n—drni hypergrupoid.

Kromé pojmu hyperoperace (jako paralely k operaci) se lze nékdy setkat s pojmem hyper-
kompozice (jako paralely ke kompozici). V disledku toho pak misto o algebraickych hyper-
strukturach hovorime o hyperkompozicnich strukturdch. Tato terminologie je uzivana zejména
zéky J. Mittase, z nichz nejvyznamnéjsim ¢innym je v soucasné dobé Ch. Massouros. V nékte-
rych starsich pracech se také 1ze setkat s pfedponou ,multi-“ misto dnes obvyklého ,hyper-*;
toto pojmenovani souvisi s mirné odlisnymi pfistupy v prvnich pracech z teorie hyperstruktur
(F. Marty, H. Wall; vice viz Litvinov [64]).

Zékladnim pojmem, jehoz prostiednictvim lze algebraicky definovat hypergrupu, jsou pojmy
asociativita a reprodukcni zakon.

Definice 3.3. n—arni hypergrupoid (H, f) nazyvame asociativni, jestlize pro kazdé i,j €
{1,2,...,n} axy,29,...,29,_1 € H plati

F fla ™), 2l ) = flag 7 ™), 20, (1)

tj. v bindrnim ptipadé (H,x*), a * (b* c¢) = (a * b) x ¢ pro vSechna a,b,c € H.



Definice 3.4. Reprodukcnim zdkonem nazyvame podminku

axH=Hxa=H, (2)
jejiz platnost vyZadujeme pro vSechna a € H, kde (H, %) je hypergrupoid, piipadné

f(H o H") = H (3)
pro vSechna z € H ai = {1,2,...,n}, kde (H, f) je n—arni hypergrupoid.

Definice 3.5. Hypergrupou nazyvame hypergrupoid (H,*) s asociativni operaci ,*x“, v némz
plati reprodukéni zakon.

Lze ukazat, ze v pripadé, kdy misto hypergrupoidu uvazujeme grupoid, tj. misto zobrazeni
x: Hx H — P*(H) uvazujeme zobrazeni - : H x H — H, je vySe uvedend definice ekvivalentni
obvyklé definici grupy.

Od pojmu hypergrupa odvozujeme dalsi obvyklé pojmy, at uz obecnéjsi nebo naopak spe-
cidlni. Poznamenejme, ze komutativitou v teorii hyperstruktur rozumime totéz co v algebre
jednoznac¢nych struktur.

Definice 3.6. Polohypergrupou rozumime asociativni hypergrupoid; n—drni polohypergrupou
rozumime asociativni n—arni hypergrupoid. Kvazihypergrupou rozumime hypergrupoid, v
némz plati reprodukéni zakon.

Podobné jako v algebfe jednoznacnych strukur pracujeme i v algebraické teorii hyperstruk-
tur s pojmy neutralni a tnverzni prvek. Vzhledem k tomu, ze vysledkem hyperoperace je v
obecném piipadé mnoZina misto prvku, maji vsak tyto pojmy ponékud jiny vyznam.

Definice 3.7. Prvek e € H, kde (H, %) je hypergrupoid, nazveme neutralnim prvkem (nebo
také jednickou, ptipadné identitou) H, jestlize

rEeExT*eNexx (4)

pro vSechna x* € H. V n—arnim pfipadé je prvek e € H neutrdlnim prvkem (nebo také
jednickou, ptipadné identitou) H, jestlize mnoziny

fle,...;e,x e, ... ¢€) (5)

obsahuji x pro vSechna x € H a vSechna 1 <i < n. Je-li (H,*) hypergrupa s alespon jednim
neutralnim prvkem, pak prvek @’ € H nazyvame inverznim k a € H, jestlize existuje alespon
jeden neutralni prvek e € H takovy, ze a x a’ 3 e € a’ x a. Mnozinu prvki inverznich k a € H
oznac¢ujeme i(a). V n—arnim ptipadé prvek 2z’ n-arni hypergrupy (H, f) nazyvame inverznim
k x € H, jestlize existuje alespon jeden neutralni prvek e € H takovy, ze

e € f(perm{x,2,e,... e 6

f(perm{ ) (6)
n—2

pro kazdé 1 <i < n, kde perm{ay, ..., a,} znaci libovolnou permutaci prvka ay, ..., a,.

Analogii neutrdlniho prvku jednoznac¢nych struktur je skaldarni identita. Kromé ni pracujeme
také mj. s pojmy silnd identita a absorbcni prvek.



Definice 3.8. Prvek e hypergrupoidu (H, *) nazveme skaldrni identitou, jestlize pro kazdé
x € H plati zxe = {x} = ez, silnou identitou, jestlize pro kazdé x € H plati xxe = exx C
{z, e}, resp. absorbénim prvkem (nebo také nulovym skaldrem), jestlize pro kazdé x € H plati
rxe={e}=exx foralzeH.

Ke specialnim pripadiim hypergrup patii zejména kanonické hypergrupy, zavedené Mitta-
sem [71] a polygrupy, zavedené Comerem [10] a znamé také jako kvazicanonické hypergrupy.
Poznamenejme, Zze pro nase ucely je podstatné, ze oba tyto pojmy predpokladaji existenci
skalarni identity.

Definice 3.9. Hypergrupu H nazyvame kanonickou, jestlize je komutativni, ma skalarni
identitu, ke kazdému jejimu prvku existuje pravé jeden prvek inverzni, a je reverzibilni, tj.
pro kazdou trojici x,y, z € H plati (i) jestlize y € a*x, pak existuje inverzni prvek o’ k prvku
a tak, ze x € a'xy a (i7) jestlize y € x*a, pak existuje inverzni prvek a” k a takovy, ze x € y*a”.
Nekomutativni kanonicka hypergrupa se nazyva kvazikanonickd nebo také polygrupa.

Prenowitz a Jantosciak [52,92,93] zavedli dalsi dilezity specidlni pfipad hypergrup, tzv.
spojnicovy prostor. Jestlize zavedeme oznacovani a/b = {x € H | a € x*b}, resp. b\ a = {z €
H | a€bxz} aPaschiv axiom o priseéicich pfimek v roviné zapiseme jako

a/bNe/d# 0= axdNbxc#0, (7)
muzeme zavést nasledujici definici.

Definice 3.10. Komutativni hypergrupu (H, ), v niz pro vSechna a,b,c,d € H plati (7),
nazyvame spojnicovy prostor. Nekomutativni spojnicovy prostor nazyvame transpozicni hy-
pergrupa.

V roce 1989 predstavili Corsini a Vougiouklis [14] jednoduchou metodu (tzv. uniting ele-
ments method), jak pomoci hyperoperaci vytvofit jednoznacnou strukturu s pozadovanymi
vlastnostmi (asociativita, komutativita apod.). Tato metoda se zahy [102] stala motivaci k
zavedeni tzv. slabych, neboli H,—hyperstruktur, u nichz rovnost mnozin nahrazujeme pozadav-
kem na neprazdny prunik; vice viz Vougiouklisova monografie [100]. Tedy napf. misto rovnosti
a* b =bx a v definici komutativity postacuje pozadavek a * b N b* a # ().

Definice 3.11. Slabé asociativni hypergrupoid nazyvame H,—pologrupa. H,—pologrupu, ve
které plati reprodukéni zakon, nazyvame H,—grupa.

Zobecneni pojmu okruh ve smyslu algebraické teorie hyperstruktur se datuje do 50. let
20. stoleti a je spjato se jménem M. Krasnera [61]. Tzv. Krasnerovy hyperokruhy jsou hyper-
struktury s jednou hyperoperaci (hypersouc¢tem) a jednou jednoznacnou operaci (soucinem),
svazanymi distributivnimi zakony v obvyklém tvaru, u nichz je soucet nahrazen hypersouctem;
misto grupy a pologrupy predpokladame kanonickou hypergrupu, a tedy i jednoznacny inverzni
prvek vzhledem k hypersouctu, a pologrupu. V roce 1982 zavedla Rota [95] pojem multipli-
kativni hyperokruh, ktery oznacuje hyperstrukturu, v niz hyperoperaci je naopak nasobeni a
jednoznacnou operaci séitani (predpokladdme multiplikativni polohypergrupu a komutativni
aditivni grupu). Jiz o nékolik let diive studoval Mittas [72] hyperokruhy, kde jak s¢itani tak
i nasobeni jsou hyperoperacemi. Pozdéji byl zeslaben pozadavek na jednoznac¢nost inverzniho
prvku (tj. misto kanonické hypergrupy jiz postacuje jen hypergrupa), resp. pozadavek na rov-
nost v distributivnich zakonech byl nahrazen inkluzi, nebo — pod vlivem studia H,—struktur —
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neprazdnym prinikem. Konecné, podobné jako u jednozna¢nych struktur, mézeme i u hyper-
struktur studovat polookruhy. Ziskavame tak pomérné komplikovanou klasifikaci, jejiz ¢ast je
— bez podrobnéjsi diskuse — uvedena v nasledujici definici.

Definice 3.12. Necht ,®“ a ,®“ jsou hyperoperace a ,,+“ a ,,-“ operace definované na mnoziné
H. Pojmem inkluzivni distributivite ,©% vzhledem k ,®“ (a podobné pro vSechny mozné
kombinace vyse uvedenych (hyper)operaci) rozumime platnost vztaht

(oY) @ (r02)
(z02)®(y©2) (8)

pro vSechna x,y,z € H. Slabou distributivitou nazveme platnost vztaht

rOy®z) N oy d(xez)#£0D
(x@y) Oz N (xO2)®(y©2)#0D, 9)

pro vSechna x,y,z € H.

1. Jestlize (H, @) je hypergrupa, (H, ®) polohypergrupa a ,®“ je inkluzivné distributivni
vzhledem k ,,®%, pak (H,®,®) nazyvame obecny hyperokruh.

2. Jestlize (H, @) je hypergrupa, (H, ®) polohypergrupa a ,©“ je distrubitivni vzhledem k
»@B“, pak (H,®,®) nazyvame dobry (nebo silng) obecny hyperokruh.

3. Jestlize (H, ®) je hypergrupa, (H, ) pologrupa a ,,-“ je inkluzivné distributivni vzhledem
k ,®“, pak (H,®, ) nazyvame additivni hyperokruh.

4. Jestlize (H,®) je hypergrupa, (H,-) pologrupa a ,-“ je distrubitivni vzhledem k , @,
pak (H,®,-) nazyvame dobry (nebo silng) additivni hyperokruh.

5. Jestlize (H,®) a (H,®) jsou polohypergrupy a ,®“ je inkluzivné distributivni vzhledem
k ,®“, pak (H,®,®) nazyvame obecny polohyperokruh.

6. Jestlize (H,®) a (H,®) jsou polohypergrupy a ,®* je distrubitivni vzhledem k @,
pak (H,®,®) nazyvame dobry (nebo silny) polohyperokruh.

7. Jestlize (H,®) je H,~grupa, (H,®) H,—pologrupa a hyperoperace ,®“ je slabé distri-
butivni vzhledem k ,®“, pak (H, ®, ®) nazyvame H,-okrubh.

Zobecnéni svazovych pojmai, které casové spada do konce 70. let 20.stoleti, je spjato se
jmény M. Konstantinidou a J. Mittase [57-59]. Genealogie jednotlivych pojmii je podobna
jako v pripadé hyperokruhti, protoze — chapeme-li svazy jako algebraické struktury — miizeme
zobectiovat bud jednu nebo obé operace. Po zavedeni pojmu uspordadané hyperstruktury, o
nichz jsme se zminovali vyse, bylo mozné zacit studovat rtizna zobecnéni svazi také z pohledu
uspotradanych struktur. Podobné jako v pfipadé hyperokruhi byly pozdéji zavedeny také po-
jmy polohypersvaz (Xiao a Zhao [104]) a H,—polosvaz (Dehghan Nezhad a Davvaz [21]). Nize
uvadime definici hypersvazu z prace Mittas a Konstantinidou [59]. V novéjsich pracich tato
definice odpovida definici hypersvazu vzhledem k priseku; podobné mizeme mluvit o hyper-
svazu vzhledem ke spojeni a o uplném hypersvazu a podobné jako u hyperokruhti pouzivat
nebo nepouzivat adjektivum silny podle toho zda vyzadujeme platnost posledniho axiomu.
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Definice 3.13. Necht H je mnozina, ,\/“ hyperoperace na H a ,A“ operace na H. Rekneme,
ze (H,\/,N) je hypersvaz, jestlize pro vSechna a,b,c € H plati:

—_

aca\aandaNa=a
aVVb=0b\VaandaANb=DbAa
(a\Vb)Ve=aV(bVe)and (aAb)Ac=aA (bAc)
aclaV(anb)nan (a\b)

5. a€a\lb=b=aAb

L

3.2 Konstrukce FL-hyperstruktur

Chvalina ve své monografii [37] odvodil nésledujici tvrzeni.

Lemma 3.14. Necht (S, -, <) je usporddand pologrupa. Bindrni hyperoperace x : S x S —
P*(S) definovand jako

axb=la-b)<c={reS|a-b<ux} (10)

je asociativni. Polohypergrupa (S, %) je komutationi prdavé tehdy, kdyz pologrupa (S,-) je ko-
mutativni.

Lemma 3.15. Necht (S, -, <) je usporadand pologrupa. Oznacme a xb = |a - b)< pro kaZdé
a,b € S. Pak pro kaZdou trojici prvki a,b,c € S plati

ax(bxc)=[a-b-c)c = (axb)xc. (11)

Lemma 3.16. Necht (S, -, <) je usporadand pologrupa. Pak ndsledujici podminky jsou ekvi-
valentni:

1° K libovolné dvojici prvkii a,b € S existuje dvojice prvki c,c € S takovd, Ze b-c < a a
d-b<a.

20 Polohypergrupa (S, *) definovand pomoci vztahu (10) je hypergrupa.

Dusledek 3.17. Jestlize v Lemmatu 3.16 je (S, -, <) uspotadand grupa, pak (S, *), konstruo-
vand pomoct (10), je hypergrupa.

Konecné P. Rackova ve své disertacni praci ukazala, ze vychazime-li z grupy, ziskdme uvede-
nou konstrukci nikoli pouze hypergrupu ale transpozicni hypergrupu, tj. v pripadé komutativni
grupy ziskdme spojnicovy prostor.

Inspirovan charakterem mnoziny [a)< nazval J. Chvalina tento soubor vysledki koncovgm
lemmatem; po¢inaje praci Novék [82] jsou hyperstruktury vytvorené vyse uvedenou konstrukei
nazyvany F L-hyperstruktury.

Ackoli Chvalina a jeho zaci koncové lemma pouzivali pro odvozeni nékterych svych vysledki,
resp. ackoli lze v literatufe (nejen Geské) najit vysledky pifimo ¢ nepfimo zalozené na vyuziti
postiehu o asociativité hyperoperace definované pomoci (10), nebyly E L-hyperstruktury pted
rokem 2005 systematicky studovany.

V predkladané habilitacni praci autor shrnuje vysledky svého studia E L-hyperstruktur,
které jsou clenény do nékolika okruhti:
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1. vymezeni limit vyse uvedené konstrukce,

2. vyuzitelnost lemmatu pro konstrukei jednotlivych algebraickych hyperstruktur, at uz s
jednou nebo s vice hyperoperacemi,

3. popis vlastnosti a vyznaénych prvki téchto hyperstruktur,
4. odvozeni piipadnych rozsiteni a modifikaci lemmatu,

5. popis vztahu E L-hyperstruktur k jinym konstrukcim z algebraické teorie hyperstruktur,
které vyuzivaji pojmu uspotradani,

6. ukazky aplikaci.

3.3 Vymezeni limiti konstrukce

Koncové lemma ve svém ptivodni znéni predpoklada usporddanou pologrupu. Jestlize upus-
time od pozadavku antisymetrie relace ,<“, platnost lemmatu to ovlivni pouze nepatrné —
komutativita hyperoperace prestane implikovat komutativitu jednoznacné operace.

Véta 3.18. Necht (S, -, <) je kvaziusporddand pologrupa. Bindrni hyperoperace * : S x S —
P*(S) definovand pro kazdé dva prvky a,b € S jako a xb = [a - b)< je asociativni. JestliZe
pologrupa (S, ) je komutativni, pak polohypergrupa (S, *) je také komutationi.

Upusténim od pozadavku antisymetrie ziskame, avSak soucasné i ztratime. Vzhledem k
tomu, Ze nyni predpokladame jen reflexivitu a tranzitivitu relace, mizeme ve specialnim pii-
padé pracovat i s ekvivalencemi. Soucasné se vSak pripravujeme o moznost vyuzit v dikazech
pojmy nejmensi a nejuétsi pruek, coz byva u mnohych tvrzeni velmi omezujici. Castecné lze
toto omezeni odstranit nasledujici definici, ktera je motivovana faktem, ze mnohdy staci, aby
mnozina [a)< byla jednoprvkova (vzhledem k pozadované reflexivité relace musi vzdy obsaho-
vat prvek a).

Definice 3.19. Necht (5, <) je kvaziuspofddand mnozina. Prvek a € S takovy, Ze [a)< =
{z € S|a <z} ={a}, nazgvame EL-mazimdlni.

Hyperoperaci ,*“ lze na mnoziné H pochopitelné definovat i dualné jako ,x;“ pomoci
vztahu

axgb=_(a-b)={reS|z<a- b} (12)

pro kazdé a,b € S. Pfipomertime, Ze s operaci ,*;“ (avSak ve specidlnim ptipadé ekvivalenci a
pod zcela jingm oznacovanim) pracuje Vougiouklis [101].

Konstrukci Ize také svym zpiisobem ,obratit*: asociativita hyperoperace implikuje asocia-
tivitu jednoznac¢né operace.

Véta 3.20. [83] Necht (H,-) je netrividlni grupoid a ,<“ je uspordddani na H takové, Ze
pro libovolnou trojict prvki a,b,c € H takovych, Ze a < b, plati c-a < c-baa-c<b-c.
Pro libovolnou dvojici prvki a,b € H definujme hyperoperaci x : H x H — P*(H) predpisem
axb=la-b)< ={x € H|a-b<uz}. Jestlize hyperoperace ,x“ je asociationi, pak jednoznacnd
operace ,-“ je také asociativni. Navic, jestlize existuje prvek e € H takovy, Ze pro vsechna
a € H platiaxe=exa=[a)<, pak (H,-) je monoid s neutralnim prvkem e.
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Jiz dfive bylo ukazano, ze pomoci koncového lemmatu mizeme vytvaret spojnicové prostory.
P11 konstrukei specializovanéjsich hyperstruktur (polygrupy, kanonické hypergrupy apod.), je
vsak klicovym omezenim neexistence skalarni identity.

Véta 3.21. [77] Necht (S,-, <) je netriwvialni kvaziuspordidand pologrupa takovd, Ze “<” je
razna od identické relace. Pak Zadny prvek EL-polohypergrupy (S, *) nend skaldrni identitou.

Touto vétou je dan ramec dalsiho studia, protoze z nasich ivah musime vyloucit polygrupy,
kanonické hypergrupy, a v dusledku toho i Krasnerovy hyperokruhy. Soucasné vsak fakt, ze
koncové lemma zajistuje asociativitu (a komutativitu) hyperoperace, ma za dusledek, Ze jsou
automaticky splnény predpoklady (komutativnich) H,-pologrup.

3.4 Ruzné typy hyperstruktur

Jak jiz bylo zminéno, mezi F L-hyperstruktury miizeme tadit polohypergrupy, hypergrupy,
transpozicni hypergrupy, spojnicové prostory. Pokud uvazime hyperstruktury s vice (hy-
per)operacemi, musime sice z naSich tvah vyloué¢it Krasnerovy hyperokruhy, pfesto vsak
zbyva cela skala dalSich typt hyperstruktur. Pro dalsi odvozovani je klicové ukazat, jak
distributivita v jednoznac¢nych okruhovych strukturach implikuje distributivitu v okruhovych
hyperstrukturach. Jesté pred tim je vSak nutné vyjasnit, zda v definici polookruhu budeme
nebo nebudeme vyzadovat existenci neutralniho prvku aditivni struktury. V habilitacni praci
pouzivame definici bez tohoto pozadavku (viz napi. Hebisch a Weinert [33]).

Definice 3.22. Necht S # 0 je mnozina a ,+“ a ,,-“ binarni operace na S nazvané sc¢itdni a
ndsobeni. Jestlize jsou splnény nésledujici podminky, pak (S, +, ) nazveme polookruh:

1. (S,+) je komutativni pologrupa,
2. (S,-) je pologrupa,

3. obé& operace jsou svazany distributivnimi zdkony a-(b+c) = a-b+a-ca (a+b)-c = a-c+b-c
for all a,b,c,€ S.

Polookruh nazyvame komutativni, pokud je navic (S, -) komutativni. (S, +, -) nazyvame okruh,
jestlize (S, +) je komutativni grupa. Polookruh, ktery neni okruhem, nazyvame vlastni.

Definice 3.23. Kvaziusporadanym (usporadanym) polookruhem nazyvame polookruh (S, +, )
takovy, ze ,<* je kvaziusporadani (uspofadani) na S a

a<b = a+c<b+candc+a<c+b (13)
a<b = a-c<b-candc-a<c-b (14)

pro vSechna a,b,c € S.

Z pohledu téchto definic pak dostdvame (pozn.: problém komutativity je v habilitacni praci
oSetfen):

Véta 3.24. [84] Necht (S,+, -, <) je kvaziuspordadany polookruh a (S, ®) a (S,®) jsou EL-
polohypergrupy zkonstruované po tadé z kvaziuspordadanych pologrup (S, +,<) a (S, -, <).
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1. (S,®,®) je obecny polohyperokruh.
2. Jestlize (S,-) je grupa, pak (S, ®,®) je silny polookruh.

3. Jestlize (S,+) je grupa nebo jestlize (S, @) je hypergrupa, pak (S,®,®) je obecny hy-
perokruh.

4. Jestlize (S,+) je grupa s neutrdalnim prvkem 0 a (S \ {0},-) je grupa, pak (S, ®,®) je
dobry obecny hyperokruh.

Koncové lemma nam sice nedovoluje ziskat Krasnerovy hyperokruhy, avsak miizeme pomoci
néj ziskat multiplikativni hyperokruhy, a to jak ve smyslu pivodni definice Roty tak i ve
smyslu klasifikace podle Vougiouklise, resp. Spartalise (podrobné diskuse jednotlivych pfistupt
presahuje rdmec tohoto kratkého shrnuti; v praci je uvedena na str. 9-11).

Véta 3.25. [81, 84] Necht (S,+,-,<) je kvaziusporidany polookruh a (S,®) FEL-
polohypergrupa  zkonstruovand z kvaziusporddané pologrupy (S,+,<). Jestlize (S,+) je
grupa, pak (S,+,®) je silny multiplikativni hyperokruh ve smyslu Spartalise a Vougiouklise.
Jestlize navic (S,+) je komutativni, tj. (S,+,-) je okruh, pak (S,+,®) je silné distributioni
multiplikationi hyperokruh ve smyslu Roty.

V tomto obecném ramci lze pochopitelné studovat rtizné specialni vlastnosti. V habilita¢ni
praci je uveden priklad pouziti koncového lemmatu pro konstrukci kompozicnich hyperokruhi
zavedenych Cristeou a Jancié-Rasovié [17] jako zobecnéni Adlerem [1] definovanych kompo-
ziénich okruhi; motivace pro zobecnéni v teorii hyperstruktur lezi ve studiu hyperokruht
polynomt; viz [17].

Koncové lemma muzeme vyuzit také ke konstrukci svazovych hyperstruktur.

Véta 3.26. [85] Necht (L,*) je EL-polohypergrupa zkonstruovand z kvaziusporddané polo-
grupy (L, -, <).

1. Jestlize - je komutativni a (L, -) je vlastni pologrupa, pak podminka, Ze pro kazdé a € L
plati a - a < a, je ekvivalentni tomu, Ze (L,*) je hyperpolosvaz.

2. Jestlize ,-“ neni komutativni a ,<“ je antisymetrickd, pak (L, *) neni ani hyperpolosvaz
ant H,—polosvaz.

3. Jestlize (L,-) je netrividlni grupa a ,<“ je antisymetrickd, pak (L,*) neni ani hyperpo-
losvaz ani H,—polosvaz.

Véta 3.27. [85] Necht (L, *) je EL-polohypersvaz (zkonstruovany z (L,-, <)) a ,A\“ je idem-
potentni, komutativni a asociativni operace na L.

1. Jestlize pro vSechna a,b € L plati, Ze a-(aAb) < a aa-b< a, pak (L,*,N\) je hypersvaz
vzhledem ke spojent.

2. Jestlize pro vsechna a,b € L plati, Ze a- (a ANb) < a aa=aAl, kde 1 je nejuétsi prvek
(L, <), pak (L, *,\) je hypersvaz vzhledem ke spojeni.

Ve své knize o reprezentacich hypergrup [100] pracuje Vougiouklis s pojmem H,-matice.
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Definice 3.28. H,—matici nazyvame matici, jejiz koeficienty jsou prvky H,—okruhu nebo
H,—pole.

Koncové lemma pritom predstavuje nastroj, jak jednoduchym zptisobem H,—matice zkon-
struovat; viz Kfehlik a Novak [62]. Uvazme mnozinu M, ,(8) vSech m x n matic s koeficienty
z vhodné mnoziny §, tj.

Mpn(8) ={M = [m;;]) | mi; € 8,i={1,...,m},j={1,...,n}}. (15)
a definujme na ni relaci ,,<,;“ takto:
A <) Bifa;; <. b;; pro vechna i = {1,...,m},j ={1,...,n}, (16)

kde ,,<.“ je vhodné relace mezi koeficienty matic. Pfedpokladejme déle, Ze (8, inf, sup, <.) je
svaz, a definujme minimum matic A, B € M,, ,(8) jako

min{A,B} = C, kde C € M, ,,(8) takova, ze ¢; ; = inf{a; ;,b; ;} (17)

pro kazdé ¢ € {1,...,m},j € {1,...,n} (analogicky pro vice matic; analogicky mazimum
matic pomoci supréma). Jednoduse se ukaze, ze (M, ,(8), min, max, <,s) je svaz. Jestlize
nyni na mnoziné M,,, ,,(8) definujeme pomoci koncového lemmatu hyperoperace a jejich vhodné
analogie, vhodné dvojice téchto hyperoperaci na mnoziné M, ,(8) spliuji — v pfipadé, ze svaz
8 je distributivni — axiomy H,—okruhu. V disledku tak je M, ,,(8) mnozina H,—matic.

3.5 Vlastnosti a vyzna¢né prvky

Uvadeét vsechny vysledky tykajici se vlastnosti E'L-hyperstruktur, resp. tyto vlastnosti také
nejprve definovat, by presahovalo ramec tohoto shrnuti. Proto pouze stru¢né naznacime né-
ktera témata a zajemce odkdZeme na prace Novak [77,79,82,83].

Ze vseho nejdrive je nutné vyjasnit otazku podhyperstruktur EL-hyperstruktur. Divodem
je skuteCnost, Ze pracujeme s mnozinami typu [a)< = {x € S | a < x} a jestlize se chceme
omezit na podmnoziny G' C S, mame na vybér ze dvou pfistupi, z nichZz oba se mohou jevit
jako vhodné.

Pro libovolny prvek a € G, kde G C S, mizeme psat bud [a)<, = {x € G | a < z} nebo
[a)<, = {x € S| a <z}, tj. mizeme pracovat bud s (pfipadnou) hyperstrukturou (G, *¢)
zalozenou na hyperoperaci ,xg“, ktera libovolné dvojici prvki a, b € G ptiradi podmnozinu

axgb=la-b)<,={reCGla-b<uz} (18)
nebo s (ptipadnou) hyperstrukturou (G, *g), kde hypersoucin a x5 b je definovan jako
axsb=la-b)<,={re€S|a-b<ux}. (19)

Je pritom zfejmé, Ze ne vzdy nam oba pristupy umozni definovat hyperstrukturu. V habilita¢ni
praci je hlavni pozornost vénovana hyperoperaci ,*g“, kterd vystihuje myslenku koncového
lemmatu 1épe. Abychom mohli rozhodnout, za jakych podminek Ize timto zptusobem definovat
hyperoperaci, pouzijeme myslenku horni mnoziny, kterou vSak v praci — vzhledem ke kontextu
— nazyvame horni konec mnoZziny (navic jej definujeme i pro kvaziusporddané mnoziny).
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Definice 3.29. Necht (S, -, <) je kvaziusporadand pologrupa a G jeji neprazdna podmnozina
S. Jestlize pro libovolny prvek g € G plati [g)< C G, nazveme G hornim koncem mnoZiny S.
Jestlize existuje prvek g € G takovy, Ze existuje prvek x € S\ G, ze g < z (tj. z € [9)<),
fekneme, ze G neni horni konec S kvili proku x.

Hyperoperaci lze zavést nejen v situaci, kdy S je hornim koncem G. Nasledujici lemma
popisuje vsechny mozné piipady. V piipadé hypergrupoidi lze poté ukéazat, ze opét pologrupa
vytvaii polohypergrupu a grupa hypergrupu, resp. lze ve vhodnych pripadech tyto implikace
obratit.

Lemma 3.30. [83] Necht (S, *) je EL—polohypergrupa zkonstruovand na kvaziusporidané po-
logrupé (S, -, <) a necht G C S je neprazdna. Jestlize (S, -) je monoid, oznacme jeho neutralni
prvek u. Ddle predpokladejme, Ze (G,-) je podgrupoid (S, -).

1. Jestlize G je hornim koncem S, pak (G, x) je podhypergrupoid (S, *).

2. Jestlize G neni hornim koncem S a plati, Ze uw € G, pak (G,*) neni podhypergrupoid
(S, %).

3. Turzeni v bodé 2 plati i v pripadé, Ze uw ¢ G (nebo kdy u neexistuje) ale pro néjakd
a,b € G plati a - b= c, kde c € G je takovy prvek, Ze existuje prvek x;, kvuli kteréemu G
nent hornim koncem S, a ¢ < x;.

4. Jestlize soucasné plati

(a) u neexistuje nebo u ¢ G,
(b) G neni hornim koncem H kvali prokim x;,i € I,

(¢) pro kaZdou trojici prvki a,b,c € G plati a-b = ¢ a vSechny tyto trojice jsou takové,
Ze pro Zadné x; neplati ¢ < x;,

pak (G, %) je podhypergrupoid (S, *).

Podobné jako je tfeba odpovédét na otazku, kdy je mozné koncovym lemmatem korektné
definovat hyperoperaci na vhodné podmnoziné, je dobré zabyvat se otazkou, kdy usporadana
vlastni pologrupa vytvari vlastni polohypergrupu a kdy hypergrupu. Na tuto otazku dava cas-
tetnou odpovéd jiz puvodni koncové lemma (viz Véta 3.16), ale tato odpovéd neni dostatecna.
Pro rozhodovani miizeme pouzit napi. vétu podobné konstrukce jako Lemma 3.30.

Véta 3.31. [79] Necht (S, *) je EL-polohypergrupa zkonstruovand z kvaziusporddané polo-
grupy (S, -, <) s alesponi dvéma rizngmi proky. Jestlize (S,-) je monoid, oznacme jeho neut-
ralni prvek u. Polohypergrupa (S, x) neni hypergrupou pravé tehdy, kdyz existuje prvek x € S
takovy, Ze pro néjaké a € S:

(i) = je mesrovnatelny se vemi souciny a - b, b-a, a to pro kazdé b € S a x # u, nebo

(i) x <a-bax<b-a, ato pro viechna b € S (s explicitni vijimkou pripadi a = x,b = u
aa=ub=uz)

Stejné tak je vhodné se ptat, zda v pripadé, kdy mame hyperstrukturu, o niz vime, ze je
vytvorena pomoci koncového lemmatu, je mnozina, z niz byla zkonstruovana, pologrupou ¢i
grupou. Pii hleddni odpovédi na tuto otazku mtzeme pouzit jednoduché kritérium zalozené
na vlastnostech idempotentnich prvki.
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Véta 3.32. [79,82] Necht (H,x) je EL-hypergrupa zkonstruovand z kvaziusporddané polo-
grupy (H, -, <) takové, Ze alesponi dva jeji rizné proky jsou v relaci ,<* (tj. ,<“ nend trividlni).
Jestlize existuje prvek a € H takovy, Ze ax a = {a}, pak (H,-) neni grupa. Stejné tak, jestlize
v situaci, kdy ,<* je navic antisymetrickd, pro dva rizné prvky a,b € H, plati, Ze axa = {a},
bxb={b}, pak (H,-) neni grupa.

V habilita¢ni praci jsou odvozeny podminky pro to, aby E L-hyperstruktury spliiovaly né-
které ze zakladnich vlastnosti (polo)hypergrup, jako nap¥. reqularita, revezibilita, invertibilita,
reqularita apod. a jsou popsany zpusoby nalezeni neutrdlnich a inverznich prvki. Vysledky
tykajici se nulovych skalari jsou vyuzity pro popis vztahu F L-hyperstruktur a jednoduchych
polohypergrup a r—hypergrup studovanych napi. v pracech Jafarabadi et al. [47,48]. Nékteré vy-
sledky v této oblasti umoznily v Ghazavi et al. [32] popsat hyperidedly v E L-hyperstrukturach
a vyuzit koncové lemma pro konstrukci I'-polohypergrup.

Ve vztahu k aplikacim je dilezité, ze Chvalina a Chvalinova [39] mj. dokazali, Ze je-li stavova
hypergrupa automatu vnitiné ireducibilni, je tento automat souvisly, tj. je mozné se z kazdého
stavu dostat do kazdého jiného. Jejich vysledek predpoklada kvaziporadkové hypergrupy tj.
jinou konstrukci nez koncové lemma. Vnitiné ireducibilni E'L-hyperstruktury vsak existuji
také.

Véta 3.33. [82] Necht (H,x*) je EL-hypergrupa zkonstruovand z usporadané komutationi
grupy (H,-,<). Jestlize pro kazdé x € H takové, Ze x,x~' jsou nesrovnatelné v relaci ,<*
plati bud [x)< N [ )< # 0 nebo _(x] N _(x7'] # 0, pak (H,*) je vnitiné ireducibilni.

Vyznamnou vlastnosti hyperoperaci je extenzivita, ktera je definovana jako vlastnost, ze pro
kazdé dva prvky a, b plati {a,b} C ax*b. Jiz z pivodni verze koncového lemmatu jednoduchou
uvahou plyne, ze kazda extenzivni EL-polohypergrupa je hypergrupou. V habilitacni praci
vsak extenzivita funguje jako vyznamny nastroj pro modifikaci koncového lemmatu, které si
klade za cil snizit pocet predpokladii konstrukce; viz Novak a Kiehlik [86]. V této souvislosti
je vyznamné nasledujici lemma.

Lemma 3.34. [86] Necht' S je mnoZina s bindrni operaci ,-“ a relaci ,<*“. Bindrni hypero-
perace x : S x .S — P*(S) definovand predpisem axb = [a-b)< je asociativni pravé tehdy, kdyz
bindrni hyperoperace %, : S x S — P*(S) definovand predpisem a *,, b = {a,b} U[a - b)< je
asociativond.

3.6 Rozsifenl a modifikace

Pivodni koncové lemma je mozné nékolika pfirozenymi zptisoby modifikovat. Pfedné se nabizi
rozsiteni z bindrniho kontextu do kontextu n—drniho, které je mozné provést v zasadé tiemi
hlavnimi zptsoby:

1. za vysledek n—arni hyperoperace budeme povazovat podmnozinu generovanou prvkem,
ktery je vysledkem iterované binarni operace “”, pii¢emz relace “<” zlstava binarni
(piistup pouzivany v algebraické teorii hyperstruktur napi. v Leoreanu Fotea a Dav-
vaz [63]),

2. jednozna¢na operace zustane binarni a zobecnime relaci (v jiné souvislosti viz napf.
Cristea a Jancié¢-Rasovié [16,18]),
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3. do n—4rniho kontextu zobecnime jak hyperoperaci tak i relaci (v jiné souvislosti viz napft.
Anvariyeh a Momeni [4]).

V habilita¢ni praci je zvolen prvni z uvedenych pfistupii; viz Novak [78]. Je ukézano, Ze
jestlize definujeme n—arni hyperoperaci f : S™ — S predpisem

fla})=lar-...-an)<={x€S|a ... a, <z} (20)

n n

(a predpokladame-li kvaziusporadanou pologrupu (.5, -, <)), asociativita i pfipadna komutati-
vita operace se — stejné jako v ptivodnim koncovém lemmatu — prenesou i na hyperoperaci;
v pripadé uspoiradané pologrupy se komutativita opét prenasi obéma sméry. Grupa opét vy-
tvaii (tentokrat m—arni) hypergrupu. V habilita¢ni praci jsou odvozeny vysledky tykajici se
vyzna¢nych prvki (neutralni, inverzni, absorbéni, skalarni identita) a je ukdzano, Ze vysledky
v bindrnim kontextu jsou jejich specialnimi ptipady. Jako priklad uvedme tvrzeni o inverznich
prvcich.

Véta 3.35. [78] Necht (H, f) je n—drni EL-hypergrupa zkonstruovand z kvaziusporddané
grupy (H,-,<). Pro libovolné x € H plati:

1. Jestlize x' < x ', pak prvek 2’ je v (H, f) inverzni k x.

2. Jestlize prvek ' je v (H, f) inverzni k z, pak pro kaZdé a € perm{z’ - ¢-...-e} plati
2(n—2)

a<xl.

V obou piipadech pfitom z~! znad¢i inverzni prvek k z € H v jednozna¢né struktute (H, ),
e je vhodny neutrélni prvek v hypergrupé (H, f) a perm{zi,...,x;} zna¢i mnozinu vSech
permutaci prvku x4, ..., x;.

Ghazavi a Anvariyeh [30] se rozhodli pro studium E L-hyperstruktur druhym z vyse uvede-
nych postupii a zkonstruovali E L-hypergrupy na n—usporadanych pologrupdach. Tento pristup
je obecné komplikovanéjsi, protoze nelze rozumné definovat n—arni antisymetrii, pricemz je to
pravé antisymetrie, ktera usnadnuje, resp. umozinuje mnoho diikazii. Hlavni vysledky uvedené
v [30] jsou proto v habilita¢ni praci pro zajimavost uvedeny, i kdyz nebyly ziskdny autorem.

Podobné jsou do habilita¢ni prace zahrnuty nékteré vysledky Ghazaviho et al. [31] tykajici se
tzv. EL?-hyperstruktur. Tito autofi koncové lemma aplikovali nikoli na usporddanou pologrupu
ale na kvaziusporadany hypergrupoid.

Nejvyznamnéjsim rozsifenim koncového lemmatu je vSak studium situace, kdy je nosna
mnozina fragmentovana na nékolik viceméné nekompatibilnich ¢asti, pficemz v relaci mohou
byt jen nékteré prvky (typicky napf. mnoZina jedinci obou pohlavi, ve které jednoznacna
operace oznacuje kfizeni a relace oznacuje linii pfedek — potomek). Vzhledem k tomu, Ze v re-
alnych situacich je mnohdy obtizné splnit vSechny pfedpoklady koncového lemmatu (problém
¢ini zejména pozadavek na kompatibilitu relace a jednoznacné operace), je studium téchto
fragmentovanych mnozin spojeno se snahou redukovat predpoklady koncového lemmatu pri
soucasném zachovani podstatnych rysi konstrukce. Vyznamnou roli v této souvislosti pfitom
hraje ptipadné eztenzivita hyperoperace. V habilita¢ni praci jsou uvedeny dvé modifikace kon-
cového lemmatu (publikované v Novék a Kiehlik [86]), které se lisi smysluplnosti definovani
relace ve vztahu k jednotlivym ¢astem mnoziny (nékdy lze porovnavat jen prvky stejného
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typu, jindy to naopak neni vhodné; podobné nékdy lze jednoznac¢nou operaci aplikovat jen
na prvky rtzného typu, zatimco jindy jen na prvky stejného typu). Definice téchto modifiko-
vanych EL-hyperstruktur je zalozena na mysSlence kardindlniho souctu usporadané mnoziny.
I kdyz ne vzdy je mozné zajistit splnéni reprodukéniho zékona (tj. nelze timto zpisobem vzdy
ziskat hypergrupu), je ukazano, za jakych podminek plati transpoziéni zakon, a kdy jsou modi-
fikované E L-hyperstruktury spojnicovymi prostory. I kdyz jsou v habilita¢ni praci studovany
nosné mnoziny tvorené prvky pouze dvou typu, uvadéné definice jsou zavedeny pro obecny
pripad n typt.

3.7 Vztah k jinym konstrukcim

Jak jiz bylo zminéno, konstrukce algebraickych hyperstruktur pomoci koncového lemmatu
je jen jednou z mnoha moznych. Jestlize chceme popsat napt. vztah FE L-hyperstruktur a
usporadanych hyperstruktur Heidariho a Davvaze [34], je nejprve nutné uvést, ze u usporada-
nych hyperstruktur hleddme kompatibilni relaci na jiz zkonstruované hyperstrukture, zatimco
u koncového lemmatu relaci vyuzivame k vlastni konstrukci. Kompatibilitou hyperoperace a
relace na (.S, *, =) rozumime splnéni podminky

ry=axx=<a*xyarxay*a (21)

pro vSechna a, x,y € S, kde zapisem a*xx < a*y rozumime fakt, ze pro kazdé ¢ € a*x existuje
d € axy takové, ze ¢ = d (a analogicky pro z *x a < y * a).

7 tohoto pohledu je tedy zfejmé, ze relaci ,=“ viilbec nemusime definovat pomoci relace
,<“. Pokud vsak predpokladame specialni pripad, kdy obé relace jsou stejné, miizeme lehce
ukazat platnost nasledujiciho tvrzeni.

Véta 3.36. [80] EL—polohypergrupa (S, o) zkonstruovand z usporddané pologrupy (S, -, <) je
usporadanou polohypergrupou (S, o, <), jestlize kazdd dvojice prvki x,y € S md horni zdvoru.

Daéle, jestlize relaci ,,<* definujeme jako inverzni relaci k relaci ,<“, pak je kompatibilita
zajisténa vzdy.

Véta 3.37. [80] Necht (S,0) je EL-polohypergrupa, kterd je zkonstruovand z uspotddané
pologrupy (S, -, <). Pro kaZdou dvojici prvki x,y € S polome x =< vy, kdykoli y < x. Pak

114

relace ,=“ je kompatibilni s hyperoperaci 0.

Co se tyCe vztahu EL-hyperstruktur a kvaziporadkovych hypergrup, uvedme pro zajima-
vost vysledek uvedeny v Jancié-Rasovié [51], ktery podava konstrukei obecného silného hy-
perokruhu, v némz je jedna hyperoperace definovana pomoci kvaziporadkovych hypergrup a
druha pomoci koncového lemmatu (véta je zapsdna pomoci ozna¢ovani pouzivaného v habili-
tacni praci).

Véta 3.38. Necht (H,-) je pologrupa s bindarnimi relacemi ,<;1“ a ,<“ takovymi, Ze jak
(H,-,<q) tak i (H,-, <) jsou kvaziusporadané pologrupy a ,<:“ C ,<5“ Pro kaZdou dvojici
prvkid a,b € H definuyme hyperoperace ,+<,“ a ,0<,“ na H témito predpisy:

Zz _'_51 y = {x)ﬁl U [y)Sl

Toc,y = [T-Y)<,

Pak (H,+<1,0<,) je silng obecny hyperokruh.
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Konecné, jestlize uvazime, ze kazdy polosvaz (X, A, <), resp. (X, V, <), vytvaii pti
aob=[aNb)<={reX]|anb<uz} (22)

resp. aob = [aVb)< = {x € X | aVb < z} hypergrupu, mizeme jednoduse odvodit nasledujici
tvrzeni:

Véta 3.39. [80] EL-hypergrupa (X,o) zkonstruovand z ohranic¢eného dolniho polosvazu
(X, A\, <) pomoci vztahu (22) je usporddand hypergrupa.

Poznamenejme, ze diky tomuto vysledku lze rozpracovat napt. poznatky o idealech dolnich
BC'K —polosvazi uvedené v praci Bordbar, Zahedi a Jun [8].

3.8 Ukazky aplikaci

Vyuzitelnost teoretickych vysledkt ziskanych v habilita¢ni praci je dana nékolika faktory.
Predné, koncové lemma jiz ve svém ptivodnim znéni pracuje s usporadanymi pologrupami; v
habilita¢ni praci je vsak zna¢na pozornost vénovana obecnéjsimu pripadu kvaziusporadanych
pologrup, tj. vysledky lze pienést i na pologrupy, na nichz definujeme relaci ekvivalence. Pojem
(kvazi)uspofadand pologrupa pfitom patii ke standardnim pojmim s ¢etnymi aplikacemi jiz
sam o sobé.

Déle, v praci jsou zamérné odvozovany vysledky, které stanovuji podminky, za nichz ziskdme
spojnicové prostory, hyperokruhy, piipadné dalsi specializované hyperstruktury, které opét
samy o sobé maji mnohé aplikace (napft. distributivni hypersvazy ve strojovém uceni).

Navic, koncové lemma, které lze samo o sobé aplikovat na mnoziny rozlicnych typt, lze
vyuZzit postupem naznacenym v praci Al Tahanové a Davvaze [2]: jestlize jistou vlastnost
jistého objektu ohodnotime (napf. realnym) ¢islem, pak vlastnost objektu, ktery vznikne né-
jakou operaci s témito objekty, mize zaviset na ptivodnich hodnotach — v mnoha situacich
tak, Ze zvolena Ciselnd mnozina spolu s operaci a usporfadanim cisel podle velikosti muze tvo-
it usporadanou (polo)grupu. Tak napf. jestlize slovu pfifadime jeho délku ve znacich, pak
skladani slov implikuje sc¢itani ptirozenych c¢isel. Podobné ¢tvercovou matici lze reprezentovat
jejim determinantem, stopou a dalsimi ¢iselnymi charakteristikami.

Dalsi zdroje aplikaci E'L-hyperstruktur jsou dany typem nosné mnoziny. Tak napt. pokud
aplikujeme koncové lemma na uspoiradanou pologrupu ({0, 1), min, <), miZe a * b znacit mno-
zinu jevu, jejichz pravdépodobnost je vétsi nez mensi z Cisel p(a), p(b). Tuto tvahu, spolu s
vysledky tykajicimi se modifikovanych F L-hyperstruktur, lze vyuzit napt. v situaci popsané
v ¢lanku Novak a Kiehlik [86]. Zde fragmentovanou nosnou mnozinu pfedstavuje sjednoceni
R? UR3, piicem? koncové lemma je vyuZito ke konstrukci spojnicového prostoru na této mno-
7iné. Pfitom prvky R? pfedstavuji body v roviné a prvky R3 body v prostoru. Uvazme nyni
techniku SLAM (simultaneous localization and mapping) — viz napt. Davidson et al. [19] nebo
Vu, Aycard and Appenrodt [103] — kterd je zaloZena na vytvareni mapy nezndmého 3D pro-
stiedi a soucasné lokalizace né&jakého zafizeni v ném (pomoci 2D mapy), pficemz nésledny
pohyb zafizeni probiha v pravouhlé siti. Navic, kazdy bod mapy predstavuje bod skutecné
krajiny a iidaje o ném jsou zachyceny ve formé matic. V celém procesu vyhodnocujeme vzda-
lenosti, pravdépodobnosti kolize a pfirozené vyzadujeme ,kuzelovity vyhled“ — tedy presné
splitujeme zakladni predpoklady (modifikovaného) koncového lemmatu.

Podobné miize byt nosnou mnozinou F L-hyperstruktur mnozina komplexnich ¢isel, pficemz
jednoznacnou operaci mize byt vhodné modifikované s¢itani nebo nasobeni a definice vhodné
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relace mize vyuzivat absolutni hodnoty, tj. vzdalenosti v Gaussové roviné. V tomto se pak
blizime tzv. geometrickym hyperoperacim studovanym zaky a kolegy A. Dramalidise; ukazka
aplikace viz Antampoufis, Vougiouklis a Dramalidis [3], v niz je ve skute¢nosti hyperoperace
definovana pomoci koncového lemmatu. Nebo, jestlize jako nosnou mnozinu F L-hyperstruktur
uvazime dolni polosvaz, nabizi se diky propojeni s teorii dolnich BC'K—polosvazt dalsi moz-
nosti vyuziti.

Aplikace teoretickych vysledkii kapitol 1-3 jsou v habilitacni praci predstaveny ve tiech ro-
vinach: jako aplikace do jin€ oblasti matematiky, jako aplikace do silné matematizované oblasti
inZenyrskych ved a jako ukazka matematického modelu jistého redlného problému. Onou ,,jinou
oblasti matematiky*“ je feseni diferencidlnich, resp. integro-diferencialnich rovnic, které ve sku-
tecnosti poskytly motivaci pro teoretické studium £ L-hyperstruktur. Zaci a kolegové J. Chva-
liny na prelomu tisicileti odvodili celou fadu vysledkii, v nichz byly (integro-)diferencialni
operatory ruznych typt studovany z hlediska algebraické teorie hyperstruktur jako zobecnéni
pristupu O. Bortuvky a F. Neumana [9, 74]. Koncové lemma pii odvozovani mnohych téchto
vysledkd hraje klicovou roli. Soucasné vsak diky neexistenci teoretickych vysledki musely
byt mnohé z vlastnosti odvozovany pracné a nahodile, resp. nebyly odvozeny vibec. Zde je
nutné poznamenat, ze vzhledem k tomu, Ze pracujeme s (integro-)diferencialnimi rovnicemi,
vystupuji ve zdanlivé jednoduchém tvaru lemmatu

axb=[a-b)<={z|a-b<x}

vektory, jejichz slozkami jsou funkce, tudiz nalezeni vhodné motivovanych jednoznac¢nych ope-
raci a relaci neni trivialni tkol. Jako nédzorny piiklad uvedme analogickou situaci transformaci
v kompleznim oboru. Pro funkci f € C* a libovolné A € C takové, ze A # 0 a F,G € C*
definujme operator

T\ E @) (f) = AFf + ¢,

tj. funkci vynasobime komplexnim ¢islem A, poté dalsi funkci F' a vysledek poté posuneme ve
sméru . Skladani takovychto transformaci lze popsat jako

T(A1, Fr, 1) 0 T(Ag, Fo,02) = T( Ao, F1Fy, M Frg + 1), (23)

coz definuje jednoznacnou operaci na mnoziné operatori, ktera je potfebnym vstupnim tdajem
pro aplikaci koncového lemmatu. Soucasné je na této ukazce vidét, ze pracovat s nekomutativ-
nimi (hyper)strukturami je pro koncové lemma piirozené, coz vysvétluje pozornost vénovanou
v habilita¢ni praci komutativité. Relace na nosné mnoziné vilbec nemusi byt definovana jako
variace na usporadani podle velikosti (at uz vektorti podle jistych slozek nebo ¢isel). Ve vyse
uvedeném pitipadé, publikovaném v Chvalina, Moucka a Novak [43] v roce 2007, tj. v dobé
pfed systematickym studiem koncového lemmatu, je relace na mnoziné operatort T'(A, F, @)
definovana takto: Polozime T} < T5, kdykoli existuje n € N takové, ze T, = Tj o T, kde
T"(\, F, ) je definovano jako

f+ne=T(1,1,n0)(f) pro F' = \~1

Tn()\7F7 ‘P)(f) = nmon_ non_ I
AMETf A A)\gfllgo = T()‘nv Fr, A)\§71190)<f) pro F' # At

a Tj je jisty vhodny operator. Je zfejmé, ze dosdhnout v podobnych situacich antisymetri¢nosti
relace, resp. jeji kompatibility s jednoznacnou operaci, je obtizné. Tato ukazka tedy poskytuje
jisté zdivodnéni studia modifikaci koncového lemmatu a pozornosti vénované antisymetrii
relace.
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,oilné matematizovanou oblasti inzenyrskych véd“, kterou jsme zminili vyse, rozumime
teorii automatid. Motivace k jejimu studiu opét vychézi z praci J. Chvaliny, ktery vsak byl
motivovan pristupem Ch. Massourose a J. Mittase [70] (z novéjsich praci na téma hyper-
struktury v teorii automati uvedme nap¥. Massouros [67]). Algebraickou teorii hyperstruktur
aplikoval v teorii automatt J. Chvalina jiz v praci Chvalina a Chvalinova [39], avSak v tomto
pripadé se nejednalo o pouziti EL-hyperstruktur ale kvaziporadkovych hypergrup. V habili-
tacni praci pracujeme s automaty bez vystupu a — kvili zachovani kontinuity terminologie —
pouzivame termin kvaziautomat (angl. quasiautomaton), i kdyz v mnoha piipadech se jedna
spiSe o poloautomat (angl. semiautomaton). Pojeti vysledkt v habilita¢ni praci navazuje na
pojeti klasickych praci Gécseka a Pedka [29] a Dorflera [22,23]. Déle je vyuzito zobecnéni
podminky kladené na prechodovou funkci kvaziautomatu, a sice

6(y,0(z,5)) = d(zy, s) (24)

pro libovolnou dvojici vstupt x,y a libovolny stav s, ve které je misto rovnosti vyzadovana
relace ,byti prvkem® a sou¢in xy na pravé strané je nahrazen hypersouc¢inem z * y. Vyznam
této upravy je zfejmy: misto stavu, ke kterému dospé€jeme po postupné aplikaci dvou vstupt
x,y, nyni na pravé strané zobecnéného vztahu (25) uvazujeme mnozinu vSech stavii, k nimz
lze dospét aplikaci vSech vstupt z mnoziny x * y, a vyzadujeme, aby stav d(y, d(z,s)) byl
jednim z nich. T kdyZ se zobecnénim podminky (24) na (25) do naSich Gvah vstupuje aspekt
mnohoznacnosti, je vhodné pripomenout, ze se v tomto zobecnéni nejedna o nedeterministicky
automat, protoze oborem hodnot pfechodové funkce je stale mnozina stavii, nikoli jeji potencéni
mnozina. Habilita¢ni prace se drzi oznacovani podminky

Iy, d(x,s)) € §(x *xy,s) (25)

zkratkou GMAC (angl. Generalized Mixed Associativity Condition), kterou zavedl J. Chvalina,
i kdyz se jedna o ponékud nesikovné oznaceni, protoze ptivodni podminka byva zkratkou MAC
oznacovana jen ziidka.

Poznamenejme, ze ptvodni ptistup, ktery je v habilitacni praci rozvijen, je silné algebraizo-
van, takze misto nejobvyklejsi operace katenace, tj. fetézeni slov, mizeme pracovat s mnohem
sirsi skalou operaci. Tento pristup nam také dovoli povazovat za vstup takto zobecnéného
kvaziautomatu mnozinu matic, resp. vektorti, coz — z pohledu praxe — dovoluje pracovat s
riznymi stavovymi modely; viz napf. Jan a Janova [49,50] o restauraci digitdlnich signali.
Habilitacni prace odkazuje na ¢lanek Chvalina, Kiehlik a Novak [41], ve kterém jsou diskuto-
vany problémy spojené s kartézskou kompozici takto zobecnénych automat. Na tomto misté
uvedme jiny — doposud nepublikovany — vysledek (Novak, Kiehlik a Stanék, n—ary Cartesian
composition of automata, v recenznim fizeni v Soft Comput.). Jestlize uvazime mnozinu kva-
ziautomatl a skutec¢nost, ze podminkou GMAC popisujeme mnozinu stavi, které lze ziskat
po postupné aplikaci dvou vstupti, pak jestlize automat predstavuje v realné situaci robotické
zafizeni prohledavajici nezndmy terén (a pohybujici se po pravothlé siti mapy), pak kartézkou
kompozici jednotlivych automatu za vyuziti podminky GMAC jsme schopni popsat vSechna
mista, ktera lze prohledat v jednom kroku mnozinou vsech robotickych zafizeni. Opét pozna-
menejme, zZe navigace v mapé vyuziva vektorli, matic a jistého porovnavani podle velikosti
(v nasem pfipadé stopu vhodné definované matice); zde vyuzivime mj. teoretickych vysledkii
o tplnych hypergrupach uvedenych v Cristea [15] a rozvijenych v (Novdk, Kiehlik a Stanék,
n—ary Cartesian composition of automata) pomoci koncového lemmatu.

Konec¢né, v habilitacni praci je predstaven matematicky model podvodni bezdrdtove sité
(angl. UWSN, tj. Underwater Wireless Sensor Network) pro typ sité zaloZzené na sdruzo-
vani senzoru do klastri (angl. clustering). Pfedstaveni tohoto typu siti viz napt. Domingo a

23



Prior [24], podrobnéji viz napf. Ayaz et al. [5], Ovaliadis a Savage [88] nebo Rault, Abdel-
madjid a Yacine [94]; detaily zminovaného modelu viz Novak, Ovaliadis a K¥ehlik [87].

Pripomenme, ze podvodni bezdratové sité se od pozemnich v mnoha ohledech odlisuji.
Podstatnym faktorem je zejména skutecnost, ze voda jako médium ma odlisné vlastnosti od
vzduchu, coz ma vliv na Sitku dostupného pasma. V tivahu je tfeba v obecném pripadé brat
také vodni proudy, tj. rozmisténi prvku sité neni statické. Limitujicim faktorem je také sku-
tecnost, ze u morského dna neni mozné pouzit lokalizaci prvki sité pomoci GPS, a zejména
fakt, ze senzory provadéjici méfeni jsou velmi objemna a drahé zafizeni, u nichz je navic ob-
tizné zajistovat napdjeni, resp. vyménovat baterie. Navic, pozadavek na co nejlepsi pokryti
prostoru (tj. zajisténi sbéru data smérem od senzori k lodi nebo pozemni stanici), je v pii-
mém rozporu s pozadavkem na minimalizaci spotieby energie, a tedy vybijeni baterie. Spatné
rozmisténi senzortt mé za nasledek bud netplné nebo naopak duplikované tudaje, coz v obou
pripadech zvysuje chybovost pfenosu. Klicovym pozadavkem je proto spravnd konfigurace sité
zajisténa co nejefektivnéjsim rozmisténim jejich prvki, tj. senzorii, a sbérem dat. V nasem
matematickém modelu se prozatim podatilo popsat sbér dat v systému usporadani do klastri
(angl. cluster based data aggregation) v fe¢i F L-hyperstruktur a matematicky zformulovat
problém tspésného sbéru dat z kazdého prvku sité. Definice jednoznac¢né operace, hyperope-
race i relace pritom vychazeji z modifikace koncového lemmatu popsané v ¢lanku Novak a
Kfehlik [86]. Pti oznacovani cl; jako i—ty kluster, C'H; jako hlava i—tého klastru (angl. cluster
head) a H jako mnozina vSech prvki sité obohacend o prvek s (o jeho roli viz Novak, Ovaliadis
a Kiehlik [86,87]) pracujeme s nasledujicimi definicemi:

{a,b} U[a-b)< pro (a =CH,; b= CH;) nebo a,b € d,
axb=< {a,b} pro (a # C'H; nebo b # C'H;) (26)

a soucasné (a € cl;, b € clj,i # j),

kde [a-b)< zna¢i mnozinu {x € H | a-b < 2}, kde a-b je vysledek jednoznacné binarni operace
a - b definované pro libovolna a,b € H jako

CH; proa,becl
CHp proa=CH;b=CH;,i#j
S pro a = s nebo b = s nebo
((a # CH; nebo b # CH;) a soucasné (a € cl;,b € cl;,i # j))

a-b= (27)

a CHj, je hlava takového klastru, ze CH; < CHy, CH; < CHy, kde a < b je relace mezi
prvky sité spliujici nésledujici pfedpoklady: (1) s < s, s < CH; a CH; < s pro vSechny
klastry cl;, (2) v ramci stejného klastru cl; mame a; < C'H; pro vSechna a; € cl; zatimco
vzajemné ruzné prvky, které nejsou hlavami klastrii, jsou nesrovnatelné, (3) mezi klastry pro
a = CH;, b = CH, skutetnost, ze a < b znamend, Ze troven (tj. hladina, angl. tier) b
(méfeno smérem k hladiné) je mensi nebo rovna trovni a, (4) ve vSech ostatnich ptipadech
a a b nejsou v relaci. Pfitom C'Hy je takova hlava klastru, ktera se nachéazi na nejblizsi vyssi
urovni nad C' H; a soucasné i C'H;. Pochopitelné, na nejblizsi vyssi trovni néjaka hlava klastru
existuje vzdy (v kazdém piipadé je ji lod nebo pozemni stanice provadéjici sbér dat), ale mtze
byt problematické ji urcit. K takovému uréeni lze pouzit napf. metodu LEACH (pouzivanou
také v pozemnich sitich) nebo algoritmus vybéru hlavy v metodé DUCS apod.; detaily viz
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Domingo a Prior [24] nebo Huang et el. [35,36]. Poznamenejme, Ze z matematického pohledu
je problém moznosti urceni hlavy C'Hj odpovédi na otazku, zda miizeme vyse uvedenou relaci
povazovat za antisymetrickou nebo ne, tj. zda prislusnou F L-hyperstrukturu konstruujeme z
kvaziusporadané nebo z usporddané pologrupy.

4 7ZAVER

E L-hyperstruktury, tj. hyperstruktury vytvarené pomoci tzv. koncového lemmatu z
(kvazi)uspotadanych pologrup predstavuji jednu ze t¥id algebraickych hyperstruktur.
Diky zdéanlivé jednoduchosti konstrukce kombinované s faktem, ze (kvazi)usporddané po-
logrupy patii ke standardnim algebraickym pojmtm, lze za FE L-hyperstruktury povazovat
nejen hyperstruktury cilené vytvarené pomoci koncového lemmatu, ale i mnohé priklady
ziskané jiz diive riznymi autory. Autorem studovana konstrukce dovoluje sestrojit nejen
(polo)hypergrupy, resp. spojnicové prostory (angl. join spaces), ale také svazové a okruhové
hyperstruktury a muze dokonce slouzit i ke konstrukci H,-matic. I kdyZz v nejjednodussim
pripadé muzeme FE L-hyperstruktury konstruovat na ¢iselnych mnozinach opatfenych vhod-
nou algebraickou operaci, skutec¢ny aplikac¢ni potencial konstrukce je patrny teprve ve chvili,
kdy ji aplikujeme na mnoziny matic, vektori, operatori jistého typu apod. Ptistup popsany
v habilitacni praci tak umoznuje vyuziti vysledki algebraické teorie hyperstruktur napf.
v teorii automatiy nebo pri feSeni konkrétnich inzenyrskych problémi, které museji pracovat
s aspektem potencialni mnohoznacnosti svych vysledki. Autorovym zamérem bylo mj. ukazat
silu této konstrukce a zdtraznit skutecnost, ze vychazi ze samotnych zakladt algebraické
teorie hyperstruktur.

Jak jiz bylo mnohokrat zminéno, téma uspordadani provazi algebraickou teorii hyperstruk-
tur jiz od jejiho zrodu. Habilita¢ni prace tak kromé jiz autorem publikovanych teoretickych
vysledkti o FL-hyperstrukturach a jejich aplikacich pfinasi mozny novy pohled na dosavadni
poznatky a predstavuje tak ,,jeden z moznych pristuptu“ ke studiu pojmu usporddani v alge-
braické teorii hyperstruktur.
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ABSTRACT

The habilitation thesis is a collection of results from the algebraic hyperstructure theory
centered on a construction of algebraic hyperstructures from partially ordered semigroups. We
show that the construction, known as the “Ends lemma” (thus resulting in what is known
as EL-hyperstructures) can be applied in a number of various contexts and can result in
a wide range of types of hyperstructures with both one and more hyperoperations. In the
thesis these ways of construction are described and important elements and properties of such
hyperstructures are studied. Apart from this the original binary construction is generalized into
the n—ary context and modified so that it could be applied in an even wider variety of contexts.
Examples of application of the theoretical results are also included. We discuss the use of the
construction in the study of operators of various kinds and theory of automata and present a
mathematical model of underwater wireless sensor networks. Most of the results of the thesis
had already been published by the author. In order to make the thesis comprehensible to a
wide audience, an introduction to the algebraic hyperstructure theory, numerous historical
and motivational remarks, links to other similar concepts and references to an extensive list
of bibliography are included.
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