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1 Uvod

Signély s tzv. Fidkou reprezentaci pritahuji pozornost odborniki jizZ bezmadla tricet let,
pficemz hlavni vlna zdjmu priSla kolem prelomu tisicileti. Nazev fidka reprezentace
znamen4, Ze dany signdl je mozné vyjadrit presné ¢i velmi dobfe aproximovat linearni
kombinaci velmi malého poctu vektoru ze zvoleného reprezentacniho systému.

Historické kofeny této tématické oblasti sahaji do pocatku 90. let 20. stoleti [39, 10,
49]. Zajem komunity zpracovani signalil o tuto oblast v posledni dekadé zaziva srov-
natelny boom jako zptisobil v 80. a 90. letech objev vynikajicich vlastnosti vinkové
transformace. Paralelné ovSem lze vystopovat druhou vétev, kterou rozvijeji zejména
statistici a lidé z komunity strojového uceni a dolovéni dat. Hlavni dosud znamé vy-
sledky z teorie fidkych reprezentaci na strané zpracovani signdlli byly publikovany
v letech 2000 az 2006, pri¢emz tahouny oblasti jsou vesmés kapacity, které jsou znamé
jiZ z pionyrské ¢innosti ve vyzkumu vinkové transformace. Hlavni teoretické vysledky
1 prvni aplikace publikovali vesmé&s matematici, coz Ize jednoduSe vysvétlit tim, Ze
toto zamérfeni vyzaduje dobré znalosti hned v nékolika matematickych disciplinach
soucasne.

Aplikaci je dnes jiz nepfeberné mnozstvi, s prevahou v oboru zpracovéani obrazu.
Mezi nejvyznamnéjsi aplikace namatkou patii efektivni komprese signdli [15], se-
parace charakterove se liSicich prvkl v signdlu [16], odSumovani signdld, inverzni
filtrace, superresolution [45], dopliiovani chybéjicich dseku signdlu [15], zdanlivé pa-
radoxni konstrukce tzv. fotoaparatu s jednim pixelem [14] a konstrukce novych typt
analogové-digitalnich prevodnika [40, 9]. Dalsimi ptiklady specidlniho, nezvyklého
uziti tohoto pristupu je naptiklad analyza zneciSténi vzduchu [50] nebo hledani kon-
krétnich zmén v signdlu [41]. Za nejatraktivnéjsi aplikaci fidkych reprezentaci vSak 1ze
s jistotou oznacit tzv. komprimované sniméni (compressed sensing) [21, 22, 17], které
umoZnilo obejit limity klasického shannonovského vzorkovani a vyznamné ovlivnilo
1 oblast teorie informace. Mezi hlavni aplikace zde patfi biomedicina [36], nové me-
tody radiolokace [19], optimalizace ekvalizace v bezdrdtovych OFDM kandlech [48],
nebo korekéni kddovani v komunikacnich technologiich [8].

Z4jem se v posledni dobé ¢astecné presunul také k tzv. nizkohodnostnim reprezenta-
cim. To znamenad, Ze signdl Ize usporadat do matice, kterd ma nizkou hodnost (pfesné
Ci priblizn¢). Aplikace tohoto zaméreni sméruji k dopliovani chybéjicich udajt do da-
tovych poli a predpovédi volby zdkaznika [7], ale 1 zpracovani videa, robustni analyze
hlavnich komponent [6], hyperspektralnimu zobrazovéani [23] ¢i zrychleni snimani
v magnetické rezonanci [42, 13]. Teoreticky aparat vSak zlistava velmi podobny jako
u fidkych reprezentaci.

V téchto tezich habilitani prace zamérné vynechdvame teoretické kapitoly (baze
a framy, ridké reprezentace, komprimované snimani, proximdlni algoritmy) a zamé-
fujeme se na aplikace z této, jiz zndmé, teorie vychazejici. Teoretickd Cast vychazi
clanka [43, 28, 27], diive publikovanych autorem habilitacni prace.



2 Doplinovani chybéjicich dat do audiosignalu

V této kapitole se vénujeme aplikaci fidkych reprezentaci signdlu v problému dopl-
novani chybéjicich dat do audiosignalu. Jedna se o situaci, kdy v jednorozmérném
signalu jsou nezndmé nékteré vzorky (napf. diky poskozeni). Ukolem je tyto vzorky
dopocitat, tak, aby bylo optimalizovano néjaké kritérium. Kromé obvyklého SNR to
u audiosigndlu byva psychoakusticky dojem posluchace.

Problém naznaceného druhu se vyskytuje v praxi Casto. Jako modelovy, motivacni
ptiklad si predstavme tkol restaurovani fonografickych zaznamu [37]. Zaznamy byly
poiizeny vice neZ sto let zpét na voskové véle¢ky. Ukolem restaura¢éniho procesu je
zaznamy digitalizovat a zvukové upravit pro kvalitnéjSi poslech, transkripci €1 etno-
grafickou analyzu. Pfedpokladame, Ze lokace chybéjicich ¢i poskozenych vzorkt je
Znama.

Vlastni pfinos autora habilitace v této kapitole je soustfedén zejména v ¢asti 2.3, kde
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kmitoctovych koeficientil, ¢imzZ pfekoname tcinnost soucasnych metod.

2.1 Formulace problému

Nasfm cilem je obnova signdlu y € R”, jestliZe jej zndme pouze ¢4steéné. Formalné
toto omezené pozorovani oznacime jako y' = M'y, kde M" je matice velikosti
(N — N™) x N, vznikld vypusténim fadkt z jednotkové matice piislusnych nezné-
mym vzorkiim. Analogicky y™ bude zastupovat vektor neznamych koeficientti a M™
piislusnou matici. Problém nalezeni odhadu y za uvedenych podminek je prirozené
Spatné¢ podminény a méd nekonecné mnoho feSeni, dokud na hledand data nevloZime
n¢jaky dodatecny apriorni pozadavek.

Pro jednoduchost predpokldddme jednokandlovy audiosigndl a také realisticky pred-
poklad, Ze chybé&jici data (ddle nazyvany pouze dirami) tvoii jeden nebo vice kompakt-
nich usekd.

2.2 Dosavadni metody pro reSeni problému

Z hlediska pristupu k problému je mozné vystopovat dva hlavni proudy: star$i metody
vychazeji z autoregresnich piipadné tzv. sinusoidalnich modell, novéjsi metody jsou
zaloZeny na fidkych reprezentacich.

Pristupy jako [30] a [18] spoléhaly na pftiléhavost autoregresniho (AR) procesu na
zkoumany signal. AR model je konstruovéan tak, zZe hodnotu pozorovaného signalu y
v daném okamziku lze predpovidat linedrné z predchozich hodnot:

2
Yi = Z a;Yi—j + u;. (1)
=1



Zde a; jsou véhy prislusné historickym hodnotam (AR koeficienty), u; je ndhodna
chyba modelu. Cislo k pfedstavuje f4d modelu, kdy soucasna hodnota v; jiZ nezavisi
(alesponi ne primo) na vzorcich starSich nez y;_;. Odhad AR parametrd z posloup-
nosti dat patii mezi standardni statistické techniky [5]. Algoritmy vétSinou poskytuji
AR parametry, které maji vlastnost linedrni predikce s minimalni oCekdvanou kvad-
ratickou odchylkou (MSE). Metody pracuji, s malymi obménami, v zdkladu s témito
body:

1. Odhad AR parametria signalu z levého okoli diry.

Linearn{ predikce signdlu v dife ve sméru béhu asu, ozn. y'°ft.
Odhad AR parametri signalu z pravého okoli diry, pfevraceného v Case.
Linearn{ predikce signdlu v dife proti sméru béhu ¢asu, ozn. yeh,
Zkombinovani dil¢ich dvou vysledkl provedenim jejich kiiZového prolnuti (cross-
fade), kde odhady zleva a zprava jsou vdhovany.
Metody jsou rychlé, 1ze je nasadit v redlném cCase, a obdrzime s nimi pomérné dobré
vysledky na signélech s dirami do délky trvani 20 ms. Selhdvaji vSak pokud jsou apli-
kovéany na nestacionarni signdly [20, 31].

V ¢lanku [33] autofi pojimaji pristup, kdy jsou v signdlu nejprve identifikovany
a separovany jednotlivé, tzv. sinusoiddlni komponenty. Nejedna se vSak o sinusové
komponenty — kazdy dil¢i separovany signdl je modelovan jako proménlivy v am-
plitudé a v kmitoCtu, a tyto modulace jsou odhadoviany pomoci AR modelu. Tedy
modelovdn neni pfimo signdl jako vySe, dokonce ani jeho komponenty, nybrz hyper-
parametry komponent; signdl je pak moZzné z téchto hyperparametrii generovat. Me-
toda je schopna doplnit dspé$né signdl aZz do délky jedné sekundy, takovy vysledek
ov§em lze dosdhnout jen pro velmi staciondrni a neménné signély jako jsou napt. po-
malé orchestrdlni pasdZe. Pozd¢ji byla tato metoda rozsitena a zlepSena [35]. Metoda
je velmi zavisla na Gspésné separaci zdkladnich sloZek.

Vétsinu prirozenych audiosignalli 1ze povaZovat za fidké (kompresibilni) ve vhodné
¢asoveé-kmitoCtové reprezentaci: y ~ Dx, ||x||, < N, kde D pfedstavuje tuto repre-
zentaci ve formé slovniku, kde kazdy atom je umistén v jednom sloupci. Pionyrska
prace [2] vyuZiva této skuteCnosti, a funguje na jednoduchém principu:

1. odhadnout soufadnice ze zndmé C4sti signalu

2. aposléze je pouzit k dopocitani signdlu v dife.
Tento pfistup si, vzhledem k dobrym vysledkiim a jednoduchosti algoritmu, rychle zis-
kal popularitu a byl nidsledovdn nékterymi vylepSenimi zejména v oblasti desaturace
audiosignalt [47, 1]. Formaln€, soufadnice x odhadujeme pomoci zndmych vzorka
y" a redukovaného slovniku D" = M'D: x = f(y", D"), zatimco rekonstrukce je
trividlni syntéza pomoci plného slovniku: y = Dx. Viz ilustraci na obr. 1.

Nabizi se napr.

Al

X = argmin, ||x||, vzhledemky" = D'x (2)

nebo
X = argmin, ||x||, vzhledemk |y’ — D"x||, <. (3)
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Obrazek 1: Vlevo ilustrace syntézy audiosignalu plnym slovnikem, vpravo situace odpovidajici
neznamému bloku vzorki.

Tyto NP-té€zké tlohy lze aproximativné fesit napf. hladovymi algoritmy jako v ¢lanku
[2] nebo jinymi. Nasim piistupem je konvexni relaxace, tedy feSeni /1 optimalizacni
tlohy.

2.3 Nova metoda zaloZzena na socialni ridkosti

Audio data nejsou presné ridkd, proto se odrazime od varianty povolujici odchylku, viz
ulohu (3). Ulohu preformulujeme do (ekvivalentniho) neomezeného tvaru, s pouzitim
/{-relaxace

S : 1 r T
% = argmin, - [ly" — D'x||; + A ||x]|, , 4)

kde prvni ¢len penalizuje odchylku syntezujictho modelu od zndmych dat y*, a druhy
Clen penalizuje souradnice x, které nejsou ridké. Parametr A urCuje pomér mezi t€émito
dvéma kritérii. Uloha (4) obsahuje konvexni funkce, prvni je diferencovatelnd a druhd
ne, a proto je mozné pro nalezeni X pouzit proximalni gradientni algoritmus, ktery
v naSem piipadé ziska tento tvar:

Za po&atedni bod bereme x” = (D*) Ty  a viteraci k = 1,2. .. po&itdme postupng:

° Zk — kal — 1, [(Dr)T (Drxkfl _ yr)]
coz odpovida gradientnimu kroku s .

o x' =xF1435, (soft (zk, )\) — kal)
coz odpovida mékkému prahovani koeficientd.

Iterace ukoncCime, jakmile je splnéno néjaké vhodné kritérium.

Na tomto misté zdiraznujeme, Ze popsany pristup zachazi s kazdym jednotlivym
koeficientem zv1ast’, coZ kontrastuje s inovativnim pristupem predstavenym nize. Mezi
nevyhody regularizace pomoci ||x||, patii:

e Vytvoreni nechténého efektu tzv. hudebniho sumu. To je efekt, kterym trpi 1 jiné
metody. V rekonstrukci se objevuji osamocené vyznamné nebo naopak osamo-
cené nevyznamné koeficienty, coZ ma za nasledek vznik kratkych harmonickych
kmitt, coZ pii poslechu piisobi jako melodicky Sum ¢i bublani.

e Rychla ztrata energie koeficientli v rekonstrukci smérem dovniti diry.



Reseni téchto potiZi nabizi strukturovana fidkost. Konkrétné v nagem problému dopl-
novani chybéjicich dat v Case je logické konstruovat skupiny Gaborovych koeficientti
horizontalné, tedy snazit se zachytit harmonické priibéhy, a ty pak doplnit do signalu.
Seskupeni koeficientli zabrani popsanym artefaktim. Pocet Clenti skupiny je vhodné
volit tak, aby nosic¢ takovéto skupiny koeficientd byl srovnatelné dlouhy s velikosti
diry, jak bude prokdzano také dédle v experimentu. Z divodu stdlosti (persistence) har-
monickych struktur je také prinosné, kdyZ se skupiny piekryvaji.
ZapiSme tuto novou, vylepSenou rekonstrukéni tlohu jako

. 1

X = argmin, o ly" — Drng + A x5 w » (5)
kde textovy index S zastupuje vySe popsanou strukturu skupin vloZenou na koefici-
enty X, a w je pripadny vektor vah aplikovany na kazdou jednotlivou skupinu (pfi
prahovani — vypoctu proximdlniho operétoru).

2.4 Experimenty a vysledky

Ucelem prvniho experimentu je demonstrovat, Ze socialni fidkost vhodné zavedena na
reprezentacni koeficienty pfindsi signifikantni zlepSeni vysledki rekonstrukce ve srov-
nani s béZnymi metodami. Jednd se o monofonni signal poprockové hudby, vzorkovaci
kmitoCet 16 kHz. V signédlu byla uméle vytvorena jedna dira délky 30 ms, coz odpo-
vida 480 vzorkiim. Jako slovnik byl pouZit t€sny Gabortiv frame generovany Hanno-
vym oknem o délce 64 ms, posun mezi okny v ¢ase byl 16 ms, pro kazdé okno 1024
rovnomerné rozloZzenych kmitoctovych pasem. Skupiny byly vytvoteny jako Cisté ho-
rizontdlni, nevdhované, velikost skupin se pohybovala od jediného koeficientu (tedy
nosi¢ délky 64 ms) po 35 koeficientii (celkovy nosi¢ 624 ms).

Jako konkrétni numericky algoritmus pro feSeni (5) byla pouzita zrychlend vari-
anta uvedeného proximdlniho gradientniho algoritmu, znama pod zkratkou FISTA [3],
v pripad¢ strukturni fidkosti StructFISTA. Regularizacni parametr \ ziistal konstantni
pres vSechny velikosti skupin.

Subjektivni pohled na ¢asové pribéhy rekonstrukcei ukazuje vzestup miry Gspés-
nosti pro rostouci velikost skupin koeficientti. Nicméné pro prili§ velké skupiny jiz
kvalita pomalu klesa. To potvrzuje 1 vyhodnoceni uspésnosti pomoci SNR, viz obr. 2.

Druhy experiment je obsdhlejSi a ma za ucel potvrdit, Ze pouZiti strukturované rid-
kosti v dloze doplnovani chybéjicich dsekt neni dilo ndhody, jak by se mohlo myslet
po predchozim experimentu s jedinym signalem, ale je Ze obecné prinosné. Doplio-
vano bylo sto ndhodné lokalizovanych tdsekti o délce priblizné 20 ms. Byla porovna-
vana fada algoritmii, z nichZ polovina je zaloZena na autoregresivnim zakladu a druha
polovina je na fidkostni bazi, viz obr. 3. JiZ z grafl je jasné zfetelné, Ze fidkostni me-
tody davaji kvalitné;jsi vysledky. Potvrzuji to 1 objektivni méfeni pomoci kritéria SNR,
srovnavani pomoci subjektivniho poslechu (nebyly vSak provedeny psychoakustické
testy) 1 podle objektivniho vypocetniho kritéria PEMO-Q [29], které se na zdkladé
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Obrazek 2: Vyvoj SNR rekonstrukce pro rostouci délku skupiny koeficienti. Nejlepsiho vy-
sledku podle této metriky dosahuji skupiny jedenacti a tfinacti koeficientu, coz odpovida délce
nosice skupiny priblizné 250 ms.

psychoakustického modelu snaZzi o priblizeni vnimani clovéka.

V obdobném experimentu, detailné publikovaném v ¢lanku [38], také strukturni
ridkost jasné predcila ostatni metody, a jako nejlepsi vySla z experimentu metoda po-
uzivajici strukturni fidkost nazyvana Persistent ellitist LASSO, viz [32, 47].

3 Komprimované snimani v perfuznim zobrazovani
magnetickou rezonanci

Perfuzni zobrazovani je experimentdlni 1€kaiskd diagnostickd metoda. V soucasné
dobé je snaha nalézt jeho vyuZziti v magnetické rezonanci, kterd nenese Zadna rizika
zpusobend ionizujicim zarenim, které je typické pro jiné modality jako jsou pocCitacova
tomografie, pozitronova emisni tomografie, rentgen. Je prokazano, ze pomoci perfuz-
niho zobrazovani v magnetické rezonanci mohou byt diagnostikovdna onkologicka a
kardiovaskularni onemocnéni a umozZnéna jejich efektivni 1€cba.

Pro presnou perfuzni analyzu je vSak nezbytné mit soucasné vysoké Casové i pro-
storové rozliSeni, jinak totiZ mize dojit ke zkresleni odhadl parametrii popisujicich
vlastnosti tkan€, pomoci kterych se urcuje diagnéza. Klasické zplisoby méreni (a re-
konstrukce dat) v magnetické rezonanci zde ale nardZzi na fyzikalni limity — je nemozné
dosdhnout obou dostatecné vysokych rozliSeni zaroven. Napft. pfi perfuznim zobrazo-
vani lze snimat jeden fez tkani v maximdlnim rozliSeni priblizné 100 x 100 px za
1—4 sekundy, pro presnou perfuzni analyzu je vSak tato doba trvani na hranici piipust-
ného, nebot’ prodlouZeni intervalu by znamenalo ztratu schopnosti zachytit dostatecné
jemné priubéh koncentrace kontrastni latky v case. To nemluvime o vyrazné pohodl-
néjSim a presnéjs$im medicinském zpracovani, pokud fezli sejmeme vice najednou.

Proto se pfimo nabizi moZnost pouzit komprimované snimani pro perfuzni zobrazo-

10



| ——LSRP WFB WRS Original|

level —»

1 1.005 1.01 1.015 1.02 1.025 103 1.035 1.04 1045 1.05
samples — % 10°

| FISTA OMP Struct FISTA

Original|

level —

1 1.005 1.01 1.015 1.02 1.025 1.03 1035 1.04 1.045 1.05
samples — x 10*

Obrizek 3: Ukazka prubéhu interpolaci jednotlivych metod z druhého experimentu. Jednot-
livé metody: Least-Squares Residual prediction (LSRP), Weighted Forward-Backward pre-
diction (WFB), Weighted Repetitive Substitution (WRS), Orthogonal Matching Pursuit (OMP),

vani pomoci magnetické rezonance, které ndim umozni zrychleni snimaciho procesu.
Pro uspésnou naslednou rekonstrukci dat je dileZité mit apriorni informace o zmére-
nych datech. Zde budeme konkrétné vyuzivat fidkost a nizkohodnostni strukturu.

V této kapitole je nejprve vysvétlena fyziologickd a fyzikdlni podstata problému,
nasledné matematicky formulovan snimaci proces a rekonstruk¢ni uloha. Nakonec
ukdZeme vysledky experiment(i, srovnani obvyklych algoritmi s nové vylepSenymi
algoritmy. Vlastni pfinos v této kapitole habilitacni price je soustfedén zejména

e v Casti 3.8, kde zhodnotime empirické vysledky soucasnych piistupli, poukdZzeme

na jejich typické nedostatky a odiivodnime je,
rencni rekonstrukéni optimalizacni modely, a

e v Casti 3.10, kde u jednoho z modeld zvysime jeho rekonstrukcni efektivitu jeho

rozsifenim o penalizaci totdlni variaci.

3.1 Fyzikalni podstata zobrazovani pomoci MR

Magneticka rezonance (MR) je technika, kterd vyuZiva interakce silného magnetic-
kého pole s jadry vodiku, ktery je obsaZen ve vodé. MR se pouzivd v mediciné mj.
k zobrazeni poZzadovanych oblasti uvnitf lidského téla; potom mluvime o tzv. zob-
razovdani pomoci magnetické rezonance (MR 1maging, MRI). Voda tvofi dvé tretiny
lidského téla a z toho divodu je MRI vhodné pro skenovani mékkych tkani s vyjim-
kou kosti, ve kterych neni téméf Zaddna voda.

Po aplikaci silného magnetického pole je potfeba jadra ,,zviditelnit* tim, Ze jsou
excitovana radiofrekvencnimi (RF) pulzy, a poté miZeme naméfit jejich odezvu. Aby
bylo mozné rozliSit mista, ze kterych méfeny signal pochdzi, musime pridat dalsi
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Obrazek 4: Nejbéznéjsi typy trajektorii v k-prostoru pri snimani MRI dat. Zleva kartézsky,
radidlni a spirdlni.

slabsi magnetické pole — tzv. gradientni [36]. Hlavni kroky MR méfeni jsou niZze jme-
novany a nakonec shrnuty matematicky, abychom mohli exaktné formulovat snimaci
a rekonstruk¢ni proces.
e Polarizace protond statickym magnetickym polem.
e Excitace radiofrekvenénim (RF) pulzem. Radiofrekven¢ni pulz ma na tkanové
— VEtsi mnoZstvi protont je orientovano antiparalelné k magnetickému poli,
¢imZ dochézi ke zméné slozky z vektoru magnetizace tkané.
— Faze precesi se sjednoti, ¢imZ vznikne pri¢nd slozka vektoru magnetizace.
e FID a relaxace. Protony se postupné dostavaji do ptivodniho stavu a je zachycen
indukovany elektricky proud/signél FID (free induction decay).
Pouzitim samotného RF pulzu zobrazime hustotu protont v jednotlivych umisténich.
Takto ov§em nemusime zobrazit vSechny pozadované rozdily v tkdnich. K dosaZeni
Pti pouziti vySe uvedenych technik chybi v datech prostorova informace. Lokali-
zace informace je vSak v perfuznim zobrazovani kliCov4, a pro tyto ucely se pridava
dalsi, tzv. gradientni pole, které zplisobuje, Ze se kmitocet precese bude linedrné mé-
nit v zdvislosti na prostorové poloze. Pokud budeme gradientni pole ménit, ziskdme
tim razné trajektorie ve dvourozmérné kmitoctové roving, nazyvané v tomto oboru
k-prostor. NejCastéji pouzivané typy trajektorii jsou schematicky zobrazeny na obr. 4.
Ze zaznamenaného FID signdlu a z téchto trajektorii jiZ mizeme rekonstruovat 2D
nebo 3D obrazy pomoci technik zaloZenych na inverzni Fourierové transformaci [36].

3.2 Matematicky popis MRI

Gradientni pole X (z) na pozici z € R? miZzeme zapsat ve tvaru X (z) = | X (z)|e ¢,
kde | X (z)| je jeho amplituda a ¢(z) fize. Oznacime-li G € R? gradient tohoto mag-
netického pole, kmitoCet precese mizZe byt charakterizovan vztahem

w(z) = k(By + (G,z)), z€R’, (6)

kde By je intenzita vnéjsiho statického magnetického pole a x fyzikalni konstanta.
Pokud se gradient G méni v Case, coZ zapiSeme jako zobrazeni G : (0,T) — R3,
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faze magnetizace ¢(z) = ¢(z,t) je integrdl

6(z2.1) = 27k /0 (G(r).2) dr, 7

kde t = 0 odpovida Casu excitace RF pulzem.
Nyn{ definujeme funkci k : (0, T') — R? jako

t
K(t) = x / G(r)dr. ®)

0
Ptijimaci civka snima signdl, ktery odpovida integrélu pres cely objem. Tedy zapiSeme

£ = [ X ()| 02z = F(|X]) k(1)) ©
R
kde F (] X|)(&) znaci 3D-Fourierovu transformaci amplitudy | X | magnetizace [22].

Jak bylo feceno, v MRI milizeme také snimat jednotlivé fezy téla. Nejprve nastavime
gradientni pole na soufadnici z, které zpisobi, zZe se rezonanc¢ni frekvence budou li-
nearné liSit podél této souradnice. KdyZ potom excitujeme protony uzkopidsmovym
RF pulzem, vybereme tim jeden fez, ve kterém Larmorovy kmitoCty odpovidaji kmi-
toctim RF pulzu. V takovém pripad¢ je trojrozmérnd Fourierova transformace nahra-
zena dvojrozmérnou [25].

Naméteny MRI signdl je tedy Fourierovou transformaci prostorové zavislé ampli-
tudy | X'| magnetizace (obraz), kterd je podvzorkovdna na kiivee {k(t) : t € [0,T]} C
R3. Opakovanim nékolika riiznych RF excitaci dostaneme vzorky (diskrétni) Fourie-
rovy transformace funkce | X| podél riznych kiivek k;, ..., k; v R3. Cas vénovany
méfeni je umérny poctu L takovych kfivek, coz je jedna z klicovych vlastnosti — ne-
vyhod [22]. V dal$im se budeme snazit o minimalizaci snimaciho ¢asu, aniZ bychom
zasahli do kvalitativnich parametrt rekonstruovaného obrazu.

3.3 Fyziologicka podstata perfuzniho zobrazovani

Pacientovi je nitroZilné poddna vhodnd kontrastni latka, tzv. bolus, ve formé injekce
nebo infuze. Diky kardiovaskuldrnimu systému je tato latka rozvedena do celého téla.
Casové a prostorové rozlozeni této latky je pfitom sledovano, obvykle v n&jaké oblasti
zajmu, coz miiZe byt samostatny organ nebo ¢ast organu nebo i samostatny voxel.

Zaznamy Casového priibéhu koncentrace kontrastni latky v oblasti zdjmu nazyvame
perfuzni krivky. Naslednou analyzou kfivek ziskdme odhady tzv. perfuznich parame-
trl, které jsou pak pouzity pro diagnézu nebo sledovani vyvoje nemoci — oblast posti-
Zend nddorem bude vykazovat jiné perfuzni parametry nez zdrava tkan v okoli.

3.4 Lognormalni model perfuzni krivky

Pro perfuzni kfivky se pouZzivaji tfi zakladni typy modeli — matematické, prostorové
a fyzikélni; pomoci nich se odhaduji perfuzni parametry [24]. Pro ucely této prace
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Obrazek 5: Lognormalni kfivka s parametry ¢, = 7,c = 3,02 - 10,5 = 5,25-10% u = 5,18 a
o = 0,62.

jsou perfuzni kiivky modelovany matematicky, pomoci kiivky hustoty lognormalni-
ho rozdéleni, znamé ze zakladnich kurza statistiky. Tento model popisuje koncentraci
kontrastni latky v Case:

C tSto
f(t) = s (n(t—tg)-)? (10)

c+ me_ 202 t > i,

kde c predstavuje konstantni hodnotu bez pouziti kontrastni latky, ¢y zpoZdéni bolusu
mezi mistem podani a oblasti zdjmu, S plochu mezi konstantni hodnotou ¢ a kifiv-
kou a @ a o jsou obvyklé parametry lognormélniho rozdéleni. Na obr. 5 je zndzornén
lognormalni model perfuzni kiivky pro konkrétni volbu parametri.

Ackoli je tento model zaloZen na vizuélni podobnosti redlnych a modelovych kii-
vek, mlize také byt odvozen z distribuce pritoku krve a kinetiky kontrastni latky po-
moci stochastického modelu s vyuZitim binarnich fraktalnich siti [44].

Pro odhadnuti parametrd modelu z pribéhu kiivky nejprve odhadneme posunuti ¢
jako pramér z nékolika prvnich vzorki. Poté vSechny vzorky sniZime o tuto hodnotu.
Zpozdéni ty potom muzeme dostat jako prvni vzorek vétsi nez 10 procent maximalni
hodnoty. Dale plochu pod kiivkou S spocitame pomoci numerické integrace. Na od-
had parametrti ;» a o 1ze pouZit metodu maximalni vérohodnosti.

Na obr. 6 je znazornéno amplitudové spektrum lognormalni kiivky pro rizna p a
naopak pro rizna o. Pfi vypocCtu spektra byly ostatni parametry zvoleny takto: ¢, =
1,S = 8,610 ¢ = 0. Z této empirické analyzy plyne, Ze spektrum perfuznich
kfivek mizeme povazovat za (témér) ridké, ponévadz velké mnozstvi jeho koeficientl
se blizi nule.
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Obrazek 6: Amplitudové spektrum perfuzni ki'ivky: vlevo pro ruzna y pii o = 0,7; vpravo pro
ruzna o pri u = 5,5.

3.5 Fantom perfuzniho zobrazovani

Abychom ovéfili uvazovany pristup zrychleni, nejprve vytvorime fantom. Poté me-
tody ovéfime 1 na redlnych perfuznich datech.

Zéklad fantomu je tvoren modifikovanym Shepp-Loganovym fantomem [46], ktery
je ve své puvodni podobé dostupny v Matlabu. Fantom pfedstavuje obraz — jeden
artificialni fez mozkem. Je tvoren celkem deseti elipsami, z nichz se nékteré prekryvaji
a tedy ovliviiuji intenzitu pixeld. Perfuzni fantom vznika tak, Ze bereme jeden Shepp-
Logantv fantom pro kazdy ¢as méfeni, pfi¢emZ intenzita pixeli je urena hodnotami
perfuznich kfivek vytvorenych pomoci lognormalniho modelu (viz Cast 3.4).

Pro predstavu, sekvenci snimka fantomu uvadi obrazek 7.

Fantom perfuzniho zobrazovani 1ze chépat jako trojrozmérny datovy tenzor, nebo
prosté jako videosekvenci. Tento tenzor pred pouZitim preskupime do obycejné dvoj-
rozmérné matice, kterou oznacime M, a to tak, Ze kazdy jednotlivy snimek preskla-
dame do sloupcového vektoru a tyto sloupce vytvori, zleva doprava, novou matici, se
kterou se nasledné pracuje [42]. Jednotlivé fadky takto vytvorené matice tedy obsahuji
primo perfuzni krivky.

3.6 Sestaveni méricich masek

Pripomenme, Ze v MRI je signdl méfen pfimo v kmitoCtové oblasti. Ménici se gra-
dientni pole urcuje trajektorii v k-prostoru, ty vSak nemohou byt libovolné kviili fy-
zikdlnim a fyziologickym omezenim. V dneSnich systémech jsou gradienty limito-
vany svoji maximdlni amplitudou (|G| < Gpax) @ maximdlni rychlosti jejich ndbéhu
(|G| < Smav).

Zjednodusené, kazdé méreni predstavuje pfimo jeden Fouriertiv koeficient z dvou-
rozmérného pole.V jazyku komprimovaného sniméani to znamend, Ze mérici matice je
fixni a predstavuje ptimo Fourierovu transformaci. Pro u¢inné komprimované snimani
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Obrazek 7: Fantom ve vybranych ¢asech. Je zobrazen prvni a pak kazdy ¢trnacty snimek.

tedy zbyvaji tyto cesty:
1. Konstrukce vhodnych trajektorii v diskretizovaném k-prostoru.
2. Nalezeni reprezentacniho systému, jeZ ma malou vzijemnou koherenci s méftici
matici.
3. Nalezeni reprezentacniho systému, ktery poskytuje fidkou reprezentaci obrazo-
vého signalu.
JelikoZ posledni dva poZzadavky jsou do znacné miry protichidné, zaméfime se nyni
na konstrukci trajektorii.

3.6.1 Trajektorie

Na obr. 4 byly prezentovany nejbéZznéjsi trajektorie v k-prostoru. V diskrétnim cha-
pani mizZeme argumentovat, ze kazdé trajektorii odpovida binarni maska (matice nul
a jednicek), kterd informuje, ktery bod k-prostoru byl zméten (1) a ktery ne (0).

Pomoci kartézského snimani tak logicky miZeme sejmout v§echny body, coz vede
na perfektni rekonstrukci bez aliasingu. Cenou za to je vSak velmi nizka rychlost sni-
mani, kterd je nepripustna pro nékteré aplikace. Proto se kartézské snimdani neziidka
podvzorkuje tak, Ze se snimaji se jen nckteré tsecky. Rekonstrukce béznymi techni-
kami vSak jiz zdkonité nese neprijemné artefakty [36, 26].

Radialni trajektorie provadéji podvzorkovani k-prostoru smérem od stredu (nulovy
kmitoCet) ven, a v méfeni prevladaji kruhové soustiedéné nizké kmitoCty. Podobné je
tomu u spirdlnich, které jsou konstruovany casto tak, aby jejich hustota kolem stfedu
byla vysS$i nez hustota na okrajich. To je motivovano faktem, Ze béZzné obrazy nesou
vyznamné vice energie na nizkych kmitoctech.

Na obr. 8 vidime masky (trajektorie), jez byly pouzity v simulacich. Tyto masky se
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Obrazek 8: Masky méricich matic: zleva nahodna, nerovhomérné nahodna, radialni nahodna
a spiralni. Bila barva predstavuje jednicku a ¢erna nulu.

aplikuji (nasobenim po slozkach) na Fourierovy koeficienty jednotlivych snimk (tedy
na vzorky k-prostoru) — na pozici, kde je jednicka, je Fouriertv koeficient ziskan, jinde
neni. Dvé uvedené ndhodné masky ptirozen¢ nemohou vyhovovat fyzikalnim a fyzi-
ologickym limitim a v redlném méfeni je nelze sestavit. My je vSak pouzivame v si-
mulacich, abychom ovérili asymptotické vysledky publikované jinymi autory (vime
z predchozich kapitol, Ze ndhoda ndm usnadnuje analyzu chovani metod).

3.7 Metody pro rekonstrukci signalu z namérenych dat

V této Casti uvedeme nékteré postupy pro zrychlené métreni perfuzniho MRI. Pripomi-
name, Ze komprimované sniméni je mozné pouze za podminky, Ze data odpovidaji né-
jakému slabSimu ¢i silnéjSimu predpokladu. Bez toho je nerealistické ocekavat dobrou
rekonstrukci z komprimovanych méren.

3.7.1 L&S-model vyuZzivajici nizkohodnostni strukturu a ridkost

Tento model, pouZity v ¢lanku [34], je inspirovdn novym pristupem k aproximaci dat,
ktery obvykle nese ndzev robustni analyza hlavnich komponent [6]. V aplikaci pro
MRI je vyuzit obdobny pristup a uvazuje se model, ktery pracuje se dvéma realistic-
kymi predpoklady o perfuznich datech, tak jak byla predstavena v predchozim textu:

e perfuzni kiivky maji sobé podobny pribéh v ramci jednoho typu tkan¢, pricemz
ruznych tkani v fezu je jen nékolik,

e perfuzni kiivky jsou hladké, neobsahuji ndhlé zmény.

S témito predpoklady koresponduji regularizacni Cleny nésledné pouZzité v rekon-
strukéni uloze, a to:

e nuklearni norma jako priblizeni ziejmé nizkohodnostni struktufe, kterou pozoru-
jeme v preskladanych obrazovych datech,

e norma /; aplikovana na kazdou jednotlivou perfuzni kiivku ve spektralni oblasti
jako pribliZzeni fidkosti spektra, tedy maly pocet vyznamnych Fourierovych ko-
eficientd, viz obr. 6.

Oba pozadavky na data klademe soucasné, odtud oznaceni L&S.
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Rekonstrukci formulujeme jako konvexni optimalizacni tilohu
1
argminyg  [|EM = Y[} + A [M]|, + A | TM] . (an

Hleda se takova matice M, kterd se ve Fourierové doméné prili§ neodchyluje od na-
meérfenych perfuznich dat Y, a zaroven ma nizkou hodnost (maly pocet nenulovych
singularnich Cisel) a fidka spektra v fadcich. Matice Y obsahuje perfuzni data ve Fou-
rierové doméné, tedy tak, jak je poskytuje méreni na redlném MR skeneru — jedna
se 0 soubor 2D spekter, presklddanych do jedné matice. Déle F predstavuje opera-
tor podvzorkované 2D Fourierovy transformace — ten tedy koresponduje s trajektorii
v k-prostoru, zvolenou pii méfeni — a aplikuje se na 2D spektrum kazdého snimku
v datovém tenzoru. Nakonec 7' je operdtor, ktery aplikuje 1D-Fourierovu transfor-
maci na kazdy faddek matice M a vse sefadi do jediného vektoru. Konstanty A\;, A\g
slouzi k balancovani miry regularizace viic¢i sobé a viici datovému Clenu.

3.7.2 L+S model vyuzivajici nizkohodnostni strukturu a ridkost

V Clanku [42] je pouzit tzv. L+S model, ktery autofi odvozuji a pouZivaji nejenom pro
perfuzni data, ale také pro jiné aplikace v MRI. L+S model stavi na obdobnych pred-
pokladech jako model L&S, ale vylepSeni je v tom, Ze (hledanou) matici perfuznich
dat si predstavuje jako soucet dvou matic, a to matice s nizkou hodnosti L a matice S,
ktera ma ridké radkové spektrum. Tato dekompozice diva pri¢inu oznaceni L+S. Roz-
délenim na sloZku ,,pozadi‘ a ,,dynamickou‘* autofi dosahli v urcitém sméru zlepSeni
oproti L&S modelu.
Rekonstruk¢ni tloha ma tvar

_ 1
argminy, g §||E (L+S)=Y|; + ||, + s [ITS]; , (12)
M

kde LL a S jsou hledané matice a ostatni symboly jsou shodné s popisem modelu L&S.
Prvni ¢len v Gcelové funkci obsahuje eukleidovskou normu a vynucuje malou od-
chylku rekonstrukce M = L + S od naméfenych dat (odchylku vSak pripoustime,
napt. vlivem Sumu). Druhy ¢len s nukledrni normou penalizuje matice L s vysokou
hodnosti, tfeti ¢len s ¢; normou penalizuje perfuzni kiivky, které maji prilis husté
spektrum.

3.7.3 Numerické reSeni

JelikoZ vidime, Ze uloha (12) je rozSifenim (11), uvedeme postup feSeni pro slozi-
o konvexni optimalizaci, a mizeme vyuZit zndmych proximalnich algoritmd, kon-
krétné dopredné-zpétny algoritmus (forward-backward).

Lipschitzovska konstanta pro datovy ¢len je S = 2, a pro konvergenci proximalni
gradientni metody je tedy potfeba zvolit krok ¢t < 2/8 = 1. V simulacich byl pouZit
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Obrazek 9: Originalni perfuzni krivky fantomu a totéz po rekonstrukci pri ménicich se poctech
namérenych koeficientd s vyuZitim nahodné masky (pouzito A\, = 2a \g = 0.,5).

(v ¢ase neménny) krok ¢ = 1, aniZ by byla pozorovéna ztrita konvergence. Vysledny
algoritmus tedy zni:
Za pocate¢ni bod bereme M? = E*Y a S” = 0. Viteraci k¥ = 1,2... po&itdme
postupne:
o LF = gsvt(MF ! —SF1 \p)
To odpovidad proximdlnimu operdtoru pro nukledrni normu.
o SF =T (soft (I'(MF1 —LF), \g))
To odpovidd mékkému prahovéni ve Fourierové doméné a ndsledny navrat.
e MF=LF S E* (E(L]‘“JrSk) —Y)
coZ odpovida gradientnimu kroku s ¢ = 1.

3.8 Vysledky rekonstrukei L+S modelu a jejich diskuze

Porovnani dspésnosti rekonstrukce pro rizné poméry méfenych koeficientd je na obr. 9
pro ndhodnou masku a na obr. 10 pro masku typu radidlni paprsky. Je ziejmé a pocho-
pitelné, Ze kvalita rekonstrukce klesa se snizujicim se poctem koeficienti. VSimnéme
si vSak zaroven, ze napt. pro 20 % koeficientq je kvalita vyssi u radidlni trajektorie.
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Obrazek 10: Originalni perfuzni krivky fantomu a totéZ po rekonstrukcich s vyuzitim masky
typu radialni paprsky (pouzito \;, = 2 a \g = 0,5).

Jednotlivd méfeni a rekonstrukce pomoci L+S modelu byla provedena pro velké
mnozstvi kombinaci parametrd a typt masek. Usp&snost rekonstrukce je ukdzdna na
obr. 11, pficemz pro kvantifikovani ispéSnosti bylo pouzito kritérium odstupu signalu
od chyby (SNR).

Z grafu je patrno, Ze nejlepSich vysledkii dosahuje pfi niz§im poctu namérenych
koeficienti (priblizn€ do 35 %) maska typu radidlni paprsky a pfi vyS$im poctu na-
mérenych dat nerovnomérnd ndhodna maska. Jen mdlo horsi je radidlni maska a pii
malém poctu méfenych koeficienti také spiralni maska. Rekonstrukce dosahuje cel-
kove lepSich vysledkl pro rozmérnéjs$i fantom. Nejhorsi vysledky pfinasi trajektorie
odpovidajici ndhodnému podvzorkovani. Je to zpiisobeno tim, Ze to vybird mérené
hodnoty rovnomérné v celém k-prostoru, zatimco ostatni druhy masek ma;ji vétsi kon-
centraci mérenych vzorki v pocatku k-prostoru, kolem stejnosmérné slozky, kde spek-
trum obvyklych obrazka nese vyssi hodnoty koeficientl (pii jejich naméfeni se proto
dopustime mensi chyby a tedy lepSi aproximace ve smyslu SNR). V grafu Ize také
pozorovat, ze zvySovani mnozstvi koeficientli u spirdlni trajektorie nedochazi k tak
vyraznému zvySovani SNR jako u ndhodného ¢i radidlniho, cozZ je déno tim, Ze spi-
raly nevybiraji vzorky, které se nachéazeji v ,,rozich* k-prostoru.
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Obrazek 11: Uspésnost rekonstrukce v zavislosti na procentu mérenych koeficientu pro rizné
trajektorie a dvé velikosti fantomu (\;, = 2 a A\g = 0,5).

Co se tyka subjektivnitho hodnoceni rekonstrukce (coz bude dilezité napt. z po-
hledu 1€kare), zdaji se vyhovujici rekonstrukce od SNR 36 dB. U masky typu radidlni
paprsky by tedy postacilo vzit pfiblizné 10 % vzorki pro fantom 150krat 150 px a
12 % pro fantom 100krat 100 px. Naopak pfi pouZziti ndhodné masky (pfipominame,
ze to v naSem kontextu neni realistické) by bylo potieba alespon 25 %, resp. 30 %
koeficientq.

3.9 Srovnani modelu L&S a L+S

Z hlediska srovnani kvality a rychlosti vypoctu u prezentovanych dvou modelt, 1ze
konstatovat [12], Ze pfi shodné nastavenych parametrech dosahuje L&S model niz-
Stho SNR nez L+S model, ale pokud by parametry u obou modeld byly nastaveny
takovym zplisobem, Ze by vypocet trval stejnou dobu, dosahuje pouZziti L&S modelu
lepSiho SNR neZ konkuren¢ni model. Jinymi slovy, za kvalitu L+S rekonstrukce mu-
sime zaplatit znatelné delSim Cekanim na vysledek.

Pfi nizkém poctu namérenych koeficientli a ur¢ité kombinaci parametri dochazi
k jevu, ze rekonstruované perfuzni kiivky nejsou hladké, viz napft. obr. 9. To je spo-
le¢né pro oba modely. Takové vysledky vSak odporuji oekavanému fyzikalnimu a fy-
ziologickému pribéhu, nebot’ koncentrace bolusu ve tkani nemiiZze opakované rychle
stoupat a zase klesat. SpiSe se oCekava, Ze kiivka ma pouze jeden ndbéh a nasledné
odeznéni. Tim se dostavame ke kliCové slabiné obou predstavenych modelt, které
nehladkost perfuznich kiivek penalizuji ¢lenem || TM]||,, resp. ||T°S||,, tedy tlacf re-
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konstrukci smérem ke kiivkam, jeZ maji fidké kmitoCtové spektrum. BohuzZel kiivky
obsahujici rychlé oscilace tuto podminku spliuji. Modely by proto bylo vhodné dopl-
nit tak, aby se v rekonstrukcich oscilace nevyskytovaly.
To miiZeme ud¢€lat napr.
e zesilenou penalizaci vysokych kmitocti pouZzitim vahového operatoru, || I/WTM
e pouzitim jiného regularizeru vynucujiciho hladkost kiivek, napt. kvadraticky Ti-
chonovtv regularizer gradientu [4] atd.
V casti 3.10 je popsan jeste jiny zptsob, kdy hladkost kfivky vynutime pomoci totalni
variace (kterd by v idedlnim bezSumovém piipadé méla byt rovna dvojnasobku rozdilu
minima a maxima kiivky).

1°

3.10 L+S model s 1D totalni variaci

K modelu je jednoduse pripojen dalsi penalizacni Clen obsahujici 1D totdlni variaci
vSech perfuznich kiivek, tedy ti€elovou funkci zapiSeme jako

1
min || B (L + 8) =Y+ L] +As [ TSI +Arv Z Z M1 — mi g
i j

N (13)
Pro nalezeni feSeni opét pouzijeme proximdlni gradientni metodu, kdy do algoritmu je
pfidan dkon vypoctu proximdlniho operdtoru pro TV-normu. JelikoZ se jednd o sérii
1D totdlnich variaci, je pro tento ucel moZno vyuZit rychly neiterativni algoritmus
[11].

Porovnéni tohoto vylepSeni s L+S modelem je na grafech 12, 13, 14 a 15. Mirné
zlepSeni oproti predchozimu modelu nastalo u radidlni masky a masky typu radidln{
paprsky pii naméteni 15-50 % hodnot a také u spirdlni masky pti 20-70 %, coZ tedy
naplnilo oekdvani. U ndhodné nerovnomérné masky totalni variace prekvapivé zlep-
Seni nepfinesla.

3.11 Pouziti na realnych datech

Nakonec byly vy3e uvedené metody testovany na redlnych datech. Data poskytl Ustav
piistrojové techniky AV CR.

Jedna se o perfuzni data ziskand snimanim fezi mozku mysi v Case po aplikaci
kontrastni latky. Jednotlivé dvojrozmérné snimky maji velikost 96 x 128 pixela. Cel-
kovy pocet snimkii je 600, jeden snimek je pofizeny priblizné za 4 sekundy. ProtoZe se
v MRI prevazné pouZzivaji snimky Ctvercového rozméru, toolbox vytvoreny pro ucely
téchto analyz a testovani [12] je omezen na Ctvercové snimKy. Pro tcely vypoctl bylo
vyuzito pouze stfedni ¢asti snimku, tedy velikosti 96 krat 96 pixeli.

Je dobré doplnit, Ze tato data byla ziskdna kompletnim kartézskym vzorkovanim
k-prostoru pro kazdy snimek — to znamena, Zze miZeme pohodIn¢ sledovat, jaky maji
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Obrazek 12: Porovnani uspésnosti rekonstrukce L+S metody s dodatecnou 1D TV pro nerov-
nomérnou nahodnou masku. Parametry A\;, =2, A\¢ = 0,5a A\ry = 0,1.
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Obrazek 13: Porovnani uspésnosti rekonstrukce L+S metody s dodatecnou 1D TV pro radialni
masku, parametry \; =2, \¢ = 0,5a Ay = 0,1.
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Obrazek 14: Porovnani uspésnosti rekonstrukce L+S metody s dodatecnou 1D TV pro spiralni
masku, parametry \;, =2, \¢ = 0,5a A\yy = 0,1.

95
85 s
i_ N 100 x 100 px
75
. ml radialni
[ paprsky
— 55 o
3 R
e
% | +2L+0,5S
” WL, = 2L+ 0,55 +0,1tv
- L
L}
45 -
| | *
5
35
EEEL
25
o 10 20 30 40 50 60 70 80 50 100
naméfenych hodnot [%)]

Obrazek 15: Porovnani aspésnosti rekonstrukce L+S metody s dodate¢nou 1D TV pro masku
typu radialni paprsky, parametry A\, = 2, \¢ = 0,5a A\py = 0,1.
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Obrazek 16: Perfuzni krivky mysi, vykresleny najednou pro vSechny pixely.

jednotlivé metody podvzorkovéni vliv na rekonstrukci a zejména je porovnat. Je vSak
také dobré dodat, Ze poskytnutd data jsou uz snimky v prostorové doméné¢, tedy po in-
verzni Fourierové transformaci. Pro pravé zminéné ucely tedy musime uméle provést
dopfednou 2D Fourierovu transformaci v kazdém snimku.

Vyvoj perfuznich kiivek v Case je na obr. 16. Odsud je patrno, Ze perfuzni kiivky
uz nemaji idedlni modelovy priabéh.

Pro komprimované sniméni byla v k-prostoru pouzita maska typu radidlni paprsky,
kterd se v simulacich ukdzala jako nejlepsi z realizovatelnych. Bylo pouzito 100 po-
loptfimek, coz predstavuje priblizné 36 % moznych méreni. Pomoci L+S modelu se
podarilo dosdhnout SNR 39,17 dB a pomoci L&S modelu SNR 40,42 dB, coz je sice
hors$i vysledek nez u simulovanych dat, ale nic jiného nebylo mozZné ocekévat, a pre-
devsim jde stdle o dostacujici hodnoty. SNR v tomto ptipadé bylo pocitano tak, ze
namisto perfuzniho fantomu P byla pouzita plné vzorkovana data.

Shrneme tedy, Ze se podarilo ovéfrit, Ze pomoci komprimovaného sniméani a vhodné
zvoleného rekonstrukéniho modelu 1ze uspofrit snimaci Cas pii zachovani dostatecné
presnosti vysledného zobrazeni (rekonstrukce).

4 Zaver

Tato prace pojednavala o fidkych a nizkohodnostnich reprezentacich signali.
Prvni aplikacni kapitola pojednavala o uloze dopliiovani (interpolaci) chybéjicich
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audiodat. Bylo ukdzano, Ze fidkostni metody typicky prekonavaji kvalitu rekonstrukce
dosazenou dosavadnimi metodami, ale také Ze zavedeni specifickych struktur (socidlni
fidkost) prinasi jesté dalSi vyznamné vylepSeni.

Druhé aplikace byla v perfuzni analyze pomoci magnetické rezonance. Popisované
metody vyuZzivaji souCasné nizkohodnostni charakter dat a fidkost perfuznich kfivek
ve Fourierové doméné a umoziuji zrychleni akvizice dat. Stavajici metody byly vy-
lepSeny pomoci zavedeni penalizaCniho Clenu s totédlni variaci.

Posledni roky vyvoje v oboru také jasn€ ukazuji, Ze se trend zaCind sklanct k ne-
konvexni optimalizaci. To samoziejmé muze prinést (a v praxi jiZ prinasi) blizsi apro-
ximaci £y-normy a tedy lepsi vysledky a moZnost napf. vySsich kompresnich poméra
v komprimovaném snimdni. Plati se za to vSak cena vyrazné slozitéjSi analyzy nume-
rickych algoritma a za cenu horsich zaruk, Ze nalezené optimum je blizké globalnimu.
Od nekonvexni optimalizace v naSich dvou aplikacich si do budoucna slibujeme dalsi
zvySeni uspésnosti.

26



5 Abstract

The habilitation thesis of Pavel Rajmic is devoted to sparse and low-rank representati-
ons of signals.

In the first application-oriented section, the so-called audio inpainting problem has
been introduced and solved by means of sparse Gabor expansions. It has been shown
that sparsity-based algorithms overcome the reconstruction quality of traditional me-
thods. Incorporating structure into the coefficients brought even more accuracy into
the restoration.

The second application presented is acceleration of acquisition of perfusion imaging
in magnetic resonance. The methods described in the thesis utilize simultaneous low-
rankness of the data and its spectral sparsity The state-of-the-art approaches has been
improved by introducing the total variation penalty.
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