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Predstaveni autora

Radek Kucera se narodil 13. 3. 1968 v Opavé. V roce 1986 ma-
turoval na gymnéaziu v Hluc¢iné. V letech 1986-1994 studoval
na Prirodovédecké fakulté Univerzity Palackého v Olomouci nej-
prve obor Priblizné a numerické metody (RNDr.) a poté doktor-
ské studium Numerickd matematika (Ph.D.). V roce 2001 se ha-
bilitoval na Fakulté elektrotechniky a informatiky Vysoké skoly
baiiské - Technické univerzity Ostrava (VSB-TUO) v oboru
Aplikovand matematika (doc.). Od roku 1994 pracuje na Ka-
tedfe matematiky a deskriptivni geometrie VSB-TUO, kde v le-
tech 2010-2015 zastaval funkci vedouciho oddéleni pro Hor-
nicko - geologickou fakultu a od roku 2012 zastava funkci ve-
douciho katedry. Od roku 2011 je také zaméstnancem Narodniho superpocitacového centra
IT4Innovations VSB - TUO. Po jedno volebni obdobi byl ¢lenem Akademického sendtu VSB -
TUO, v soucasnosti je ¢lenem Védecké rady VSB—TUO, ¢lenem Védecké rady Hornicko -
geologické fakulty a ¢lenem Interni akreditacni komise VSB—TUO. Je také ¢lenem Jednoty
¢eskych matematiku a fyzika, ¢lenem Ceské matematickeé spolecnosti a ¢lenem Zastupitel-
stva obce Bohuslavice. V roce 1994 studoval ¢tyfi mésice na Technické univerzité v Drazda-
nech, v roce 2016 absolvoval na zékladé pozvani mési¢ni stdz na Univerzité Blaise Pascala
v Clermont-Ferrand a od roku 2005 se pravidelné ucastni tydennich pobytu na Univerzité
v Caen, Normandie. Je autorem fady odbornych praci, z nichz 24 bylo publikovano v ¢asopi-
sech s impaktnim faktorem. V databazi WoS eviduje 164 citaci bez autocitaci a jeho h-index
mé hodnotu 9.

Na VSB-TUO vedl vyuku na dvou fakultach a pro celouniverzitni studijni obory. Ga-
rantuje a prednasi predméty Numerické metody a statistika, Vybrané kapitoly z matematiky a
Maticova analyza a variacni pocet. Je spoluautorem skript Numerickd matematika a studijniho
textu Numerické metody - testy. V ramci katedry se podili na organizovani seminaie o vyuce
matematiky. Od roku 2015 je garantem studijniho programu Aplikované védy a technologie.
Ptsobi jako vedouci bakalarskych, diplomovych a disertac¢nich praci. Podilel se na feSeni rady
projektit GACR, MSMT a EU. Pracuje jako recenzent pro Zentralblatt fiir Mathematik a pro
odborné ¢asopisy. V letech 2013 - 2014 byl predsedou organizacniho vyboru ¢esko - polského se-
minaie Moderni matematické metody v inZenyrstvi, ktery byl podpoten z evropskych zdroju.

Ve svém vyzkumu se zpocatku vénoval aplikacim spline-funkei a waveletu [37, 49|, coz
vyustilo v zajem o metodu fiktivni oblasti [38, 29, 26, 27, 28, 43|. Postupné se zacal zaby-
vat kontaktnimi tlohami se tfenim, zejména pracoval na vyvoji vhodnych optimaliza¢nich
algoritmt. U tloh ve dvou prostorovych dimenzich (2D) [10, 23, 12] se vypocty provadély
algoritmy pro oboustranna jednoduché omezeni (boz constraints) (|7, 9]). Ve tfech prostoro-
vych dimenzich (3D) se objevil jiny typ omezeni — kvadratické nerovnosti, které v izotropnim
pripadé predstavuji kruhy (spherical constraints) a v ortotropnim piipadé elipsy (elliptical
constraints). Prvni metoda FeSeni téchto uloh pouZivala polygonélni aproximaci kruha [30],
coz ale vedlo k nartistu dimenze tlohy. Na zakladé geometrické analyzy podminek optimality
byl navrzen algoritmus vhodny pro feSeni rozséhlych tloh [39] a pro upravenou variantu to-
hoto algoritmu byla dokidzana R-lineérni rychlost konvergence [40]. Algoritmus poslouzil pii
feseni tloh s ruznymi modely tieni [50, 32, 31] a v ulohach tvarové optimalizace [3]. Byl také
implementovan do knihovny MatSol vyvijené v ramci Néarodniho superpocitacového centra
IT4Innovations [51]. Déle byl upraven pro kuzelova omezeni (conical constraints) a testovan
v ulohach kontaktni dynamiky sypkych hmot (|33, 55]). Dalsim smérem vyzkumu byla analyza
semi-hladké Newtonovy metody pii feseni kontaktnich aloh ([56]). V pracich [46, 47| bylo uka-
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zano, 7e nepresnd implementace této metody pro Tresciv model tfeni vede na vyse zminéné
optimalizacni algoritmy. Mechanickd interpretace vnitinich linearnich soustav pro Coulom-
biv model tfeni umoznila navrhnout kontinuac¢ni techniku, kterou lze vypocitat vicendsobna
feseni [25]. V souvislosti s FeSenim kontaktnich uloh se také podilel na vyvoji paralelnich al-
goritmi zaloZenych na metodé rozlozeni oblasti FETI ([19]). Je spoluautorem ¢lanku [11],
v némz byla navrzena T(otal) FETI metoda. Algoritmus, zaloZeny na rozsifeném Lagrangianu
umoznujici pouzit FETI metody pii feSeni 3D kontaktnich tloh, byl analyzovan v [13]. Jed-
nim ze stézejnich kroktit FETT metod je eliminace primarnich neznamych pomoci singularnich
matic. V pracich [44, 42| byla provedena analyza akci zobecnénych inverzi pro rozsahlé sin-
gularni matice (|6, 15]), ktera ukézala, ze kazda zobecnéna inverze pouzita v jisté varianté
metody Schurova dopliku vede na akci More-Penrosovy pseudoinverze. V soucasné dobé se
autor vénuje uloham proudéni se skluzovymi podminkami (|20]), které jsou v nejjednodussim
pripadé analogické Trescovu modelu tfeni. Vypocty lze provadét optimalizacnimi algoritmy
vyvinutymi pro kontaktni tlohy, jejich efektivitu v8ak vyrazné ovliviuje velky pocet tlako-
vych neznamych bez omezeni [41]. Jako aéinny se zde projevil algoritmus zaloZzeny na metodé
vnitinich bodi [45], ktery mél u kontaktnich tloh pouze okrajovy vyznam. ReSeni fyzikalne
realistickych tloh zahrnuje modelovani modernich hydrofobnich materiala [48|.

Pozndmka: Odkazy ptuvodnich praci jsou citovany v hranatych zavorkach, odkazy na prace
jinych autori jsou uvedeny navic v zavorkach kulatych.

1 Uvod

V tezich se budeme vénovat kontaktnim tloham linearni pruznosti se tfenim a tloham prou-
déni se skluzovymi okrajovymi podminkami. Zaméfime se zejména na vypocetni efektivitu
optimaliza¢nich algoritmi pro feseni algebraickych tloh, které dostaneme po aproximaci me-
todou konecnych prvki. Dualni formulace tloh vedou v nejjednodussich piripadech na mini-
malizaci ryze kvadratického funkcionalu s omezenimi pro vektor dualnich nezndmych, kterymi
na feSeni nebo se vyskytuje dalsi nelinearita, je potfeba minimaliza¢ni tlohu Tesit opakovaneé.
Algebraické ulohy jsou pfitom zpravidla velmi rozsahlé, kdy pocty neznamych i pocty omezeni
mohou dosahovat fadové milionti. Méame-li byt schopni tyto tlohy resit dostatecné efektivné,
je potfeba pfi navrhu algoritmu zohlednit konkrétni tvar omezeni. Ta se podstatné lisi ve dvou
(2D) a ve trech (3D) prostorovych dimenzich, coz vysvétlime pro Tresciv model tfeni.

Necht  je omezené oblast v R, d = 2, 3, predstavujici téleso, jehoZ pruzné chovani popisuje
Lameho systém parcialnich diferencialnich rovnic, které uvedeme pozdéji. Necht u : Q — R?
je pole posunuti a o : Q — R4 je pole symetrickych tenzori napéti. Necht 7. je neprazdna
oteviena ¢ast hranice 02, kde uvazujeme kontakt s dokonale tuhou piekazkou a Tresciv model
t¥eni s mezi skluzu g : 7. — R,. O hranici 9 a o funkcich u = u(z), 0 = o(z), T € Q a
g = g(x), © € 7, predpokladame, Ze jsou dostatecnd hladké. Symbolem n = n(x) € R? ozna-
¢ujeme jednotkovy vektor vnéjsi normaly k 002 v bodé & € 92. Ve 2D existuje v bodé x € 952
jeden tecny smér k 9. Jednotkovy tecny vektor t = t(x) € R? je proto urcen jednoznaéné
aZ na orientaci, a dvojice {n,t} tvoii lokalni ortonormalni bazi v R%. Ve 3D existuje v bodé
x € 0f) nekonecné mnoho teénych sméru k 0€2. U izotropnich tuloh volime libovolné dva jed-
notkové na sebe kolmé tecné vektory t; = t;(z) € R?, j = 1,2. Trojice {n, t;,ts} tvoif lokdlni
ortonormalni bazi v R3. U anizotropnich tloh je vice moznosti. V ortotropnim piipadé jsou
tecné vektory na sebe kolmé, jejich volba ale neni libovolna, je ur¢ena sméry s nejmensi a nej-
vétsi mezi skluzu [31]. V dal$im textu se omezime na izotropni pfipad. Budeme predpokladat,
ze existuje m kontaktnich uzla «; € 7 a M = {1,...,m} je mnozina jejich lokalnich index.
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Pro & € 09) definujeme ve 2D normalové slozky posunuti a napéti jako skalarni veli¢iny
u, = n(x)"u(z) a 0, = n(x) o(x)n(x). Podobné definujeme také tecné slozky posunuti a
napéti: u; = t(xz) 'u(z) a 0, = t(x) o (x)n(x). Tresciiv model t¥eni ma ve 2D tento tvar:

o] < g
oy <g = w=0 na e, (1)
|O't| =g = ElCt Z 0: Ut = —CtO¢

kde | - | je absolutni hodnota. V duélni algebraické tloze hledame vektor Lagrangeovych mul-
tiplikatorit A € R*™. Pro jeho slozky A,,; aproximujici hodnoty —oy(x;) dostaneme z (1)
oboustranné jednoducha omezeni |\, ;| < g;, kde g; je aproximace g(x;). Dualni algebraickou
tlohu lze zapsat nésledovné:

minimalizuj %)\TA)\ —A'b,

za podminek 0 < N, |Apyi| < giy 1 €M, 2)
kde A € R?™*?™ je symetrickd pozitivné definitni matice, b € R*™ a jednostranna omezeni
reprezentuji podminku nepronikani.

Pro x € 09 ve 3D jsou normalové slozky posunuti a napéti formalné stejné jako ve 2D.
Tecné slozky posunuti a napéti jsou ale vektorové veliciny: w; = (uy, (z), us,(x))" € R? a
o, = (o4, (x),00,(x))" € R?, kde uy, (x) = t;(x) "u(z) a oy (x) = t;j(x) o(x)n(x), j = 1,2.
Tresctiv model tfeni ma ve 3D tento tvar:

ol < g
o] <g = u=0 na 7, (3)
ol =9 = Fee>0: u = —c¢0y

kde || - || oznacuje euklidovskou normu v R?. Vektor Lagrangeovych multiplikatorii A € R3™ je
sestaven tak, Ze Ar; = (Ami2i 1, Ama2i)| € R? aproximuje hodnoty —o(x;). Z podminek (3)
dostaneme separovatelna sféricka omezeni || A¢;|| < g;. Dudlni algebraicka iloha ma ve 3D tuto
podobu:

minimalizuj %}\TA)\ —ATb,

za podminek 0 < X;, A2 o 1+ A2 0 < g7, i €M,

(4)

kde A € R3™3™ je symetrickd pozitivné definitni matice a b € R3™. Vyznam jednostrannych
omezeni je stejny jako ve 2D piipadé.

Vlastnosti dualnich aloh maji rozhodujici vliv na pribéh iteracniho vypocet. U tlohy (2)
existuje koneéné mnoho meznich stavii, v nichz jsou nékterd omezeni splnéna jako rovnosti.
Nalezneme-li mezni stav odpovidajici feSeni, redukuje se minimaliza¢ni tiloha na soustavu li-
nearnich rovnic pro zbyvajici proménné. Nékteré iteracni algoritmy jsou proto schopny feseni
omezeni existuje meznich stavii nespo¢etné mnoho (vektor A;; mize lezet libovolné na hranici
prislusné kruznice). Vypocet feseni v kone¢ném poc¢tu kroki proto obecné nelze ocekavat, coz
mé za disledek vyssi vypocetni naroky. Problematicka je také citlivost na pocitacovou arit-
metiku. Potfebujeme-li napiiklad ve vypoctu rozpoznat, zda A.; lezi na piislusné kruznici,
pak nestaci testovat rovnost ||Ay;|| = gi, protoze k jejimu splnéni v disledku zaokrouhlova-
cich chyb témér nikdy nedojde. Abychom mohli o nékterych vektorech A;; prohlésit, Ze na
prislusné kruznici lezi (to je potfeba napiiklad pro stanoveni aktivni mnoziny), volime v okoli
kruznice ,,pas®, jehoz §ifka je urc¢ena parametrem odvozenym od hodnoty ukonc¢ovaci presnosti.
Optimalni 8itku tohoto pasu je potreba testovat experimentalné.
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2 Formulace uloh

V tomto odstavci uvedeme formulace kontaktnich tloh linedrni pruznosti se tfenim a tloh
proudéni se skluzovou okrajovou podminkou. Provedeme jejich aproximace metodou konec-
nych prvka a odvodime dualni algebraické tlohy.

2.1 Kontaktni tlohy se tFfenim

Kontaktni alohy budeme formulovat ve 3D pro izotropni Tresctiv a Coulombtiv model tieni.

2.1.1 Spojita formulace

Uvazujme dvé linearné pruzna télesa zadana jako dvé omezené disjunktni oblasti QF C R3
s hranicemi 0QF, k = 1,2. Hranice rozdélime na tii neprazdné disjunktni casti 4%, fy;f a y*
tak, ze 0QF = F* U 7’; UF* k= 1,2. Na v* uvazujeme nulové posunuti a na ’y}’; povrchové
napéti p* : 4¥ — R? k = 1,2. Dvojice 7, a 2 predstavuje kontaktni rozhrani mezi télesy, kde
predepiseme tii kontaktni podminky: nepronikani téles, prenos kontaktnich napéti a Trescovo
nebo Coulombovo t¥eni. Dale predpokladame, Ze na kazdé téleso piisobi objemové sily f* :
OF >R k=1,2.

Pole posunuti u* : Q¥ — R3 splituje Lameho systém parcialnich diferencialnich rovnic a
Dirichletovy a Neumannovy okrajové podminky:

dive*+ff=0 v QF,
u* =0 na AF k=1,2, (5)
ofn* —p* =0 na fy]’j,

kde n* je jednotkovy vektor vnéjsi normély k OQF. Tenzor napéti je uréen Hookovym zakonem
o = chtr(e®)I + 2k, kde €* = 1/2(Vu” + (VuF)T) je linearizovany tenzor deformace, ,,tr*
je stopa matice, I € R3*® je matice jednotkova a c¥,ck > 0 jsou Lameho konstanty, k = 1, 2.
Kontaktni podminky zapiSeme pomoci vzidjemné jednoznacného prechodového zobrazeni
X @ 7 — 72 které urcuje pocatecni vzdalenost mezi t&lesy a kriticky smér. Pocatecni
vzdéalenost d : v} — R, je definovna jako d(z) = |x(x) — z||, = € ~}. Kriticky smér
vyl — R3 je definovdn nasledovné: je-li d(xz) # 0, pak v(z) = (x(x) — x)/d(x), je-li
d(x) = 0, pak v(x) = n'(x), x € 7!. Dale uvazujeme na 7! relativni kontaktni posunuti
u,(z) = v(z) " (ul(z) — u*(x(x))) a kontaktni napéti o, (z) = v(z) "ol (x)n!(x) v kritickém
sméru v(x), ¢ € v}. Pomoci téchto veli¢in zapiSeme linearizovanou podminku nepronikan:

u, —d<0,0,<0, 0,(u, —d)=0 mna ~. (6)
V roviné kolmé na v = v(x) zvolime dva tecné vektory t; = t;(x), j = 1,2 takové, ze trojice
{v,t,,ty} tvoii lokalni ortonormalni bazi v R? s pocatkem v @ € v!. Koeficient t¥eni na ~!
budeme oznacovat F, kde F : 7} — R,. Podminku pro Coulombovo tienf lze zapsat takto:

lowl| < =Fou, o/u—Fo,llw =0 na o, (7)
kde u; = (uyg,, ug,) " je relativni te¢né kontaktni posunuti a o; = (0y,,04,)" je tecné kontaktni
napéti se slozkami u,, () = t;(x) " (u'(x) — u?(x(x))) a oy, (x) = t;(x) o' (z)n' (x), © € 7.,

7 = 1,2. Posledni kontaktni podminkou je pienos kontaktnich napéti:

olv = (aox)v ma AL (®)



kde (0 0 x) () = 0*(x()) pro @ € 7.
U dlohy s Trescovym tfenim nahradime napéti —o, v podmince (7) zadanou mezi skluzu
g: 7! — R,. Podminku Trescova t¥eni lze zapsat néasledovné:

lowll < Fg, o/ ue+ Fgllu =0 ma . (9)

Vztahy (9) jsou ekvivalentni (3) pro g := Fg a v, := v},
Ve slabych formulacich pouzijeme tyto mnoziny funkei:
Vo= {v=(v',v?*) € (H(Q)’ x (H(2%))*| v* = 0mna vy, k=1,2},
K = {veV| v, —d<0nanl},
X, = {pel?(H| FveV: p=uv,nanl},
Xy = {90 S XV| ¢ > 0 na 73}7
Xip = {pe LX) FveV: ¢ =lv na}.
Symbolem X, oznac¢ime dudlni prostor k X, a X, bude kuZzel viech nezdpornych prvkii z X,
Dualitu mezi X/ a X, zapisujeme symbolem (-, -). Dale budeme piedpokladat, ze X;, C X,
takze (Fg,||vi||) bude definovano pro kazdé Fg € X| a v € V. Existence slabych feseni
kontaktnich tloh je zajisténa pii dostateéné hladkosti zadanych funkei: f* € (L%(QF))3, p* €
(L*(v5)?, k = 1,2 a d € X,,. O koeficientu tfeni F € L*(v}) navic pfedpokladame, Ze je
omezeny: Fuin < F < Fmax Da 7L, kde 0 < Fin < Fmax jsou dané konstanty. Nakonec
definujme funkcionaly:

2
a(u,v) = Z/ma(uk);e(vk)dm, u,veV,
k=1

2

b(v) = </Qk(f’“)T'vkdm+/F

k=1

(p’“)Tv’€ ds), vev,

k
jw) = (Fg,||lv)), veV.

Je-linavic Fg € L?(v}), mzeme dualitu (-, -) zapsat jako skalarni sou¢in na L?*(v}). Funkcionél
j(v) je pak reprezentovan kiivkovym integrilem pies 7..

Klasickym feSenim kontaktni dlohy s Trescovym t¥enim je dvojice poli posunuti u* v QF,
k = 1,2 vyhovujicich vztahim (5), (6), (9) a (8). Slabé TeSeni této ulohy je urceno variacni
nerovnici: pro dané g € X, najdi u = u(g) € K takové, ze

a(u,v —u) +j(v) —jlu) > b(v —u) Yvek. (10)

Ekvivalentné lze (10) zapsat jako minimaliza¢ni alohu: pro dané g € X, najdi u = u(g) € K
takové, ze
J(u) < J(v) Vv ek, (11)

kde J(v) = 1a(v,v) — b(v) + j(v). Ulohy (10) a (11) maji jediné fedeni, které je u obou tiloh
stejné ([24]).

Klasickym fegenim kontaktni tlohy s Coulombovym t¥enim je dvojice poli posunuti u*
v QF, k = 1,2 vyhovujicich vztahim (5), (6), (7) a (8). Necht o, = 0,(g) € X je kontaktni
napéti na ! odpovidajici Feseni u(g) kontaktni lohy s Trescovym tfenim (11) pro g € X, .
Pak lze definovat zobrazeni ¥ : X, — X| . pTedpisem:

Uige —o,(9), g€ X,.. (12)



Slabym feSenim kontaktni ilohy s Coulombovym tfenim rozumime feseni u = u(g) € K ulohy
(11), pro které plati

\I](_Uu<g)) = _Uu<g)'

Jinymi slovy —o,(g) je pevny bod zobrazeni ¥ na X, _ . Pro dostatecné maly koeficient tieni
F je dokézana existence alespofi jednoho slabého feseni ([17]).

2.1.2 Aproximace metodou kone¢nych prvki
Na oblastech QF vytvoifme déleni na &tyistény 7%, ktera jsou regularni a kompatibilni s dé-
lenfm hranic 9Q* na 4, 7% a 7%, k = 1,2. Pro jednoduchost budeme predpokladat, ze uzly

lezici na 42 jsou obrazem uzla z 4! v zobrazeni x. Prostor V aproximujeme pomoci linearnich
konec¢nych prvku:

Vi = VN (VExV2),
VE = {uf € (C@)*: vf, € (P(T)® YT eTF), k=12

kde P;(T) je mnozina v8ech linearnich polynomt na 7. Ozna¢me n, = dimV,. MnoZinu
pripustnych posunuti K aproximujeme predpisem:

Ky, = {v, €V, : v (x}) —d(x}) <0 Vie M},

kde x}, i € M jsou uzly lezici na v! \ v1, m je jejich podet a M = {1,...,m}. Aproximaci

funkcionalu j(v) provedeme numerickou integraci:

/ Follonll ds = Y " wiF () g(@)) |vn(@))]| =: ju(vn),
7 ieEM

kde w; jsou integrac¢ni vahy. Ve vypoctech pouzivame slozenou lichobéznikovou formuli. Apro-
ximace ulohy (11) metodou kone¢nych prvka ma tvar: najdi u, = un(g) € K, takové, ze

Jh(uh) < Jh(vh) Vv, € Kh, (13)

kde J,(vy) = Sa(vp, v)—b(vy)+ju(vs). Ulohu (13) lze zapsat jako algebraickou minimalizaéni
alohu s nerovnostnim omezenim:

minimalizuj  su'Ku—u'f + 3, Figillugll,

(14)
za podminky Nu —d <0,

kde u € R™ je vektor uzlovych posunuti, K € R"*™ je symetrickd pozitivné definitni matice,
f e R™, d € R? ma prvky d; = d(x}), F; = F(x}), g = wig(x}), up; = ((Tu)zi—1, (Tu)y) " €
R? pro i € M. Matice N € R™™ a T € R*"*™ jsou definovany nasledovné: i-ty fadek N
obsahuje na vhodnych pozicich nejvyse t¥i nenulové prvky vektoru v(x}), i € M; (2¢ — 1)-ni
a (2¢)-ty fadek T obsahuji na vhodnych pozicich nejvyse tii nenulové prvky vektort ¢ () a
to(x}), i € M. Nakonec oznatme g = (g1, ..., gm) € RT a F = diag(Fy,...,Fn) € R™™.

2.1.3 Dualni algebraické tlohy

Dualni formulaci tlohy (14) odstranime nediferencovatelnost minimalizované funkce a zjedno-
dusime tvar nerovnostnich omezeni. Nejprve napiSeme sedlobodovou formulaci.



Necht L : R™ x A, x A(Fg) — R je Lagrangeova funkce tlohy (14):
L(u,Ap, ) = 3u'Ku—u'f+ A) (Nu—d) + A/ Tu,

kde A, =R, Ay(Fg) = A1 (Fig1) X - - - X Ay (Fingm) jsou mnoziny Lagrangeovych multipli-
katori a diléf mnoziny A, ;(F;g;) odpovidajici jednotlivym kontaktnim uzlim jsou definovany
nasledovné: A;;(Figi) = {Ai € R? 1 [ Aiill < Figi}, Ari = (Me2im1, Ae2i) |, @ € M. Snadno lze
ukazat, Ze feseni tlohy (14) je prvni slozkou sedlového bodu (u*, A%, A7) € R™ x A, x Ay(Fg),
ktery je feSenim tulohy:

L, A, A) < LW, A5 ) < Lw, A5 A V(A A) €R™ x A, x A(Fg).  (15)

Slozky Lagrangeovych multiplikitora A} ; a A;; aproximuji kontaktni napéti —o, (x}) a —o(x;}),

i € M. Sedlovy bod je jednoznaéné uréen KKT (Karush-Kuhn-Tuckerovymi) podminkami op-
timality:

Ku* + N' A+ T'Af — f =0, (16)
Nu*—d <0, XX >0, XX (Nu*—d) =0, (17)
AL < Figs

ALl < Figs = uj; =0 e M. (18)

H)‘EH =Figi= 3¢; =2 0 uf, = Ay,
Ze vztahu (16) muzeme vyjadfit prvni slozku sedlového bodu:
w =K (f-N"X—T'A. (19)

Dosazenim do prvni nerovnosti v (15) dostaneme ulohu zapsanou vyhradné pomoci Lagran-
geovych multiplikatort. Nejdiive zavedeme vhodné znaceni.
Definujme kvadratickou funkci ¢ : R®® — R piedpisem
1

a(A) = ZATAA = ATh, (20)

kde A= (AJ,A])", A =BK'B' je symetrickd pozitivng definitni matice, B = (NT, TT)T
je matice s plnou fadkovou hodnosti, b = BK™'f —cac = (dT,OT)T. Gradient funkce ¢
oznaceny r : R3™ — R3™ je uréen vyrazem

r(A) = AX —b.

Dale oznacime A* = (A5, A1) T a A(Fg) = A, x A;(Fg). Dosazenim u* z (19) mitzeme
prvni nerovnost v (15) upravit do tvaru:

A=X)Tr(A") >0 VYA€ A(Fg).

Protoze A*, které vyhovuje této varia¢ni nerovnosti, minimalizuje ¢ na A(Fg) (|54]), dosta-
vame dualni podobu algebraické kontaktni tlohy s Trescovym tienim:

A= ' A). 21
8 22l 1Y) .

Regenf této tlohy lze vypocitat optimalizacnimi algoritmy ze Sekce 3. Po vypoctu A* urcime
vektor uzlovych posunuti u* podle vztahu (19). Poznamenejme jesté, ze ulohu (21) lze zapsat
ve tvaru (4) pro g; := F;g;, 1 € M.
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Ve zbyvajici ¢asti odstavce ukazeme hlavni myslenku feseni algebraické tlohy s Coulom-
bovym tfenim. Definujme zobrazeni ¥ : A, — A, jako diskrétni analogii zobrazeni (12)
predpisem:

V:g— A, gecA,

kde A* je prvni slozka feSeni tlohy (21) pro dané g. Algebraickym FeSenim dualni tdlohy
s Coulombovym tfenim rozumime jakékoliv feSeni tlohy (21), pro které je odpovidajici A}
pevnym bodem zobrazeni W, tj. plati: ¥ (AX) = A%. Existence alespon jednoho pevného bodu
pro libovolny koeficient t¥eni je dokdzéana v (|24]). Vypocet pevného bodu lze provést metodou
postupnych aproximaci:

AD e A, AMD —wA®)) E=0,1,2,... (22)
Posloupnost {)\l(,k)} vytvafena timto itera¢nim predpisem konverguje k pevnému bodu ¥,
jestlize W je kontraktivni zobrazeni v A,. V takovém piipadé je pevny bod urcen jednoznac¢né.
Kontraktivita zobrazeni ¥ byla dokézana v (|22]) pro dostateéné maly koeficient t¥eni. Horni
mez Foax garantujici kontraktivitu ¥ ale zavisi na normé sité konec¢nych prvki. V [32]| byl
tento vysledek zobecnén pro piipad ortotropniho tfeni. Pfi vypoctu iteraci (22) vypocitame
\Il()\f,k)) jako FeSeni ulohy (21) pro g = A% Pro optimaln{ nastaveni ukoncovacich kritéri je
vypocet pevného bodu srovnatelné naro¢ny s vyfteseni jediné tulohy s Trescovym trenim.

2.2 Ulohy proudéni s podminkou skluzu

V tomto odstavci ukazeme pouziti podminek podobnych Trescovu tfeni v tlohéch proudéni
se skluzem kapaliny podél stény. Pro jednoduchost se omezime na statickou tlohu ve 2D
zapsanou pomoci Stokesovych rovnic. Skluzova podminka bude kombinaci klasické Navierovy
podminky [52] a podminky Trescova typu.

2.2.1 Spojita formulace

Necht € je omezena oblast v R? s dostateéné hladkou hranici 0f, ktera je rozdélena na tii
disjunktni ¢asti: 0 = 5, U7y U7-. V oblasti 2 uvazujeme proudéni viskézni nestlacitelné
newtonovské kapaliny modelované nasledujicim systémem parcialnich diferencialnich rovnic a
okrajovych podminek:

—vAu+Vp = f v Q )
Viu = 0 v €
u = up nha p,
o = oy ha Yy, (23)
U, = 0 na o,
uy=0 = |loy] < g na v
Utut‘|‘9|ut‘+"ﬁu? =0 na vyc. )

Hledame rychlostni pole u : Q — R? a tlakové pole p : Q — R. Zadané veli¢iny jsou kinema-
ticka viskozita v > 0, sila piisobici na kapalinu f : Q — R?, predepsané vtokova nebo vytokova
rychlost up : vp — R? a predepsané napéti oy : vy — R2% Na 9Q uvazujeme jednotkovy
vektor vnéjsi normaly n = n(x) € R? a jednotkovy tecny vektor t = t(x) € R? pro x € 9.
Dale necht u,(x) = n(x) "u(zx) je normalova a u(x) = t(x) "u(x) je tecna slozka rychlosti
v & € 0f). Napéti je definovano predpisem o = Vg—:i —pn aoy(x) = t(x) o (x) je jeho smykova
slozka, * € 0. Konetné g : 7¢ — R, je mez skluzu a x : 7¢ — R, je koeficient prilnavosti.
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Pro k = 0 méa okrajovd podminka predepsand pro tecné komponenty na o tvar Trescova
modelu tfeni z tloh linearni pruznosti. Pro x # 0 ji muZeme do tohoto tvaru prevést ve slabé
formulaci.

Zavedme mnozinu funkci pro rychlostni pole:

Vap () = {v € (H'(Q))": v =up nap, v, =0 naryc}

a funkcionaly

a. (v, w) = V/Vv ; de:n+/ rogwpds,  b(v,q) = —/q(V-v) de,
0

Yo Q

l(v):/f-'vdw—i-/ oy -vds, j(v):/ glve| ds,
Q YN Yc

kde Vv : Vw = Vov; - Vwy + Vg - Vg, v = (v1,v2) ", w = (wy, wy)". Slaba formulace tlohy
(23) méa tento tvar: najdi (u, p) € Vi, () x L*(Q) takove, Ze

a(uw,v —u)+b(v—u,p)+j(v) —jlu) > (v —u) Yve V), } (24)

b(u,q) =0 Vqe L*(Q).

Existenci a jednoznacnost obou slozek feseni lze dokazat za predpokladu, Ze vSechny tii ¢asti
hranice vp, Y a V¢ jsou neprazdné a zadané funkce jsou dostatecnd hladke: f € (L*(Q))?,
up € (H*(yp))?, on € (L*(7w))? a g,k € L:(vc) ([20]). ProtoZe koeficient piilnavosti
zde vystupuje v bilinedrni formé a,, je sublinearni ¢len j stejny jako v pripadé Trescova tieni.
V kone¢ném disledku to pak znamena, ze muzeme pouzit stejné algoritmy.

2.2.2 Aproximace metodou smiSenych kone¢nych prvkiu

Na oblasti 2 vytvorime déleni na trojuhelniky 7, které je regularni a kompatibilni s délenim
hranice 9€) na vyp, 7v a Y. Pomoci metody smiSenych koneénych prvki definujeme na 7y,
aproximaci V,, , mnoziny V,,(€2) pro rychlostni slozku FeSeni a aproximaci W), prostoru
L*(Q2) pro tlakovou slozku Fegeni. Pouzivame dvojici kone¢nych prvkii oznacovanou jako P1-
bubble/P1 (|36]), ktera spliuje inf-sup podminku stability (nazyvanou také LadyZenskaja-
Babuska-Brezziho podminka) ([4, 18]).

Aproximace tlohy (24) ma tento tvar: najdi (wn, pn) € Vaup.n X Wi, takové, ze

ay(up, vy, — up) + b(vy, — wp, pr) + Ju(vn) — jn(wn) > vy —uwy) Yo, € Vo, } (25)

b(un,qn) =0 Vg, € Wy,

kde jp je aproximace funkciondlu j. V naSich vypoctech pouzivame aproximaci vytvorenou
pomoci slozené lichobéznikové formule:

/ glowel ds = D wigl(@)vne(@:)| =: jn(vn),

e mZ‘GNC
kde w; jsou integra¢ni vahy a N¢ je mnozina integra¢nich uzlia @; € 5\ 7p, které jsou shodné

s uzly triangulace. Uvedena aproximace zajistuje stabilitu Lagrangeovych multiplikatori, které
pouzivame v duélni algebraické tloze ([1]).
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Ulohu (25) lze ekvivalentné zapsat jako algebraickou variacni nerovnici: najdi (u, p, A,) €
R™ x R™ x R" takové, Ze

u'A.(v—u)—(q—p)'Ep+(v—u)'B'p+ (v—u)'N'A,+
+g'(|Tv]—|Tu]) >1"(v—-u)+c'(q—p) V(v,q) € R™ x R™, (26)
Bu=0, Nu=0,

kde A, € R™*™ je symetrickd pozitivné definitni matice tuhosti, E € R™*™ je symetricka
pozitivné semidefinitni stabiliza¢ni matice (pro dvojici prvka P1-bubble/P1), B € R"™*" je
matice reprezentujici operator divergence, T,N € R™*™ jsou matice sestavené z tecnych a
normélovych vektort na Jo \ 7p, 1 € R™, ¢ € R™, g € R?” a |x| = (|z1],...,|zm|)" pro
x € R™; n, oznacuje pocet uzli triangulace Tj,, m je pocet uzli «; lezicich na ¥-\Jp a n, je
celkovy pocet rychlostnich slozek. Splnéni podminky neprostupnosti hranice (23); je zajisténo
pomoci Lagrangeova multiplikatoru A,,.

2.2.3 Dualni algebraicka tiloha
Necht L : R™ x A — R je Lagrangeova funkce tlohy (26):

Lu,A)=1u"A,u—1p"Ep—u'l-pc+A"Cu,

kde A = {\ € R™ : |\ < g} x R™"™ oznacuje mnozinu Lagrangeovych multiplikatori,
A=ALA,pHT € AaC = (TT,N" B")". Snadno lze ukézat, Ze feSeni tlohy (26) je
ekvivalentni urceni sedlového bodu (u*, A*) € R™ x A, ktery spliyje:

L(u*;A) < L(u*, A*) < L(u, A*) Y(u,A) € R™ x A, (27)

Slozky A;; Lagrangeova multiplikdtoru A; aproximuji smykova napéti —oy(x;) pii x = 0.
Odvozeni duélni algebraické ulohy je podobné jako v Sekci 2.1.3. Ze druhé nerovnosti v (27)
dostaneme vztah u* = A_1(1 — CT\*), ktery pouZijeme pro eliminaci u* v prvn{ nerovnosti.
Po apravach dospéjeme k minimaliza¢ni tloze pro dualni veli¢iny:

A" = argming(X), (28)

kde g(A) = IAXTAXN —ATb, A = CA'C" + diag(E,0,0) je symetrickd pozitivné definitnf

=1 ’
maticeab = CA_ 11— (c",07,0")". Uloha (28) obsahuje velky po¢et neznamych bez omezent
(odpovidajicich tlakové sloZce feSeni). Jak uvidime pozdéji, tento charakter tlohy vyznamné
ovliviiuje vybér vhodného optimalizacniho algoritmu.

3 Optimalizacni algoritmy
Budeme uvazovat takovou formulaci minimaliza¢ni tlohy, aby zahrnovala ulohy (21) a (28):

A" = argming(A), (29)

kde ¢(A) = 3ATAXN — XATb, A € R™" je symetrické pozitivné definitni matice a A, b € R™.

Pripustnd mnozina A bude konvexni a separovatelna:

A=A x--- XA,
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kde jednotlivée mnoziny A; = {\; € R™ : f;(X\;) < 0}, i € M jsou definovany pomoci spojité

diferencovatelnych konvexnich funkei f; : R™ — R, n; > 1a ), ,,n; = n. Symbolem M =

{1,2,...,m} zna¢ime opét indexovou mnoZinu. Za predpokladu, ze A # (), existuje jediné

feseni A* € A ([54]). Abychom se vyhnuli zbyteénym komplikacim, budeme predpokladat, ze

mnoziny A; maji neprazdny vnitfek, na némz nabyvaji funkce f; zdpornych hodnot.
Vhodnou volbou funkei f; 1ze vyjadrit vSechna omezeni z pfedchozich odstavcii.

(i) Pron; =1, fi(N;) = 1; — \; al; € R, dostavame jednostranné jednoduché omezeni:
I < M\

V tloze (21) tato omezeni zajistuji nepronikani téles.

(i) Pro n; = 2, fi(Xi) = A7, + A7, — g7 a gi € Ry, dostavame sférické omezen:
/\12,1 + /\12,2 < 92‘2‘

Tato omezeni zajistuji v tloze (21) splnéni podminky Trescova tieni.
(i) Pro n; = 1, fi(A) = (N + ) (N — i) a g; € Ry, dostavame oboustranné jednoduché
omezeni:
—9i < Xi < gi-

V tloze (28) se pomoci téchto omezeni modeluje prilnuti nebo skluz tekutiny podél stény.
(iv) Je-li n; = 1 a fi(\;) = —1, pak \; neni podrobeno zadnému omezeni. V tloze (28) tato
situace nastavé pro tlakové proménné a pro proménné zajistujici neproniknutelnost stény.

Formulace tlohy (29) zahrnuje fadu dalsich typt omezeni. Napiiklad (ii) lze pozménit pro

pripad ortotropniho tfeni, které vede na nerovnosti predstavujici elipsy. Snadno lze také provést
,posuny“ omezeni, které jsou dusledkem homogenizace u FETI metod rozlozeni oblasti.

Budeme pouzivat nasledujici znaceni. Symbolem || - ||o budeme znacit energetickou normu
IAlla = (ATAXN)Y2, X € R™. Euklidovskou normu a indukovanou maticovou normu budeme
znadit || - ||. Spektralni ¢islo podminénosti bude definovano vyrazem k(A) = 0max/Omin, kde

Omin @ Omax Ozhacuje nejmensi a nejvetsi vlastni ¢islo matice A.

3.1 Metoda aktivnich mnozin

Metody z tohoto odstavce jsou zalozeny na hledani tzv. ,aktivnich® nerovnostnich omezeni,
ktera jsou pro feseni A* splnéna jako rovnosti. Tyto rovnosti urc¢uji piislusné slozky vektoru A*.
Zbyvajici slozky vyhovuji soustavé linedrnich rovnic, kterou lze fesSit metodou sdruzenych
gradienti (CG). Hledani aktivnich omezeni a iterace metody CG se vzajemné kombinuji.
Odstavec navazuje na vysledky praci [39, 40].

3.1.1 Podminky optimality

Gradient r = r(\) funkce ¢ v bodé A ma tvar
r(A) = Vqg(A) = A\ —b.
Reseni A* tlohy (29) je uréeno KKT podminkami optimality ([54]), které lze zapsat ve tvaru:
F VRN = 0, £ <0, p >0, pth(AD) =0, i€ M,

kde pf, © € M jsou Lagrangeovy multiplikidtory odpovidajici feSeni A* a r] oznacuje i-ty sub-
vektor vektoru r* = r(A*). Eliminaci Lagrangeovych multiplikdtori dostaneme tento vysledek.
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Lemma 1 [39] Vektor A* € A je FeSenim lohy (29) prdvé, kdyz pro kazdé i € M plati:

filAl) <0 = ri=0,

(2
*
[zl

(A =0 R
TR =0 = S GRG0l

ICHE)

Lemma popisuje rovnovazny stav dosazeny v feSeni A*, ktery znazoriiuje Obrézek 1.a-b.
Pro A} € Int A; odpovidéa rovnovaznému stavu nulovy vektor r;. Pro A} € JA; je rovnovaha
dosazena, je-li rf vektorem vnitini normély k OA; v bodé X! (protoze V f;(Af) je vektor vnéjsi
normaly), nebo kdyz r} je vektor nulovy.

a. b. c.

Obrazek 1: Rovnovaha a nerovnovaha pro kruh A;.

Necht A € A neni fesenim ulohy (29). Pak pro aspon jedno ¢ € M nastane jeden ze dvou
pripadt: bud je A; € Int A; ar; # 0, viz Obrazek 1.c¢, nebo je A; € OA; ar; # 0 neni vektorem
vnitini normaly, viz Obrazek 1.d. Subvektory A; odpovidajici prvnimu piipadu lze pouzit pro
start metody CG. Ve druhém pripadé 1ze vykonat pripustny minimaliza¢ni krok sméiujici do
mnoziny vyznacené na obréazcich sedé. Lze pfitom pouzit vektory

[l

IV

které jsou znézornény na Obréazku 2. V praci [39] jsou tato geometrickd pozorovani pouzita pro
sestaveni algoritmu, ktery je zobecnénim algoritmu pro jednoduché oboustranna omezeni ([7]).
Jistou nevyhodou je nespojitost funkce, kterou predstavuji KKT podminky z Lemmatu 1. Pro
navrh algoritmu proto pouzijeme podminku optimality zalozenou na projekci.

Bi =1; + Vfi(N),

nepripustny smer

ristovy smer

a. b.

Obrazek 2: a.) Definice vektoru 3;, kde s; = (||r:]|/[|V fi(XN) )V fi(A:); b.) protoze ||s;|| = ||r:l],
vektor —3; puli ithel mezi nepfipustnymi sméry a sméry vedoucimi k rustu hodnoty gq.
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Necht P, : R® — A je ortogonalni projekce na A. Protoze mnozina A je separovatelna,
miuzeme P, zapsat pomoci ortogonélnich projekci Py, : R™ — A;, 7 € M:

PA(A) = (Pa,(A),Pa(A), . Pa,(A)T)
Pa,(Ai) = argmin ||p— N[, A € R™.
HEA;

Redukovany gradient T = T(A) v bodé XA € A je pro pevny krok a > 0 definovan predpisem
- 1 -
F) = = (A~ Pa(A—ar())). (30)

viz Obrazek 3. Nulovy redukovany gradient predstavuje podminku optimality tlohy (29).

Obréazek 3: Geometrické znazornéni redukovaného gradientu.

Lemma 2 [40] Vektor A* € A je tesenim tlohy (29) prdve, kdyz T(A*) = 0.
Mnozinu M rozlozime v bodé A € A na volnou mnozinu F(\) a na aktivni mnozinu A(X):
FA)={ie M: fi(x) <0}, AX) ={ie M: fi(\) =0}
Redukovany gradient pak rozlozime na redukovany volny gradient @ = @(A) a redukovany
hrani¢ni gradient 3 = B(A) tak, ze
pi=T1; proi€ F(A), ;=0 proiec AA),
Bi=0 proic F(N), Bi=T; proic A(N).
Dale definujeme volny gradient ¢ = ¢(A) predpisem

p;=r; proi€ F(X), ¢,=0 proiec AA).

3.1.2 Algoritmus KPRGP

-1

max

Algoritmus pouziva pevnou délku kroku a € (0,20} ) a kombinuje tii kroky, které vytvareji

posloupnost {A®} aproximujici feseni A*:

— expanzivni krok muze pridavat indexy do aktivni mnoziny:
AEHD — A& _ F5(AF):
— proporcionalizacni krok mize uvolhovat indexy z aktivni mnoziny:

AED = AB) _ F3(AM),
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— krok sdruzengjch gradienti mé za cil dosdhnout co nejvétsiho poklesu funkéni hodnoty funkce
¢ na mnoziné

Waaen ={A €A X =AY, i e AW},

kde A je vysledkem posledniho expanzivniho nebo proporcionaliza¢niho kroku, nebo je to
pocatecéni aproximace A®). Provadi se pomoci jednoho kroku z obvyklé rekurence metody
(CG) ([21)):

ok — r(A®)Tpk)
C 0 T ) ApD
kde p™® jsou sdruzené sméry, u nichz jsou nulové slozky odpovidajici indexim aktivni mnoziny
ANG)) t5. pl(-k) = 0 pro i € AA®)). Vypocet sdruzenych smérii provadime tak, Ze zacneme
s p® = p(A®) a pak pocitame podle vztahii:
(k) _ e(AF)TApH-D

(p*k-D)TApk-—1D’

A+ — X _ o0 p®) (31)

p") = p(A®) —Fpth

k> s. (32)

Rekurence (31), (32) probihé souvisle dokud nedojde k jejimu pteruseni, bud pii pokusu vyge-
nerovat nepiipustny krok (lezici vné A), nebo na zékladé vyhodnoceni uvoliiovaciho kritéria.
Uvolnovacim kritériem nazyvame nerovnost

BAO)Te(AW) < T2(AM) Tr(AW), (33)

ktera porovnava aktualni chybu odpovidajici aktivni mnoziné (vlevo) s chybou odpovidajici
volné mnoziné (vpravo) pomoci daného parametru I' > 0. Jestlize nerovnost (33) plati, nazy-
vame aproximaci A®) ostie proporciondlni. Pro ostie proporcionalni A®) se snazime pokracovat
v iteracich metody CG anebo rozsitit aktivni mnozinu. V opa¢ném pripadé se snazime aktivni
mnozinu zazit.

Algoritmus uvedeme v jeho zjednodusené podobé, detailni implementace je popsana v [40].

AvcoriTmMUs KPRGP (KKT - Proportioning with Reduced Gradient Projections) Necht je
dano A® € A, T >0aa € (0,20;L)), kde opax je nejvétsi vlastni éislo matice A. Pro k > 0

max
a znamé A% uréi A*+Y podle jednoho z nasledujicich pravidel:
(1°) Je-li T(A®) = 0, poloz AE+1) = X(F),

(2°) Je-li A®) ostie proporcionalni, navrhni A**Y krokem sdruzenych gradienti. Jestlize toto
A*+D) Jezi v mnoziné A, pak ho piijmi, jinak vypoéti A**+D expanzivnim krokem.

k+1

(3°) Neni-li A*) ost¥e proporcionalni, vypoéti A*+1) proporcionalizaénim krokem.

Uvedené algoritmické schema bylo navrzeno v ([16]) pro tlohy s jednostrannymi jednodu-
chymi omezenimi. Jeho pouziti pro tlohy s obecnymi konvexnimi separovatelnymi omezenimi
v [40] si vyzadalo upravu puvodniho uvoliiovaciho kritéria do podoby (33). Zakladem analyzy
konvergence je nasledujici lemma.

Lemma 3 (|5]) Necht opmax je nejuétsi a owin je nejmensi vlastni éislo matice A. Necht mno-
Ziny Ay, i € M jsou subsymetrické a necht X* je fesenim ulohy (29). Pak plati:

q(PA(A —ar(X))) — ¢(A7) <m(@) (g(X) —q(X7)) VA €A,

kde
_ 1 — @omin pro a € (0,071 ],
m(@) = 1~ ~ -1 —1
1- (20max - a)gmin pro a € [Umaw 2Umax]'
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Pro prvni polovinu intervalu byl ditkaz proveden v [40] bez piedpokladu o subsymetrii
mnozin A; a podobné byla dokdzana i véta o konvergenci. Pomoci Lemmatu 3 lze konvergenéni
tvrzeni formulovat pro a z intervalu dvojnésobné délky.

Véta 1 Necht je dino X? € A, T >0, a@ € (0,201, Omax je nejuétsi a om je nejmensi
vlastni ¢islo matice A. Necht mnoZiny A, i € M, jsou subsymetrické, X* € A je reSenim
dlohy (29) a T = max{T,T'}. Necht {\*} je posloupnost pocitand algoritmem KPRGP. Pak
plati

gAFY) = g(N) <ma(@) (g(AW) — g(A))
kde _

QO min

2 + 202
Odhad chyby v energetické normé md tento tvar:

< 1.

m(a) =1

IN® = N3 < 2m(@) " (aA?) = g(X)).-

Snadno lze také ukizat, Ze nejmensi hodnota konvergenéniho faktoru je

(@) =1~ ;r(A)”

ajeji dosazenoprol =F=1laa =o_L .

Vsechny mnoziny A; v tlohach (21) a (28) jsou subsymetrické. Prikladem mnoziny, ktera
subsymetrickd neni, je naptiklad kuzel. Konvergence algoritmu KPRGP je u nesubsymetric-
kych mnozin zaru¢ena pro & € (0,0, ]. Analyza konvergence viak oSetfuje i nejnepiiznivéjsi
situaci, pri niz musi nastat pokles funkéni hodnoty funkce g ve sméru vlastniho vektoru odpo-
vidajiciho nejvétsimu vlastnimu ¢islu oy,,x. Vypocet kroku v tomto sméru, obzvlasté u rozsah-
Iych tloh, je velmi malo pravdépodobny, takze algoritmus zpravidla konverguje i pii mnohem
vétsich hodnotach a nez dovoluje teorie.

V praci [13] se algoritmus KPRGP pouziva pro feSeni vnitinich tloh v metodé nazvané
SMALSE-M (semimonotonic augmented Lagrangians for separable and equality constraints).
Algoritmus SMALSE-M minimalizuje funkci ¢ na pfipustné mnozinou A obohacené o rov-
nostni vazbu a slouzi k paralelnimu feSeni 3D kontaktnich tloh se tfenim pomoci FETI metod
rozlozeni oblasti [11].

3.1.3 Projekce

Vypocet ortogonalnich projekci Py, 1ze ve vétsiné prakticky pripadi provést pomoci explicit-
nich vzorct. Ukazeme tii piiklady, které jsou obsazeny v tlohéach (21) a (28):

li pro /\z < li,
Ai - pro l; < A

PAi ()‘Z) = {

(ZZ) je-li A; = {Az e R?: ||)\z|| < gi}, gi € Ry, pak

gi
m%’ pro ||\l > gi,

PAZ()‘l) = *
A pro || Al < gi;
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(117) je-li Ay = {\; € R: |\ < 9}, g € Ry, pak

—gi  pro A < —gi,
Pa,(N) = Ai pro [N < g,
gi  Pro A > g;.

U tloh s ortotropnim tienim je A; = {N; € R?* : (Ni1/a;1)* + (Nia/ai2)?/ < g7}, kde
a;1, 02,9 € Ry. Ortogonalni projekce Py, je pak urcena kofenem jistého polynomu ¢tvrtého
stupné, ktery dostaneme pti zapisu elipsy v polarnich souradnicich. Pro vypocet této projekce
se pouziva vhodna numerickd metoda [31].

3.1.4 Numerické experimenty

Vlastnosti algoritmu KPRGP predstavime na dvou akademickych prikladech. Resen{ kon-
taktni tlohy bude ukazano v dalsich odstavcich.

Priklad 1 Uvazujme tlohu (29), kde A = tridiag(—1,4,—1) € R?*12 b = Ay, y =
(2,1,0.5,0,0,11,107%, —1,+/2, —0.1,4.1 - 107%,143) T, g = (2,1,0.5,2,1073,154) T a A = {\ €
R¥2: X2 |+ )3, <g? i=1,...,6}. VieSeni A* € R'? jsou aktivni t¥i omezeni: A(N*) =
{2,3,5}. Nejprve porovname vykonnost algoritmu KPRGP s algoritmem QPQ [39], ktery
pouziva nespojité KKT podminky optimality z Lemmatu 1. V Tabulce 1 sledujeme pocet
nasobeni matice - vektor potiebnych pro dosazeni srovnatelné presnych vysledki. Algoritmus
KPRGP je efektivngjsi ve vétsiné pripadi, zejména pro I' = 1. Obréazek 4 ukazuje normu
redukovaného gradientu (modie) a normu KKT podminek optimality z Lemmatu 1 (¢ervené).
Je ziejmé, ze algoritmus QPQ zacina stagnovat diive nez algoritmus KPRGP a ze KKT
podminky optimality nejsou schopny rozpoznat feseni v dusledku nepresnosti zpisobenych
pocitacovou aritmetikou (prvni graf, ¢ervena ¢ara).

Tabulka 1: Srovnani algoritmi QPQ a KPRGP.

r ‘ 100 10 5 1 05 04 0.2 0.1 0.05 0.01 0.001
QPQ | 43 41 39 32 37 40 48 41 38 36 36
KPRGP | 30 24 21 19 20 20 22 22 26 37 20

W °

‘HHM -2
“HHH\ AR

I I
iaminl

20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120

QPQ KPRGP

Obrazek 4: Itera¢ni historie pro A =0, '=1aa =o_}

max*

19



Priklad 2 Ve druhém piikladu budeme fesit ulohu:

1/ 1
minimalizuj 5/ |y ()% dt — / y(t)T£(t) dt
0 0

proy = (y1,42)" € K, kde K = {y € (H}(0,1))? : 42(t) > I na (0,0.5), ||[y(t)|| < g na (0.5,1)}
a f(t) = (3672 sin6mt, —4n?sin 27t) T. Uloha popisuje zjednoduseny model elastické struny,
ktera je umisténa ve vysce [ nad rovinnou piekazkou a pak je vsunuta do trubice o poloméru g,
viz Obrézek 5. Aproximace metodou kone¢nych prvku pro ekvidistantni sit a 4m stupna vol-
nosti vede na tlohu (29) s pfipustnou mnozinou A = {X e R : X\, > [, A2, + X5 ., <
g%, i € M}. V Tabulce 2 uvadime pocet ndsobeni matice - vektor a informaci o aktivnich ome-
zenich: ny A : M F/NeA * NeF, kde np 4, My F, Ne 4 & Ne F je poCet po Fadé aktivnich a volnych
jednoduchych omezeni a pocet aktivnich a volnych sférickych omezeni. Vysledky ukazuji, ze
vykonnost algoritmu je vyssi pro tzkou trubici, kdy je velky pocet aktivnich omezeni. U Siroké
trubice je pocet aktivnich omezeni maly, jsou vSak témér ve stavu ,slabého kontaktu*, kdy
algoritmus pred nalezenim feSeni vykonava dlouhou posloupnost oscilujicich iteraci.

O

Obrazek 5: Geometrie elastické struny pfed deformaci.

Tabulka 2: Vypocet pro [ = 0; jednoducha i sféricka omezeni jsou aktivni.

4m g=14 g=1 g=20.5 g=03 ¢g=0.01 ¢g=0.001
5:3/2:6 6:2/4:4 7:1/5:3 7:1/5:3 8:0/8:0 8:0/8:0

32 89 80 54 42 17 19
10:6/2:14 11:5/5:11 13:3/6:10 14:2/9:7 16:0/16:0 16:0/16:0

64 205 240 132 90 23 27
20:12/4:28 22:10/5:27 26:6/10:22 29:3/16:16 32:0//31:1 32:0/32:0

128 608 620 324 239 96 41
39:25/4:60 45:19/8:56 52:12/18:46 57:7/26:38 64:0/58:6 64:0/64:0

256 1677 1764 951 695 215 121
7T:51/4:124  89:39/12:116  104:24/33:95  114:14/49:79  127:1/111:17  128:0/126:2

512 4117 5248 3755 1960 646 309
155:101/6:250  177:79/22:234  208:48/60:196  228:28/95:161  253:3/219:37  256:0/249:7

1024 12084 16851 10516 7065 2051 793

3.2 Metoda vnitrnich bodua

Algoritmy zaloZené na metodé aktivnich mnozin neméni pii souvislém béhu iteracich metody
CG proménné, které odpovidaji aktivni mnozinég, tj. lezi na hranicich 0A;. Tyto proménné
stagnuji nejméné do pristiho restartu metody CG. Metoda vnitinich bodu udrzuje aproximace
feSeni uvnitf piipustné mnoziny, takze se neustile obménuji vSsechny proménné. Odstavec

shrnuje vysledky prace [45].
3.2.1 Podminky optimality
Budeme uvazovat alohu (29) s pfipustnou mnozinou
A={XeR™: N>, A\, + A, <g7, i€ M},

i+m
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ktera odpovida 3D kontaktni tloze s Trescovym tfenim (21) po permutaci nezndmych. Duivo-
dem specialni volby mnoziny A je pouziti Jakobiho matice, jejiz struktura je ovlivnéna tvarem
omezeni.

Necht L : R" x R?*™ — R je Lagrangeova funkce nasi tlohy:

LA v) =q(X) + Z vi(li — ;) + Z Vi+m()\12+m + )‘?Jrzm - 97),
iEM iEM

kde v = (v1,...,0,)" € R?™ je vektor Lagrangeovych multiplikatori. Reseni A* je prvni
slozkou sedlového bodu (A*,v*) € R™ x R?*™ funkce L. Sedlovy bod je jednoznaéné uréen
nasledujicim systémem KKT podminek optimality ([54]):

VaL(\v)=0, V,L(A,v) <0, v>0, v'V,L(A\,v)=0. (34)
Zavedenim pomocné proménné z = —V, L(A,v), z € R*™ muzeme (34) zapsat jako
VLA v)=0, V,L(A,v)+2z=0,v'2=0 v>0, z>0. (35)

Rovnosti ze vztaht (35) zapiSeme pomoci funkce F : R"™4m — R"4m definované predpisem
F<V) = (V)\L()\, V)T7 (VVL()\; V) + Z)T, eTNZ)T,

kde v= AT, v",z")" € R"™" N = diag(v), Z = diag(z) ae = (1,...,1)" € R*. Nasle-
dujici lemma uvadi podminky optimality ve tvaru, ktery je zakladem pro sestaveni algoritmu.

Lemma 4 [45] Resent X* 1ilohy (29) je prond slozkou vektoru v = (N7, v* ", 2" )T, ktery je
jednoznacné urcen ndsledujicim systémem vztahi
F(v)=0,v>0, z>0. (36)

Jakobiho matice J = J(v) funkce F v bodé v ma tento tvar:

Jll J12 0
J: J21 O I 5
0 Z N
kde
0 0 O -1 0
Ji=A+1 02N, 0 |, Jp=Jy,=| 0 2X, |,
0 0 2N, 0 2Xj3

Ny = diag(Vm+1, - - Vam) @& X = diag(Ag—1)mt1s - - -» Aem), & = 2,3. Snadno lze ukazat, Ze
pro kazdé v > 0, z > 0 je matice J regularni.

Necht v(#) = (}\(’“)T,V(k)T,z(k)T)T, v® > 0, 28 > 0 je znama aproximace feSeni v*.
Newtonova metoda s tlumenim spociva ve vypodtu newtonovského sméru AvE+tD) ze soustavy
linearnich rovnic s Jakobiho matici a nasledné v uréeni nové iterace v(**Y pomoci délky kroku
oy € (O, 1]

JvIAVED — _F(v®) - D) — B g A, (37)

Vhodné zvolenou hodnotou oy, muizeme zarucit, aby slozky v* 1 z*+1) yektoru v&+1) byly
kladné. Iteracni vypocet zalozeny na rovnostech (37) vSak zpravidla po nékolika prvnich ite-
racich piiblizi vektory v®), z(*) k hranici prvniho hyperkvadrantu, coz zpisobi, ze v dalsich
iteracich uz lze vykonavat jen kratké kroky ay. Konvergence je v takovém ptipadé velmi po-
mald; viz schematické znazornéni na Obrazku 6.a. Algoritmus sestaveny v tomto odstavci
bude udrzovat jednotlivé aproximace feSeni hloubéji uvnitt pripustné mnoziny, takze kroky oy
budou relativné dlouhé po celou dobu vypoctu, jak znazoriiuje Obréazek 6.b.
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Obrazek 6: ReSeni je znazornéno Cervené, jednotlivé iterace c¢erné; a.) Newtonova metoda
s tlumenim; b.) metoda sledovani centralni cesty.

3.2.2 Algoritmus PF

Nejprve pozménime ulohu (36) takto:
F(v)=(0",0",7¢")", v >0, z> 0, (38)

kde 7 > 0. Refeni v7 pomocnych tloh (38) definuji v R*™" kfivku C(7), kterou budeme
nazyvat centrdlni cestou; viz Obréazek 6.b. Tato kfivka sméfuje do bodu v*, jestlize parametr
T konverguje k nule. V nasem algoritmu budeme kombinovat Newtonovu metodu aplikovanou
na rovnici (38) s poklesem hodnot 7 tak, aby iterace sledovaly C(7) a konvergovaly k v*.
Jednotlivé iterace budou lezet v okoli centralni cesty definovaném predpisem

N@.B) = {v=@ATv"z")T eR™": |[VaL(Av)| < 57,
IVoL\v) +z|| <pY, v>0,2>0, vz >0, i € My},

kde My = {1,2,...,2m}, 3> 0,v € (0,1] a9 = 9(v) = (v"z)/2m je mira duality. Snadno
lze ukézat, ze plati N(v,8) 2 C(r) a N(1,0) = C(7). Dale lze ukazat, ze v € N(v,[) je
fesenim (36), pokud je v; = 0 nebo z; = 0 pro aspon jedno i € M.

V' k-té iteraci algoritmu sledovani centralni cesty pozménime hodnotu 7 pomoci sou¢inu
miry duality 95 = ﬂ(v(k)) a centrujictho parametru ¢ € [Cmin, Cmax), 0 < Cmin < Cmax < 1. P
volbé ¢, = 0 dochézi k vypocétu standardniho newtonovského sméru, zatimco ¢, = 1 urcuje
plné centrovany smér. Algoritmus déle pouziva podminku Armijova typu (40) (|54]) zajistujici
pokles hodnot posloupnosti {0}, coz umoziuje dokazat konvergenci.

ALGORITMUS PF (Path-following) Necht v € (0,1], 5> 1, 0 < ¢min < Cmax < 1/2, w € (0,1)
a € > 0. Déle necht v(¥ € N'(v,8) a k := 0.

(1°) Vyber ¢ € [Cmin, Cmax]-

(2°) Je-li v®) > 0 a z®) > 0, vytes soustavu linedrnich rovnic
JVI)AvVERD — _F(v®) (07,07, cppe™) T, (39)

jinak poloz Av*+D = 0.

(3°) Vypocti
v = v 4o Ay

pomoci nejvétsiho oy, € (0, 1], které spliiuje vI-+D) € N (v, 3) a

lgk+1 S (1 — akw(l — Ck))ﬁk (40)
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(4°) Za vysledek vypoétu vezmi v = v(**1  jestlize

err®) = [ O] ] < e
jinak poloz k := k + 1 a pokracuj krokem (1°).

Iteraci algoritmu PF lze vidy vykonat, protoze pro v > 0 a z*) > 0 je Jakobiho matice
regularni a existenci aj vyhovujiciho vSem pozadavkim z kroku (3°) dokazuje Lemma 5.
Algoritmus navazuje na postupy feseni tloh linedrniho programovani ([57]). Hlavni zména
spoc¢iva ve struktufe soustav linearnich rovnic (39), jejichz vlastnosti zavisi na matici A, ktera
se u tloh linearniho programovani nevyskytuje. Dilezitou roli zde hraje predpominéni, protoze
Jakobiho matice jsou v okoli FeSeni v* velmi $patné podminéné a J(v*) muze byt singulérni.

Lemma 5 [45] Necht vy € (0,1], 8> 1, 0 < cmin < Cmax < 1/2, w € (0,1) a v € N (v, B),
V # v*. Pak ezistuje 0 > 0 a & € (0,1] takové, Ze délka kroku oy, v kroku (3°) algoritmu PF
spliiuje & < oy, < 1 pro kazdé v € N (v, B) N B(¥,6).

Lemma je zédkladem pro diikaz néasledujici konvergenéni véty.

Véta 2 [45] Necht v € (0,1], 5> 1, 0 < Cmin < Cmax < 1/2, w € (0,1) a € = 0. Necht
posloupnost {v®} pocitand algoritmem PF je omezend. Potom je posloupnost {v(®} budto
konecnd a jeji posledni élen v je Tesenim ilohy (36), nebo je nekonecnd a Tesenim ilohy (36)
je jeji limitnd bod.

Toto konvergené¢ni tvrzeni je slabsi nez tvrzeni analogické Véty 1 pro algoritmus KPRGP.
Pro posouzeni spravnosti vypocitaného feSeni je vSak dostacujici.
3.2.3 Predpodminéni

Vypocetni efektivita algoritmu zavisi ve zna¢né mife na zpusobu TeSeni soustav linearnich
rovnic (39). Pro vétsi prehlednost zde budeme vynechavat itera¢ni index k. Soustavu (39) pak
muzeme zapsat jako

JH J12 0 AN I
ng 0 I Av = Iy , (41)
0 Z N Az rs

kde r; € R", 1y, r3 € R*™ jsou slozky vektoru pravé strany. UkaZeme dvé metody feseni této
soustavy zalozené na pouziti Schurova dopliku (|2]).
Prvni metoda pracuje se symetrickou pozitivné definitni matici Js¢ = Jgc(v) definovanou
predpisem
Jsc = Ji1 + J12Dyy Jor,

kde Dyy = N7'Z. Jedna se o matici redukované soustavy, ktera vznikne z (41) eliminaci
neznamych Av a Az podle vztahu

Av o —D2_21 Z ! Iy Jo1
<Az>_< I 0 n) Lo )AN) (42)
Redukovana soustava pro neznamou AAX ma tvar

JSCAA =r; — J12 (Z_1r3 - D2_211'2) . (43)
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Druha metoda pouziva symetrickou indefinitni matici J 4y = J ap/(v) definovanou predpisem

coz je matice redukované soustavy, kterou z (41) dostaneme eliminaci neznamé Az:
Az = N71r3 — DQQAV. (44)

Redukovana soustava pro neznamé AX a Av ma tvar

T < 2’)/\ ) B ( Iy —Il’\11_1r3 ) ' (45)

Regent soustavy (41) provedeme ve dvou krocich: nejdfive vhodnou itera¢ni metodou vyie-
Sime (43) respektive (45) a pak vypocitdme zbyvajici neznamé pomoci (42) respektive (44).
Vypocet feseni soustav (43) respektive (45) chceme provést metodou CG, ktera vyzaduje
dobfe podminénou symetrickou pozitivné definitni matici ([21]). ProtoZe $patna podminénost
Jakobiho matice se prenasi na matice Jgo a J a7, je nutné soustavy rovnic predpodminit. Pro
J 4 pouzivame indefinitni predpodminovac

Dy Jio
Puys = ,
A ( Jy —Dy
kde Dy; = diag(Jy1) je matice, ktera nutné obsahuje D = diag(A). Pro Js¢ pouzivame jako
predpodminova¢ matici

Psc =Dy + J12D2_21J21-

Akce inverzi P, a Pgé, které vyzaduje predpodminénd metoda CG, jsou vypocetné ne-

narocné, protoze P 4, sestava z diagonalnich blokt a Pgo je dokonce diagonalni. Analyzou
zobecnénych tloh na vlastni ¢isla 1ze dokazat, Ze spektra predpodminénych matic Pg]bJ AM
a PgéJ sc jsou omezena nezévisle na iteraci v = v\®. To je klicovy vysledek pro praktickou
vyuzitelnost algoritmu PF.

Véta 3 [45] Vsechna vlastni ¢isla matice P 3, J v jsou kladnd. Viastni ¢islo 1 md ndsobnost
2m a zbyvajicich n vlastnich cisel jsou vlatnime ¢isly matice PgéJ SC-

Véta 4 [45] Necht omin(A) a 0max(A) jsou nejmensi a nejuetsi vlastni ¢islo matice A. Necht
Omin(D) = min{a;} @ omax(D) = max;{a;;} jsou nejmensi a nejuétsi vlastni ¢islo matice D,
kde a;; jsou diagondlni proky matice A. VSechna vlastni ¢isla matice Pgé.] sc lezi v intervalu

[Umin(A)/O-max(D)u Umax(A>/0min<D)]-
7 Véty 4 dostaneme horni odhad pro ¢islo podminénosti predpodminéné matice Jg¢:

w(P5idsc) < Z“;?jﬁiiiﬁffg;

Z Véty 3 a nerovnosti omin(A)/0max(D) < 1 < 0pax(A)/omin(D) vyplyva stejny odhad i pro
¢islo podminénosti k(P 3, I an ).

Ovéreni tohoto vysledku provedeme pii feseni tlohy z Prikladu 2 prol =0, g =14 an =
4m = 1024. Obréazek 7 ukazuje, ze ¢isla podminénosti nepfedpodminénych matic v pribéhu
itera¢ntho vypoctu rostou do extrémné vysokych hodnot, zatimco u predpodminénych matic
zistavaji pod teoretickym odhadem (A) = 1.07 x 10° (protoze k(D) = 1).

= r(A)x(D).
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Obréazek 7: Predpodminéni matice J 4 pfi riznych nastavenich vnitfniho adaptivniho ukon-
¢ovactho kritéria; zapis PF (740, Cfact) obsahuje hodnoty parametrit ze Sekce 3.2.4 bod (7).

3.2.4 Implementace

Optiméalni implementace algoritmu PF zavisi na fadé parametru, jejichz volbu je potieba
posoudit podle vysledkt numerickych experimentu [45].

(1) Pocatecni vektor pro metodu CG v k-té iteraci algoritmu PF se voli jako vysledny vektor
z iterace predchozi. Vnitini iterace metody CG se ukoncuji adaptivni ukoncovaci presnosti
€cgm = e§’5m x [[r®)||, kde r®) je vektor pravé strany v (43) nebo (45). Hodnota egﬁn se nastavuje
proporcionalné vzhledem k aktualni presnosti pro vnéjsi iterace err®*=1) a pokud to nevede
k dostate¢nému zpresnéni, zvysi se presnost eé’;,;}’ z predchozi iterace:

k_l)v Cfact X E(k_l)}a

e®) = min{ry x err Som

cgm
(-1

kde 0 < 1y <1, 0 < Cfeer < 1, err-) =1a ecgm) = T4/ Cfact (MADT. 74y = 0.1 & e = 0.9).
(11) Hodnota ¢ € [Cmin, Cmax] S€ voli adaptivné pomoci nasledujicicho pfedpisu (|53]):

ek = M0 { Conae, X { G, € % (1= €0)/6)° )
(k) (k) >

kde &, = minieMQ{Vl-(k)sz)}/ﬂk a ¢ > 0. Parametr &, lezi v intervalu [v, 1], protoze v, 2;
~vUg. Hodnotu &, = 1 dostaneme, je-li ka)zi(k) = ¥, pro viechna i € My, coz nastane pro v(¥
lezici blizko centralni cesty. V takovém piipadé ¢ = cpin a Av* D hude blizko standardnimu
newtonovskému sméru. Naopak pii & = v je vektor v(*) na hranici mnoziny A/(7, 3) a hodnota,
Ck > Cmin zpusobi centrovani. Kritickd hodnota, kdy cx = Cmax, je £ = 1/(1 + ¥/ Cmax/Co)-
Ve vypoctech pouzivame cpin = 1070 cppax = 0.5 a ¢ = 1.25 X 1075 (£ = 0.0284).
(111) Volbou délky kroku ay v kroku (3°) algoritmu PF musime zarucit splnéni vSech ne-

rovnosti definujicich mnozinu N (v, 8) a (40). Hodnota «y se vypo¢ita zkracovanim kroku:

(a) Zvol p € (0,1), a2 € (0,1] a ¢ := 0.

(b) Pokud ineq(aj) neplati, poloz aZH = pad, ¢ == q + 1 a opakuj.

(c) Jako vysledek vezmi oy, = af.

Pocate¢ni hodnota af se uréi podle piedpisu

aj = min {1, -0 /A 5 /ALKy

A AL+ <0

kde § € (0,1), coz zaru¢i vt > 0, z* > 0. Splnéni zbyvajicich nerovnosti dosahneme
tak, ze v cyklu (b) nahradime ineq(af) pfislusnou nerovnosti. Testovani provadime od vypo-

vvvvvv
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Nejdrive zaruc¢ime splnéni V,;(kﬂ)z(kﬂ) > k41 pro véechna i € My s p = pq, pak (40) s p = po

(3
a nakonec ||[VaAL(AFH) pEHD) | < B0,y a |V, LAFEFD pE+D) 4 gD < 89,1 s p = ps.
Vlastnost ukonceni jednotlivych cykli plyne z Lemmatu 5. Ve vypoctech pouzivime tyto
hodnoty parametri: 6 = 0.999, p; = p; = 0.9 a p3 = 0.5.

(iv) Volbou w € (0,1) v (40) dosdhneme jistého kompromisu mezi délkou kroku ay a
poklesem hodnot posloupnosti {4 }. Pro w blizké jedné vznikaji kratké kroky ay, zatimco pro
w blizké nule nastane maly pokles mezi ¥4 a ¥;11. Volime w = 0.1.

(v) Nakonec ukazeme jak zajistit, aby v(?) = (A(O)T, 1/(0)T,Z(O)T)T bylo prvkem mnoZiny
N (7, B). Libovolné zvolime A(®) € R”, napt. A = 0. Vektory v(©) € R?™ a z(® € R?>™ zvolime
pomoci zadanych kladnych konstant ¢, a ¢, tj. @ = ¢ e a z(® = c,e. Plati l/i(o)zi(ﬂ) =c,c, >
yeue, = YU pro viechna ¢ € My a pro kazdé v € (0, 1], takze volba 7 nepodléha zadnému
omezeni. Volbu parametru 3 je potieba pfizpusobit pocateéni aproximaci. Nejdiive vypoc¢itame

B = Bo x max{||[VALA®, o) /8, [V, LA, @) 4+ 29| /9y}

pro dané 3y > 1. ProtoZe vyzadujeme 8 > 1, zvolime 3 = max{1, 3}. Volbou vysoké hodnoty 3

snizime vypocetni naroky, protoze nejnaro¢néjsi testy pro derivace Lagrangeovy funkce budou
vétsinou splnény a priori. Pouzivame: ¢, = ¢, = 1, v = 0.001 a 3y = 10°.

3.2.5 Numerické experimenty

V prvnim piikladé budeme tesit 3D kontaktni tilohu s Trescovym tfenim a posoudime vykon-
nost algoritmu PF (74, Cfact) 8 rznym nastavenim 4, Cfqct @ algoritmu KPRGP [45]. Druhy
priklad bude vénovan 2D tloze proudéni se skluzovou okrajovou podminkou (23) [41].

Priklad 3 Uvazujme ©Q = (0,3) x (0,1) x (0,1) jako ocelovou cihlu lezici na podlozce. De-
kompozice hranice 02 je nasledujici: v, = {0} x (0,1) x (0,1), 7. = (0,3) x (0,1) x {0} a
Y = 02\ (3, U7e), viz Obrazek 8, z néhoz je také patrné zadani povrchového napéti. Objemové
sily jsou nulové. Mez skluzu mé hodnotu g = 0.3. Algebraicka struktura tlohy je stejna jako
v piipadé formulace pro dvé télesa (21). Tabulka 3 uvadi po¢ty nasobeni matice - vektor n 4,
vnéjsi (newtonovske) iterace iter, kterymi dosahneme relativni presnosti vysledki na stejné
trovni 1079, a vypocetni ¢as C PU v sekundach. Vysledky ukazuji na vyssi efektivitu algoritmu
PF ve vsech pripadech.

Obrazek 8: Ocelova cihla na podlozce.

Piiklad 4 Ulohou (23) budeme modelovat proudéni v kanale s kruhovou piekazkou, na niz
je predepséana skluzova podminka. Necht Q = (—0.2,2) x (—0.2,0.2) \ C, kde C je kruh se
stfedem v pocatku o poloméru 0.05. Hranice 0f) je rozdélena na ¢asti s riznymi okrajovymi
podminkami takto: yp = yp1Uvp2UYp3, Yp1 = (—0.2,2) x {=0.2}, yp2 = (—0.2,2) x {0.2},
Yps = {—0.2} x (=0.2,0.2), vy = {2} x (=0.2,0.2) a 7¢ = IC. Ulohu Fesime pro data f = 0,
v=1L14up, ,, =0 up,,  =75004— y%,0), y € (—0.2,0.2) a oy = 0. Rychlostni pole
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Tabulka 3: Trescovo tfeni, vnitini fesi¢ pouziva matici Jgc.
PF(0.3,0.99) PF(0.1,0.9) PF(0.01,0.99) KPRGP
ny/m iter/ny CPU iter/ny CPU iter/ny CPU nsn CPU

900/180 15/87 0.28 14/92 0.28 14/119 0.36 187 0.48
2646/378 13/85 1.61 13/96 1.78 12/105 1.89 181 2.70
5832/648 15/91 6.43 14/104 7.11  15/130 8.47 187 10.14

10890/990 17/120 23.20 15/116  22.17 17/166 29.72 203  30.64
18252/1404 16/106  48.22 15/116  51.51 15/147 62.04 230 78.13
28350/1890 17/121 111.18 16/125 113.40 16/151 131.90 254 177.31
41616/2448 18/130 226.19 17/130 224.11 17/175 285.51 259 344.97

pro mez skluzu g = 10 je znézornéno na Obrazku 9. Na kruhové piekazce dochazi k prilnuti
i k prokluzu, viz Obrazek 10. V Tabulce 4 zaznamenavame pocet nasobeni matice - vektor
potfebnych pro vypocet srovnatelné presnych vysledkt. Poznamenejme, ze pro g = 30 nastava
pouze prilnuti. Zatimco vypocetni naroky algoritmu zaloZeného na metodé aktivnich mnozin
AS vyrazné rostou pro jemnéjsi sité, u algoritmu PF jsou stéle na prijatelné trovni. Rozdilné
chovani porovnavanych algoritmi lze vysvétlit velkym poctem dualnich neznamych, na néz
nen{ kladeno Zadné omezeni. V nasem piipadé je n = m = 2n, + n?, aviak pocet omezeni je
pouze n.. Algoritmus AS je varianta algoritmu KPRGP pro oboustranna jednoducha omezeni.

e e i e = > = = = s s > = = = = = e e = = s s > = = = > —_— = = - adl nd
s St T
e /ﬁ%\; I
= = =
N e SR
L \\ > e e e e e e - - e —

e

{ )=
\\i\\\gj/// ’
M g9

a. b. c.

= = ‘ (ﬁ\

Obrazek 10: a.) Rychlostni pole v okoli kruhové prekazky. b.-c.) rozloZeni hodnot o, podél
skluzové hranice.

3.3 Semi-hladkd Newtonova metoda

Pouziti semi-hladké Newtonovy metody ukazeme pro 3D kontaktni tlohu s Trescovym tfenim.
Na rozdil od predchozich optimaliza¢nich algoritmi se tato metoda aplikuje na primarné-
dudlni formulaci kontaktni ulohy (16)-(18). Pro duélni implementaci metody vSak ihned uka-
zeme souvislost s metodou aktivnich mnozin ze Sekce 3.1, coz také umoznuje dokézat podobny
konvergenéni vysledek. Tento odstavec se opira o prace [46, 47].
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Tabulka 4: Vykonnost algoritmi AS a PF (v zavorkéach je vypocetni ¢as v sekundéach).

g=10 g =30
Ny /N M0 AS PF AS PF
862,/526/30 6867(7.2)  208(0.6)  682(1.2)  181(0.2)
3566/1972/60  22579(118.6)  283(12.4)  1060(8.4)  268(1.2)
14494/7624/120  130615(4110.4)  374(12.4)  1816(59.2)  389(12.7)
58430,/20968 /240 >200000 459(135.4) 3083(849.1) 454(130.7)

3.3.1 Podminky optimality

Budeme navazovat na Sekci 2.1.3 s nasledujici vyhradou: namisto souc¢inu F;g; budeme psét
pouze g;, © € M. Budeme také pouzivat mnoziny Lagrangeovych multiplikidtora

A,, = RT, At = At,l(Ql) X X At,m(gm)a

kde Avi(g:) = { X € B2 | Aeill < g}y Ari = Ne2ic1, Me2i) T g > 0, i € M a ortogonalni
projekce na tyto mnoziny Pa, : R™ — A, a Py, : R?™ — A,. Protoze ob& mnoziny A, i
A; jsou separovatelné, mizeme projekce zapsat po slozkich. Pro projekci Py, jsou jeji slozky
ortogonélnimi projekcemi na R :

PA,,,i(Al/) = maX{O, )\Vﬂ'}, ) € M
Projekei Py, 1ze zapsat pomoci ortogonalnich projekei v, na kruhy Ay ;(g;), i € M:

At,i pro H)\tzH < 9,
¢gi(At,i) = gi
[ Aill

takze Pa, (X)) = (¥5, (A1) - g, (Aem) )T
Definujme funkci G : R™+3m — Ru+3m piedpisem

Ati  pro ||)‘tz|| > Gi,

Ku+N'A\, +T'\, —f u
Gy)=| A\ —Pa, N +p(Nu-d)) |, y=1[ A | e RH™ (46)
At = Pa, (A + pTu) At

kde p > 0 je libovolny pevny parametr. Snadno lze ukazat, ze KKT podminky optimality
(16)-(18) jsou splnény pro y* = (u* ", A5 ", X*T)T jestlize plati

G(y") = 0. (47)

Funkce G je nediferencovatelna. Je vSak ,semi-hladka” ve smyslu nasledujictho odstavce.

3.3.2 Diferencovatelnost ,,slantly“

Protoze cesky preklad ,naklonéna diferencovatelnost® se nepouziva, budeme mluvit o funk-
cich diferencovatelnych ,slantly“. Jedna se o typ diferencovatelnosti, kdy funkce predstavujici
derivaci musi nabyvat , rozumnych“ hodnot na okoli bodu, ale jeji hodnota v bodé samotném
je nepodstatna. Pripomina to situaci u Lebesgueova integralu, kdy nezalezi na mnoziné miry
nula. V konecném dusledku to pak znamena, ze pomoci newtonovskych iteraci lze fesit rov-
nici (47), kde funkce G je na mnoziné miry nula nediferencovatelna. Hlavni pojmy zavedeme
abstraktné ([35]).
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Necht Y, Z jsou Banachovy prostory s normami || - ||y, || - ||z a £(Y, Z) oznacuje prostor
vSech ohranicenych linearnich zobrazeni z Y do Z s normou ||- || z(y,z). Necht U C Y je oteviena
mnozina a G : U — Z je dana funkce.

Definice 1 (i) Funkce G se nazyvd slantly diferencovatelnd v bodé y € U, existuje-li zobrazent
G°:U — L(Y, Z) takové, zZe {G°(y+h)} jsou stejnomérné omezené pro dostatecné mald h € Y

a plati

’ |G(y+h) — G(y) — G°(y + h)h] 2
1m
h—0 1%

= 0.

Funkce G° se nazyvd slanting funkce pro G v bodé y.

(i1) Funkce G se nazgvd slantly diferencovatelnd na U, existuje-li zobrazeni G°: U — L(Y, Z)
takové, Ze G° je slanting funkci pro G v kaZdém bodé y € U. Funkce G° se nazyvd slanting
funkce pro G na U.

Véta 5 (|35, 34]) Necht G je slantly diferencovatelnd na U se slanting funkci G°. Nechly* € U
je Tesent rovnice G(y) = 0. Jestlize G°(y) je requldrni pro vsechna y € U a {||G°(y) | zev,2)
y € U} je omezend mnoZina, pak newtonovské iterace

y* D =y — Go(y™) G y™) (48)
konverguji superlinedrné k v*, pokud y© je dostatecné blizko y*.

Nésledujici dva piiklady pouzijeme pii feseni rovnice (47). Ortogonélni projekce ¢ : R — R
je slantly diferencovatelnd na R a za jeji slanting funkci vezmeme:

L proy =0,

¢°(y) = { (49)

0 proy<0.

Ortogonélni projekce v, : R* — C(g), kde C(g) = {y € R? : |ly|| < ¢} je kruh o poloméru
g > 0, je slantly diferencovatelna a za jeji slanting funkci vezmeme:

| PO pro |ly| < g,

P(y)=94 g 1 g (50)
(e = = yyT)  pro |yl > g,
INgl [Ngl

Lze ukazat, ze matice Inxo — 1/(||y|*) yy ' je ortogonalni projekce na (Imy)*, takze plati

P(y)y =0 (51)

pro kazdé y € Imy a |ly| > ¢.
Nyni vytvorime slanting funkci pro G z rovnice (47). Funkci G rozlozime podle jejiho
blokového ¢lenéni na tii ¢asti:

G(y) = (Gi(y)", Ga(y) ", Gs(y)") .
Komponenta G je diferencovatelné a jeji klasicka derivace je slanting funkei:
Gi(y) = (K,N",T").

Vytvoteni slanting funkce pro Gy se opirda o (49). PouZijeme pfitom terminologii aktivnich
mnozin. Aktivni a neaktivni mnozinu A,,Z, C M definujeme takto:

Az/ = {Z € M 20 S )\y,i + p(Nu — d)l}, I,, = ./\/l \AV (52)
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Budeme také pouzivat indikdtorovou matici, kterda je pro S € M definovana néasledovné:
D(S) = diag(s1,52,...,8m), kde s, = 1 proi € S as; =0 proi ¢ S. Potom miuzeme psat
Ga(y) = A — D(A) (A, + p(Nu — d)). Slanting funkei ziskdme obvyklym derivovanim:

Gg(Y) = (_pD(Au)N? D(IV>7 0)'

Podobné vytvoiime na zakladé (50) slanting funkci pro Ggs. Aktivni a neaktivni mnozinu
Ay, I, € M v bodé y € R™3" definujeme takto:

At = {Z c M . ||>\t,i —+ pllt,iH S gi}7 It = M \ At. (53)

Potom Gs(y) = —pD(A;)Tu + D(Zy)(Ar — Pa, (A + pTu)), kde A, = {20 — 1,2 : i € A}
aly ={2i—1,2i : i € I}, Ay, T, € My pro My = {1,2,...,2m}. Slanting funkci pro Gs
zapiSeme po slozkach:

Gi(y) = (G5(y), G (y), GE5(y)),
kde jednotlivé slozky odvodime obvyklym derivovanim podle u, A, a A;. Dostaneme
G5 (y) = —pD(A)T — /)D<Z)Pit<)\t + pTu)T,
G%Q(Y) = 07
Gg(y) = D(T)(I - P4, (A¢ + pTu)),

kde P}, (A + pTu) = diag(hg, (1), ..., 95, (ym)) € R¥™™ ay, = A; + pug;, @ € M.
Shrnutim vSech vysledkii dostaneme slanting funkci pro G na R™«3m:

K NT T
G°(y)=[ -pD(A)N D(IZ,) O
G5 (y) 0 G%l(y)

V kazdé iteraci (48) musime fesit soustavu linearnich rovnic s matici G°(y™*)) a pravou
stranou G°(y*))y® — G(y®) pro neznamou y*+1). Vektor pravé strany lze s pomoci (51)
zjednodusit na tvar, ktery pouzivame v (54).

ALGORITMUS SSN (Semi-smooth Newton method) Necht y(© = ((u)T, ()\(VO))T, ()\EO))T)T €
R™t3m 5> 0,¢>0,err® =1ak:=0.

(1°) Je-li err® < &, vezmi za vysledek vypoétu y = y*), jinak pokracuj krokem (2°).
(2°) Sestav aktivni a neaktivni mnoziny podle (52), (53) vy = ((u®)T, (Al(,k))T, (Aik))T)T.

(3°) Vyfes soustavu linearnich rovnic:

f
G(y®)y "+ = —pD(A,)d . : (54)
D(Z)Pa, (A" + pTu®)

(4°) Poloz err®+) = ||y*+D) — y®)|| /|ly*+D||, k := k 4 1 a pokracuj krokem (1°).

Vysledek Véty 5 o superlinearni rychlosti konvergence plati za predpokladu, Ze vnitini
soustavy linearnich rovnic (54) jsou FeSeny presné. U rozsahlych tloh je vSak nerealistické
piesné feseni ocekavat. Daldi potiz spociva v nesymetrii matic G°(y®*)).
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3.3.3 Dualni implementace

Tteti blokovou rovnici v (54) lze rozstépit vzhledem k aktivni a neaktivni mnoziné:
—pTaut =0, AT -y <.V§'“)) S = (), i e T

Jestlize vypocet konverguje, pak ¢leny 1) (yf ) Y, konvergup podle (51) k nule. Tyto ¢leny
proto vypustime, coZ je ekvivalentni nahrazeni GO( ) matici:

N K NT T

G°(y)=| —pD(A4,)N D(Z,) O . (55)

—pD(A)T 0 D(Z)
Nasledujici lemma ukazuje, Ze ziskdme stejné Teseni.

Lemma 6 [47] Necht G respektive G° je definovdno rovnosti (46) respektive (55) a necht y*
je fesenim G(y) = 0. Jestlize modifikované newtonovské iterace

y* ) = y® — G (y®) Gy ™) (56)
konverguji, pak jako limitni bod dostaneme y*.

Pro nepfesnou implementaci (56) lze dokéazat globéalni R-linearni rychlost konvergence.
Nejdfive ale odvodime duélni implementaci (56) vyloucenim posloupnosti {u*}.
Kazdou iteraci (56) lze rozlozit na dvé ¢asti vztahujici se k neaktivnim mnoZzinam:

Al(/]fztl) - 07 Agj—H) = 17["91' (ygk)% i € Itv (57)
a k aktivnim mnozinam:
T T ulk+h Ty (k+1)
K N-Au T.At A(k+1) B f TIt )\t It
Ny, O 0 o | T da, (58)
_ +1
T 4, 0 0 )‘u 4 0

Pro zjednoduseni zapisu oznacime:
A=A, U{i+m: i€ A4} T={1,2,....3m}\ A (59)

Dale oznacime A = (A", A\,")T, A = A, x A; a pouZijeme matice A, B a vektory b, ¢
zavedené v (20). Je-li A = 0, potom je vektor A*+1) plné uréen vztahy (57). Necht A je
neprazdna mnozina. Druha a tfeti blokova rovnice v (58) dava B u**) = c4 a z prvni
rovnice dostaneme u**!) = K- (f BT)\ G+ _ BIAY) kde AE*! je uréeno vatahy (57).

Dosazenim snadno zjistime, Ze A A ) Fes nasledujici linearni soustavu
=
ALY = by
N k+1 : . o e e .
proby =bs4—A AI)‘(I ) Matice A A4 je symetricka pozitivné definitni principélni podmatice

matice A, takze A*TV) minimalizuje kvadratickou funkci ¢ z (20) vzhledem k omezujicim
podminkam (57). Nakonec si v§imnéme, Ze gradient r funkce ¢ spliuje

—Nu®
r) = r(A®) =BK'B"A® - BK 'f + ¢ = -Bu” +c = < Nu'™ +d ) _

—Tu®
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V definici aktivnich a neaktivnich mnozin lze proto nahradit u = u* gradientem:

(Nu(k) - d)l = _T(k)’ ul(f,lz) = _r(k) = _(Télz)_la Tg:))—r7 1 e M.

K3 K3

Algoritmus (56) muzeme zapsat vyhradné pomoci duélnich veli¢in. Jako ukon¢ovaci kritérium
pouzijeme redukovany gradient (30) pro a = p.

ALGORITMUS MSSN (Modified SSN method) Necht A € R p > 0, ¢ > 0, err® =
[T, (PAAD))]| a & := 0.

(1°) Je-li err® < ¢, vezmi za vysledek vypoctu A = P (A®), jinak pokracuj krokem (2°).

(2°) Sestav aktivni a neaktivni mnoziny v bodé A*):

A, ={ie M: AP - p(k)>()} 7, =M\ A, (60)
Ar={ie Mo N = e < g}, =M\ AL (61)

(3°) Najdi A**D takove, ze

AKHD — argmin g(A)  za podminky (57).
(4°) Poloz err®*tD = ||T,(PA(A®TV))||, k := k + 1 a pokracuj krokem (1°).

Nasledujici konvergené¢ni vysledek plyne z Lemmatu 6.

Véta 6 [47] Necht A© € R¥™, p >0, =0 a X = (A", X)) T oznacuje druhou a tiets
slozku Fesend rovnice (47). Jestlize posloupnost {A\®} pocitina algoritmem MSSN konverguje,
pak jejim limitnim bodem je X*.

Ve zbytku odstavce navrhneme vypocetné efektivni implementaci algoritmu MSSN, ktera
je zaloZena na provedeni nékolik iteraci metody CG pro pfiblizny vypocet minima v kroku (3°).
Pfiblizné minimum oznacime opét A*+1). Na metodu CG se budeme odkazovat zapisem

AFTD — CG(A, b, A, AFFLO 4ok, (62)

(k+1)

kde A#+10) je pocatecni iterace a tol je ukon¢ovaci piesnost. Volba tol**+1 je zalozena na

technice popsané v Sekei 3.2.4 bod (ii).

ALGORITMUS IMSSN (Inezact MSSN method) Necht A € R¥ p > 0, & > 0, 741, Cact €
0,1), err@® = |[F,(PA(A)]|, tol® = 1401/ Clact a k = 0.

1°) Je-li err® < e, vezmi za vysledek vypoctu A = P (A®), jinak pokracuj krokem (2°).
2°) Sestav aktivni a neaktivni mnoziny v bodé A*) podle (60)-(61) a (59).

1°) tol®™ Y = min{ry,; x err® /err® cpo, x tol ™},

20) AW = AQ A =0, AT = g (A — e, i e T
3°) AGHD = CG(A, b, A, AL ¢op(k+1)),

4°) Poloz err®*D) = ||T,(PA(A**D))||, k := k + 1 a pokracuj krokem (1°).

Algoritmus lze interpretovat jako restartovanou metodu CG pro vypocet minima tlohy (29)
pii speciélni volbé piipustné mnoziny A.
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3.3.4 Globalizace

Modifikaci algoritmu IMSSN vytvorime globalné konvergujici algoritmus tak, Ze zajistime,
aby posloupnost {g(A®)} byla monoténné klesajici. Nejdiive uvedeme nutnou a postacéujici
podminku, ktera zaruci, ze restart metody CG nezvysi hodnotu funkce q.

Lemma 7 [46, 47| Necht A®) € A a p € (0,207)), kde omay je nejuétsi viastni éislo matice A.
Pro vektor X¥+19) 2 kroku (3.2°) algoritmu IMSSN plati: g(A®) > g(A*+10)),

Vzhledem k vlastnostem metody CG z Lemmatu 7 vyplyva, ze posloupnost {g(A*))} bude
nerostouci. Dalsi lemma interpretuje krok (3.2°) jako ¢ast projekce na mnozinu A.

Lemma 8 [46, 47] Necht vektor X¥+19) je urcen krokem (3.2°) algoritmu IMSSN. Pak plati:
AT =Py (A® — pr(A®)) (63)

Algoritmus IMSSN pozménime podle tii bodu. (i) Pro parametr p pouzijeme horni odhad
z Lemmatu 7. (ii) Zajistime, aby vSechny iterace lezely v mnozing A: zvolime A € A,
metodu CG ukonéime pfi pokusu vygenerovat iteraci vné A a posledni iteraci doplnime
,pulkrokem®, ktery skon¢i na hranici nékteré separabilni ¢asti A. Misto CG pak budeme
pséat CGyegs. (4ii) Projekei (63) v kroku (3.2°) rozsifime i na komponenty aktivni mnoziny.

ALGORITMUS GIMSSN (Globally convergent IMSSN method) Necht A € A, p € (0,20,1)),
e >0, Tio1, Cract € (0,1), err® = T, (A, tol® = = o1/ Cact & k = 0, kde Opax je nejvets
vlastni ¢islo matice A.

1°) Je-li err® < e, vezmi za vysledek vypoctu A = A, jinak pokracuj krokem (2°).
2°) Sestav aktivni a neaktivni mnoziny v bodé A*) podle (60)-(61) a (59).

3.1°) tol*™ Y = min{ry,; x err® /err® cpo; x tol®}.

5.2) AKHLO Z Py (AP — pr(A®)).

3.3°) A®HD = CGrus (A, b, A, XEHLO) 2o (k+D)),

4°) Poloz err® D = ||T,(A*D)||| k := k + 1 a pokracuj krokem (1°).

Formalné je tento algoritmus shodny s algoritmem GISSNM z [46] pro kontaktni tlohy
ve 2D, rozdil je ve zptusobu vypoctu projekce P,. Konvergencni vysledek, ktery je obsahem
nasledujici véty, je stejny pro tlohy ve 2D i ve 3D.

Véta 7 [46, 47| Necht AXO € A, ¢ =0, p € (0,20.L), Ttot, Cpact € (0,1), Oumin je nejmenst
4 Omax j€ Nejuetst viastni ¢islo matice A a X* = (X2T, X7 oznacuje druhou a treti slozku
Fesent rovnice (47). Necht {A®Y je posloupnost pocitand algoritmem GIMSSN. Pak plati:
(i) posloupnost {g(A®)} je klesajici tak, Ze
gAF*Y) — g(A) < n(p) (g(AP) = g(A"),

kde

) 1-— pamin pro p € (O, amax]

np) =
(ii) je-li {\®Y konecnd posloupnost, pak jejim poslednim prvkem je X*;
(i) je-li {IA®)} nekonecnd posloupnost, pak konverguje R-linedrné k X* tak, Ze
IN® =X < ()™,

kde C' = \/2 (A9) — q(N*))/Omin-
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Porovnani s Vétou 1 ukazuje, ze algoritmy GIMSSM a KPRGP jsou si velmi podobné.
Algoritmus GIMSSM dovoluje mirné pronikani hranice ptipustné mnoziny A.

3.3.5 Numerické experimenty

Pouziti semi-hladké Newtonovy metody budeme testovat pro kontaktni tlohu ve 2D a ve 3D.

Piiklad 5 Uvazujme 2D kontaktni tlohu s Trescovym tienim pro dvé pruzné télesa Q! =
(0,3) x (1,2), 22 = (0,3) x (0,1) s Youngovym modulem E* = 21.19 - 10'° a Poissonovou
konstantou v* = 0.277 (ocel), kde ¢ = E*/*/(1 — (VF)?), & = E¥/(2(1 + vF)), k = 1,2.
Dekompozice hranic 9Q' a 9Q? je nasledujici: v, = {0} x (1,2), 7, = (0,3) x {1}, 7, =
I\ Y Uqt a g = {0} x (0,1), 72 = (0,3) x {1}, 75 = 00 \ 42U~2. Objemové sily
jsou nulové pro obé télesa. Nenulova povrchova napéti p' = (p,p,) na v, jsou zadana takto:
p;<572) = pgl/,L +p11;,R37 s € <073>7 pglc(37 3) = pzlp,B(2 - S) +p§c,U (S - 1)7 s € (172)7 p;}(& 3) =
pyp(2—s)+p,y (s—1),s € (1,2),kde py , = —6-10", p} p = —1-107, p} p = phy = Py y = 2-107
ap,p=4-10". Mez skluzu ma hodnotu g = 1.7 - 107 na ..
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Obrazek 11: a.) Télesa Q! a Q2 povrchové napéti a triangulace. b.) Kontaktni rozhrani po
deformaci. ¢.) Normalové kontaktni napéti. d.) Te¢né kontaktnich napéti.

Protoze tfesime dlohu ve 2D, testujeme variantu algoritmu KPRGP pro oboustranna jed-
noducha omezeni oznac¢enou AS, ktera je blizka algoritmu MPRGP z ([16]). V algoritmu
ozna¢eném AS-S pouzijeme definici aktivnich mnozin ze semi-hladké Newtonovy metody.
Konvergen¢ni vysledek Véty 1 plati pro AS i pro AS-S. Tabulka 5 uvadi po¢ty nasobeni
matice - vektor n 4, kterymi bylo vSemi algoritmy dosazeno vysledkt v relativni pfesnosti na
trovni 107%. Délku kroku v algoritmech AS a AS-S volime & = p = -0, , kde p je parametr
z algoritmu GISSN. Véty 1 a 7 zarucuji konvergenci pro 0 < [ < 2. Vykonnost algoritmii
GISSN a AS je podobna. U algoritmu AS-S doslo ke stabilizaci, ktera se projevila nejlepsi
vykonnosti pro § = 20, kdy algoritmus AS osciloval. Obréazek 12 ukazuje prubéh itera¢ni his-
torie. Hodnoty funkce ¢ pro viechny iterace |J, {A*%)} metody CG jsou znazornény modie,
zatimco hodnoty v newtonovskych iteracich {A(*} jsou oznageny ¢ervenou hvézdickou. Prvni
graf SSN ilustruje restartovani minimaliza¢niho procesu. Prvni graf GISSN zobrazuje mono-

tonni pokles funkénich hodnot, coz je plné v souladu s teorii.
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-1
max

GIMSSN AS-S AS GIMSSN AS-S AS

Tabulka 5: Srovnani riznych algoritmii ve 2D: p= (- 0o

15} 1.9 19 1.9 15 20 15
Ny/m na na na na na na
43920/360 203 262 198 86 85 &9
77760/480 240 323 227 101 95 &9
121200/600 270 339 253 96 95 105
174240/720 279 361 265 113 106 106
204360/780 290 381 286 108 109 110
 SSN OSSN _GISSN(1.9) GISSN(1.9)
3 N NG
S| sy -
O o gy T
“ a L IR 0*
-3 . . . ‘0"‘ . . . -18 \\* ’ 10 . .
o itzjia(:éo " ’ w;terzgcem v ’ iiooerau(;oe0 150 ° itzjrace;oo N

Obrézek 12: Itera¢ni historie ve 2D.

Piiklad 6 Uvazujme dvé prostorova pruzna télesa (cihly z riznych druht oceli s rozméry
v [mm]) Q! = (0,2000) x (0, 1000) x (1000, 2000) a 2% = (0, 2000) x (0, 1000) x (0, 1000) s Youn-
govym modulem 50000 a Poissonovou konstantou 0.277 pro Q' a 0.35 pro Q2. Mez skluzu ma
hodnotu g = 0.3. Objemové sily jsou nulové. Nenulova povrchova napéti p = (p1, pe, ps) pusobi
na Lg = (0,2000) x (0,1000) x {2000} a Lg = {2000} x (0,1000) x (0,1000), kde je p; = 0,
p2 = 0, p3 = —1. Tabulka 6 uvadi poc¢ty nasobeni matice- vektor n4 potiebné pro relativni
presnost vysledkii na trovni 107% a pocty newtonovskych iteraci iter. Algoritmus SSN Fesi
vnitini nesymetrické linearni soustavy (54) neptesné metodu BICGSTAB se stejnym ukonco-
vanim vnitinich iteraci jako algoritmus IMSSN. Algoritmus IMSSN je desetkrét efektivné;jsi.
Opét volime p = B - ol . Obrazek 13 zobrazuje itera¢ni historii stejnym zpiisobem jako
Obrézek 12 a obdobné jsou i zavéry.

4 Zavér

Kontaktni tlohy se tfenim jsou intenzivné studovany v poslednich nékolika desetiletich. Po-
stupné se zacala vénovat pozornost vyvoji vykonnych algoritmi pro numericky vypocet reseni.
Ackoliv riiznych algoritmii je zndmo velké mnozstvi, ne vSechny lze s Gspéchem vzdy pouzit.
V téchto tezich jsou predstaveny tii optimaliza¢ni algoritmy vyvinuté specialné pro feSeni kon-
taktnich tloh. Algoritmy byly nebo jsou implementovany do nékolika pocitacovych knihoven
v rdamci Narodniho superpocitacového centra I'T41 na VSB-TUO. V tezich jsou algoritmy for-
mulovany v podobé, ktera umoznuje dokazat jejich teoretické vlastnosti a vytvorit predstavu
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Tabulka 6: Srovnani riiznych algoritmt ve 3D: p =190}

SSN  IMSSN GIMSSN
3 1.9 1.9 1.9

ny/m iter/na iter/ny  iter/ny

24576/256  9/1180 10/161  41/322
55566/441  9/1428  9/143  47/525
105456/676 11/2506 10/185  52/643
178746/961 10/2162 10/190  57/716
279936/1296 10/2298  9/167  65/835
413536/1681 10/2586 10/216 76,783

 MSSN MSSN GIMSSN(1.9)  GIMSSN(L9)

08 107 - 096 10°
~(k.7)
-1.002 l ||I‘p ” 098
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1008 q()\(k,j))

EN
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-1.104 -1.08 Q(A( ]))
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iterace iterace iterace iterace

Obrazek 13: Itera¢ni historie ve 3D.

o jejich vzajemnych souvislostech. Pro feSeni velmi rozsahlych tloh z inzenyrské praxe je po-
tfeba tyto zakladni algoritmy kombinovat s dalsimi technikami, jako jsou napiiklad nékteré
varianty metod rozlozeni oblasti umoznujici paralelni implementaci. Pomoci standardniho ko-
mercéniho softwaru lze kontaktni tlohy fesSit jen v omezené mite, protoze mnozstvi riznych
variant modelt treni, prilnavosti ¢i skluzu neumoziuje postihnout vSe jednotnym obecnym
pristupem. Divodem pro studium specializovanych algoritmii je také rozvoj vypocetnich tech-
niky, ktera sice nabizi stale sofistikovanéjsi prostiedky, ale jejich efektivni vyuziti vyzaduje
navrhovat nové vypocetni metody. Kone¢né hlavni motivaci je uspokojovani pozadavki prak-
tickych inzenyrskych aplikaci, které jako soucast vyvoje modernich technologii vedou k vytvé-
feni novych matematickych modeli. Typickym piikladem je modelovani hydrofobnich povrchii,
u nichz se teprve nedavno zjistilo, ze jejich popis lze provést pomoci podobnych postupi, jaké
byly vyvijeny pro klasické kontaktni talohy.
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Abstract

In last decades, the number of numerical methods for the solution of contact problems with
different friction laws have been developed. It includes, among others, active set strategies,
Newton-type methods, or interior point methods. Algorithms based on the mentioned ideas
are discussed in the theses, especially for contact problems in 3D. In the case of the Tresca
friction law, the dual algebraic problem arising from the finite element approximation leads
to the minimization of a strictly quadratic cost function subject to separable convex constra-
ints, spherical for isotropic surfaces or elliptical for orthotropic ones. The active set algorithm
is based on an geometrical interpretation of optimality conditions showing how to combine
conjugate gradient method with reduced gradient steps. The algorithm enjoys the R-linear
convergence rate as for box constraints. Its typical feature consists in the fact that the unk-
nowns corresponding to the active set are "dead" during one continuous conjugate gradient
loop. The interior point algorithm is principally different. It keeps all iterations inside the
feasible region so that no constraint is active during iterative computations. In other word, all
unknowns are "always living" that may positively influence computations although theoretical
results are not very strong. The last algorithm discussed in the thesis uses the semi-smooth
Newton method that enables us to treat non-differentiabilty of contact problems by the slant
differentiability concept. The inexact implementation based again on an active set strategy is
closely related to the previous active set algorithm including the R-linear convergence rate.
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