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1 SEZNAM POUŽITÝCH ZKRATEK A SYMBOLŮ 

 
 

Fyzikální veličiny Jednotky 
α  měrná chladivost povrchu W.m-2.K-1 
αo  měrná chladivost povrchu W.m-2.K-1 

αon  náhradní velikostí měrné chladivosti, vztaženo na povrch vodiče 
Pv (zahrnuje v sobě i vliv tepelných odporů mezivrstev) W.m-2.K-1 

αz  činitel chladivosti W.m-1.K-1 
β  pomocná proměnná   
βo  Objemový součinitel teplotní roztažnosti tekutiny K-1 
Δ  determinant matice  
δ  šířka, tloušťka m 
δp  pomocná proměnná pro substituci   
δs  střední vzdálenost  m 
ε  úhel º 
η  dynamická viskozita kg s-1 m-1 
ϕ  úhel º 
Λ  tepelná vodivost W.K-1 
 λ  měrná tepelná vodivost W.m-1.K-1 
 λef  efektivní součinitel měrné tepelné vodivosti W.m-1.K-1 
 λek  ekvivalentní součinitel měrné tepelné vodivosti W.m-1.K-1 
ν  kinematická viskozita m2 s-1 
 π  Ludolfovo číslo = 3,141593…  
Θ  oteplení K 

Θ10,Θ20  uzlová oteplení Θ10, Θ20,…, Θ (n-1)0. K 
Θ∞  oteplení okolí K, ºC 
ρ  měrný elektrický odpor Ω.m 
ρA  měrná hmotnost kg.m-3 
σ  proudová hustota  A.m-2 

ξ, ξ1,ξ2  pomocné proměnné, odvozeno v textu  
A  pomocná proměnná   
a  rozměry prvků m 
Ap  poměrná tepelná pohltivost (absorpce)  
b  rozměry prvků m 
B  pomocná proměnná   
c  rozměry prvků m 
cA  je měrné skupenské teplo J.kg-1.K-1 
ch  měrné teplo (hmotnostní) m2 s-2 K-1 
Cε  tekutinová konstanta   
Ck  tekutinová konstanta  
Ckε  tekutinová konstanta pro různé teploty  

ckk  Opravný činitel, zachycuje vliv přestupu tepla  
mezerou v okolí kontaktních stykových plošek  

d  šířka, tloušťka, průměr m 
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a  šířka vzorku měřeného materiálu m 
b  výška vzorku měřeného materiálu m 
c  rychlost světla  c = 299 792 458 m·s-1  m·s-1 

B0  vektor indukce základního magnetického pole T 
B1  vektor indukce vysokofrekvenčního magnetického pole T 
BS  vektor indukce statického magnetického pole ve vzorku T 
Bef  vektor efektivní indukce magnetického pole T 
ΔB  magnetická indukce reakčního pole T 
c  délka vzorku měřeného materiálu m 
C  Curieova konstanta K 
d  šířka vybuzené vrstvy m 
e  elementární náboj  e = 1,602·10-19  C 
f0  rezonanční kmitočet jader v magnetickém poli B0 Hz 
f1  kmitočet vf budicího impulsu Hz 
f t  signál excitačního impulsu V 

F(ω)  spektrum signálu excitačního impulsu V 
g  Landéův faktor, empirická korekce kvantování momentu atomu - 
Gr  gradient magnetického pole v obecném směru r T·m-1 

Gx, y, z  gradient magnetického pole ve směru osy x  resp. y a z  T·m-1 
GP  kódovací  fázovací  gradient magnetického pole T·m-1 
GR  kódovací  čtecí  gradient magnetického pole T·m-1 
GS  vymezovací gradient magnetického pole T·m-1 
h   Planckova konstanta  J·s 
h   redukovaná Planckova konstanta J·s 

H0  vektor intenzity základního magnetického pole A·m-1 
ΔH  intenzita reakčního pole A·m-1 
J  moment hybnosti jádra kg·m2·s-1 
kB  Boltzmannova konstanta  J·K-1 
m  magnetický moment atomu nebo molekuly A·m2 

Δmi  indukovaný magnetický moment atomu A·m2 
me  klidová hmotnost elektronu  me = 9,109·10-31  kg 
mp  klidová hmotnost protonu  mp = 1,673·10-27  kg 
ms  jaderné spinové kvantové číslo - 
M  obecný vektor magnetizace A·m-1 
M0  rovnovážná hodnota vektoru magnetizace A·m-1 
Mz  podélný vektor magnetizace ve směru osy z  A·m-1 
M⊥   příčný vektor magnetizace A·m-1 
N  počet atomů - 
r  prostorová souřadnice ve směru jednom ze směrů x, y, z m 
r0  poloha středu vybuzené vrstvy m 
S  plocha m2 

s(t)  signál MR V 
S (ω)  spektrum MR signálu V 

t  časová proměnná s 
T1  spin-mřížková relaxační doba s 
T2  spin-spinová relaxační doba s 

*
2T   efektivní spin-spinová relaxační doba s 

TE  echo čas s 
TR  opakovací perioda excitačních impulsů s 
ur  jednotkový vektor v obecném směru r - 

x, y, z  prostorové souřadnice laboratorní soustavy m 

  

 

 
 
Fyzikální veličiny Jednotky 
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Γ   hranice oblasti geometrického modelu  
ε  dosah reakčního pole m 
Θ   absolutní teplota K 

CΘ   Curieova teplota K 
DΘ   Debyeova teplota K 
NΘ   Néelova teplota K 

γ   gyromagnetický poměr jádra rad·s-1·T-1 
γ   redukovaný gyromagnetický poměr jádra Hz·T-1 
μ   permeabilita H·m-1 

0μ   magnetická konstanta,  H·m-1 
rμ   relativní permeabilita SI 
Bμ   Bohrův magneton  A·m2 
jμ   jaderný magneton A·m2 

μl   orbitální magnetický moment elektronu A·m2 
nμ   spinový magnetický moment jádra A·m2 
sμ   spinový magnetický moment elektronu A·m2 

ρ  měrná hmotnost kg·m-3 
mσ   plošná hustota magnetického náboje A·m-1 

τ  doba trvání excitačního impulsu s 
mϕ   skalární magnetický potenciál A 

Φ  magnetický indukční tok Wb 
mχ   magnetická susceptibilita SI 
mχ%   měrná magnetická susceptibilita m3·kg-1 

χ Δ   diferenciální magnetická susceptibilita SI 
ψ  fáze komplexního signálu MR rad 
ω0  úhlový kmitočet rezonance jader – Larmorův kmitočet s-1 
ω1  úhlový kmitočet vysokofrekvenčního magnetického pole s-1 
Ω   oblast v geometrickém modelu  

 
  
Zkratky 
FT  Fourierova transformace (Fourier Transform) 
FFT  rychlá Fourierova transformace (Fast Fourier Transform) 
FID  signál volné precese (Free Induction Decay) 
GE  technika MR zobrazování (Gradient Echo, někdy též FE – Field Echo) 
MHP  metoda hraničních prvků 
MKO  metoda konečných objemů 
MKP  metoda konečných prvků 
MR  magnetická rezonance (také NMR - nukleární magnetická rezonance) 
MRI  zobrazovací technika využívající MR (Magnetic Resonance Imaging) 
MRT  synonymum pro MRI (Magnetic Resonance Tomography) 
SE  technika MR zobrazování (Spin Echo) 

SQUID 
 kvantový detektor magnetického indukčního toku (Superconducting Quantum 

Interference Device) 
vf  vysokofrekvenční 

Fyzikální veličiny Jednotky 
x’, y’, z’ prostorové souřadnice rotující soustavy m
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2 Úvod  

Vznik počítačů, rozvoj kybernetiky a rostoucí matematizace oborů ovlivnily 
téměř všechny významné obory lidské činnosti. Počítače jsou nejčastěji využity jako 
prostředku hromadného zpracovaní dat a řízení a jsou i nástrojem pro modelovaní 
a simulace procesů a systémů. Vedle počítačových modelů (např. [1], [2], [3], [4], [5]) 
se vyskytují technicky se stále zdokonalující fyzikální modely a fyzikální analogie. 
V závislosti na stupni technického vývoje má model své stalé místo v systému 
zvláštních experimentálních prostředků, neustále se rozšiřuje a zdokonaluje. Základní 
podmínkou pro efektivní využívání modelu jako experimentálního prostředku je 
uvědomit si existenci různých modelů, jejich osobitých vlastností, vyloučit nadřazenost 
v pohledu na různé modely a pochopit zákonitosti vývoje v modelování.  

Habilitační práce [6] se zabývá hybridními numerickými metodami spojujícími 
v sobě výhody analytického řešení a možnosti metod experimentálního a numerického 
modelování (zejména metody konečných prvků (MKP), konečných diferencí (MKD), 
konečných objemů (MKO), hraničních prvků (MHP), atd. ) a fyzikálních analogií pro 
řešení praktických úloh materiálového inženýrství. V práci je jak úvod do problematiky 
využití hybridních modelů (kapitola 4), tak i příklady způsobu řešení konkrétních 
zadání pomocí hybridních metod numericko - numerické (v kapitole 5), numericko - 
analytické (v kapitole 7) a numericko - experimentální (v kapitole 8). 

3 Základní rovnice matematické fyziky 

Pro vytvoření matematického modelu existují dva hlavní přístupy (Obr. 1). 
V prvním přístupu se vychází ze souhrnu vědomostí o chování zkoumaného objektu 
získaných identifikací i jako výsledek rozvoje vědomostí v příslušném oboru. 
V druhém přístupu se informace získávají nepřímo z fyzikálního modelu. Výsledky 
experimentu jsou představovány souhrnem poznatků, vyjádřených nejčastěji ve tvaru 
fenomenologického popisu fyzikálního modelu, a v důsledku modelového přirazení, 
i popisu zkoumaného objektu. K získání obecného matematického modelu je nutná 
podrobná analýza fyzikální podstaty problému a informací získaných modelováním. 
Pak lze po transformaci přejít na simulační model a získat z něj věrohodnou informaci 
o chování systému. Informace je soubor údajů o libovolném objektu, procesu nebo jevu. 
Fyzikálním nositelem informace je signál. Pravidla pro přiřazení informace a signálu 
vyjadřuje kód. Kvantování je způsobem zkoumání obsahu informací, při kterém se 
spojitá veličina nahrazuje veličinou o konečném počtu diskrétních hodnot. 
Ukázky matematických modelů jsou např. v literatuře [7] a [8]. 

Síla matematiky jako vědy je v tom, že umí vyjadřovat složité myšlenky a vazby 
symbolicky, ale při tom zachovávat racionalitu, jednoduchost a jistou eleganci. 
Matematický model je vyjádření problému symbolickou formou, má známé vlastnosti 
(omezení) a lze jím interpretovat rozsáhlou oblast fyzikálních efektů v reálných 
geometrických provedeních. 
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Matematické modely jsou například: 
• Algebraické relace (rovnice) 
• Obyčejné diferenciální relace (rovnice)  
• Parciální diferenciální relace (rovnice) 
• Soustavy rovnic 
• Relace mezi množinami 
• Relace z oblasti algebry, pravděpodobnosti, matematické logiky, stochastiky,…. 

Matematický model může vzniknout jako výsledek: 
• Přímého výzkumu, zkušenosti (experiment, pozorování,…) - fenomenologický  
• Dedukce- popis dílčího řešení - asymptotický  

Podle stavu a četnosti používání typů matematických modelů se dá usuzovat na 
fázi vědního oboru a disciplíny. Například „moderní fyzika“ stagnovala na soustavě 
matematických asymptotických modelů, ale od roku 2008 dochází k zásadním změnám. 
Díky mnoha vědním oborům z oblasti velmi vysokých frekvencí se dochází k přestupu 
z částicového (integrální model) modelu hmoty (A. Einstein, R. P. Feynmann,…) 
a difúzní rovnice na model vlnové teorie hmoty (diferenciální model De Broglie), 
telegrafní rovnice a solitony - obecná definice částice. 

 

Obr. 1 Strukturní schéma postupu modelování 

 

Obr. 2 Postup v modelování 

Matematické modelování je pouze jednou částí procesu návrhu a řešení 
vědeckého problému (viz Obr. 1 strukturní schéma postupu modelování a v Obr. 2 je 
naznačen postup v modelování). Další základní význam má zjištění fyzikálních 
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vlastností, struktury a parametrů zkoumaného systému a v něm probíhajících procesů. 
Ke zjišťování informace o zkoumaném objektu a ověření výsledků simulace se využívá 
experimentální technika (měřicí, výpočetní a řídicí).  

Obecnou rovnici matematické fyziky (unitární model vesmíru) vyjadřuje vztah  
2 2 3

2 3
1 1

n n

ij i
i j ii j i

u u u u ua b c u d et f g h
x x x t t t= =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∑ ∑
,

3.1 

kde aij, bi, c, d, e, f, g, h jsou obecné spojité nebo po částech spojité (nespojité -
 diskrétní) funkce proměnné u a nezávisle proměnných x1,…xn. Podle charakteru, váhy 
a stavu koeficientů se mění základní relace matematicko - fyzikálního modelu. 

Koeficienty aij, bi, c, d, e, f, g, h  
• nejsou funkcemi závisle proměnné u    lineární model 
• jsou funkcemi závisle proměnné u    nelineární model 
• jsou funkcemi závisle proměnné x,y,z,t   anizotropní model 
• aij,=k1, bi=k2, c=k3, i, j=1,..,4,      izotropní model 

Eliptické rovnice 
2 2 2

2 2

d d2
d d

u u u u uA B C m x y z
x x y y x y

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂
( , , , , ) 3.2 

Laplaceova rovnice zachycuje statické úlohy, ustálená řešení bez vnitřních zdrojů 
(vírový, zřídlový). 

2 0u∇ =  3.3 

Poissonova rovnice může popisovat úlohy s vnitřním zdrojem, ale v ustáleném 
stavu (statické). 

( )2 0cu f x y z∇ − =, ,   3.4 

Tricomiho rovnice 
2 2

2 2 0u uy
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂                                          y > 0 
3.5 

Cauchyova formulace 
0=det    3.6 

Parabolická rovnice 
2 2 2

2 2

d d2
d d

u u u u uA B C m x y z
x x y y x y

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂
( , , , , )  3.7 

Fourierova rovnice 
2 0uu F

t
∂

∇ + =
∂                                          

3.8 

Difúzní rovnice vedení tepla 

( )2 0c
uu F f x y z t
t

∂
∇ + − =

∂
, , ,

                   
3.9 
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( )2 0c
uu Cu F f x y z t
t

∂
∇ + + − =

∂
, , ,

    
3.10 

Fourier-Kirchhoffova rovnice 

( )2 0c
uu F p u f x y z t
t

∂
∇ + ± ∇ − =

∂
, , ,

       
3.11 

Difúzní rovnice částic v plynech 
2 0uq u F p u

t
∂

∇ + + ∇ =
∂                              

3.12 

Tyto modely mohou popisovat kvazistatické a kvazistacionární. Fourierova 
rovnice a difúzní rovnice částic v atmosféře opět popisují úlohy bez vnitřních zdrojů.  

Hyperbolické rovnice 
2 2 2

2 2

d d2
d d

u u u u uA B C m x y z
x x y y x y

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂
( , , , , ) 3.13 

jsou vhodné modely pro popis úloh na základě vlnové teorie ale také k popisu 
stavů například kvantové mechaniky. 

Helmholtzova rovnice  
( )2 0 0u Cu C x y z∇ + = ∀ ≠, , , 3.14 

je vhodná k vyjádření amplitudy u periodického kmitání, úplná vlnová rovnice 
postihuje tlumení, ztrátové prostředí. 

Schrödingerova rovnice 
( )2 0 cu Cu C f x y z∇ + = ∀ =, , ,                      3.15 

Neúplná vlnová rovnice je vhodná k popisu úlohy netlumeného bezeztrátového vlnění. 

( )
2

2
2 0 0uu g g x y z

t
∂

∇ + = ∀ <
∂

, , ,
                   

3.16 

d´Allambertova rovnice 

( )
2 2

2 2 0 0u uu g g x
x t

∂ ∂
+ = ∀ <

∂ ∂
,

                       
3.17 

Úplná vlnová rovnice 

( ) ( )
2

2
2 0 0c
uu g f x y z t g x y z

t
∂

∇ + − = ∀ <
∂

, , , , , ,
  

3.18 

Rozšířená vlnová rovnice 

( ) ( )
2

2
2 0 0c

u uu f g f x y z t g x y z
t t

∂ ∂
∇ + + − = ∀ <

∂ ∂
, , , , , ,

 
3.19 

Telegrafní rovnice v zapsané formě popisuje přenos signálů a event. energie podél tras. 
2

2
2 0u uu cu f g

t t
∂ ∂

∇ + + + =
∂ ∂                      

3.20 

Zkrácená telegrafní rovnice se liší o člen ztrát podél trasy. 
2

2
2 0uu cu g

t
∂

∇ + + =
∂                                   

3.21 
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Rozšířená difúzní rovnice vedení tepla (ztrátové prostředí) 



Rovnice vyšších řádů nebo vlastní formulace slouží ke speciálním hlediskům, při 
kterých nám nevyhovují výše popsané a známé úlohy. 

2
2 2 2

1 12 0g u f u u
t t

∂ ∂
∇ + ∇ + ∇ =

∂ ∂     
3.22 

Obecná rovnice matematické fyziky vyšších řádů 
4 3 2

1 1 1 1

2 3

2 3

n n n n

ijk ijk ij i
i j k l i j k i j ii j k l i j k i j i

u u u uz y a b c u d
x x x x x x x x x x

u u uet f g h
t t t

= = = =

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂

∑ ∑ ∑ ∑
, , , , , ,

 

3.23 

kde aij, bi, c, d, e, f, g, h, y, z jsou obecné spojité nebo po částech spojité 
(nespojité - diskrétní) funkce proměnné u a nezávisle proměnných x1,…xn. Podle 
charakteru, váhy a stavu koeficientů se mění základní relace matematicko-fyzikálního 
modelu. 
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Parciální diferenciální rovnice 4. řádu se používají zejména v dynamice 
a pevnosti - pružnosti řešení vnitřních energií systému, vlastní kmitání soustav. Více se 
parciální diferenciální rovnice používají při formulování rychlých deformací 
(dlouhých), dynamických systémů impulsních dějů mechaniky. Obecně se mohou 
použít u komplikovaných sdružených fyzikálních úloh.  Rozbor základních pojmů 
modelování je v [6].  

3.1 Modelování a simulace technických systémů v současné době  

Modelování a simulace technických systémů představuje v současné době 
podstatnou část celé sítě modelovaných problémů (např. [5] až [62]. Mezi řešené úlohy 
patři problémy z energetiky, strojírenství technologie hutnictví, elektrotechniky (např. 
[63], [64], [65] až [80]), kosmické a jaderné techniky, v nichž je tempo rozvoje 
a uplatňovaní modelovaní nejvyšší.  

Využití numerických modelů se týká všech oblastí lidské činnosti, např. ve 
výrobních technologiích v řízení technologických procesů např. [38] až [40], 
v dopravě např. [81], v chemii např. [58] až [60], v lingvistice např. [110] vytváření 
různých fonologických modelů řeči, v překladatelství, ve školství např. [111], 
v elektrotechnice např. 10, [64], [24], [30], v pojišťovnictví např. [112], ve 
stavitelství např. [108], [109], v ekonomii např. [43] až [45], [61],  v ekologii 
např.  [49], [50], [57], [106], [107],  v biologii např. [41], [42], v sociologii např. [46], 
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[47], [51] až [56], v biologii, sociologii, psychologii, lékařství např. [12] až [22], [41], 
[42]. Fyzikální analogie je rozšířením pojmu fyzikální podobnosti na fyzikálně různé 
jevy, mající podobný matematický popis např. [64], [24], [30], [34] používané např. 
v hydromechanice, termomechanice, pružnosti, elektrotechnice, aplikované matematice 
i netechnických oborech. Při volbě analogie rozhoduje obvykle vedle uvedených 
vlastností i přesnost, dostupnost, charakter úlohy a měřitelnost veličin.  

Obecné matematické modely mají největší ve schopnosti vyjádřit myšlenky 
a složité vztahy symbolicky a přitom zachovávat ve vyjádřeních jednoduchost 
a racionálnost. Matematický model může vzniknout výsledkem: 

— zkoumání a pozorování — model fenomenologický, vyjadřující analyticky 
nebo numericky výsledky empirického zkoumaní, 

— dedukce, kdy model vzniká jako dílčí případ obecnějšího popisu modelu 
asymptotického, vyjadřujícího jednoznačný matematický zákon chování systému nebo 
procesu, přičemž zákon se chápe jako dílčí případ obecné vědní teorie (např. 
Laplaceova rovnice jako nejjednodušší případ obecné teorie fyzikálního pole). 

Převaha určitých typů modelů charakterizuje současně i stupeň vývoje vědní 
disciplíny. Fyzika je svázána se soustavou matematických asymptotických modelů, pro 
kybernetiku jsou charakteristické modely komplexové. Přesně analytické řešení úloh 
s okrajovými podmínkami je možné jen ve velmi omezené míře. Platí to zejména 
o úlohách popisovaných rovnicemi matematické fyziky. Proto se používají různé 
přibližné metody (např. v literatuře [82], [92], [93], [95], [96]). Podrobněji v [6]. 

4 Hybridní modely 

Hybridní modelování nabývá v současnosti na významu (např. [82], [31] až [37], 
[113]). Pojmem hybridizace se rozumí pronikání prvků jedné simulační techniky do 
druhé. V hybridním zařízení je zastoupena jak analogová, tak číslicová simulační 
technika v různé míře. Hybridizace se ubírá dvěma směry. Pronikání číslicové techniky 
do techniky analogové (levá větev Obr. 3) začíná doplněním analogového počítače 
diskrétními logickými prvky pro individuální řízení integrátorů a analogových pamětí.  
Číslicové počítače se doplňují analogovými prvky k provádění některých operací (pravá 
větev Obr. 3). Používají se speciální programy pro vytváření číslicového modelu 
chování analogových operačních prvků (sumátorů, integrátorů aj.) navzájem 
propojených. Programy umožňují kontrolu a ověřeni analogového modelu.  

Hybridní metody se dělí podle způsobu řešení problémových zadání na: 

Numericko-numerické  

Patří mezi ně např. Metoda konečných prvků (MKP), Metoda konečných diferencí 
(MKD), Metoda konečných objemů (MKO), Metoda hraničních prvků (MHP),…, a 
také kombinace metod např. MKP/MHP, MKP/MKO....MKP/MKD,… V práci je 
příklad řešení numericko – numerickou hybridní metodou uveden v kapitole 5. 
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Numericko - analytické  

Patří mezi ně např. řešení Metodou konečných prvků (MKP), Fourierovou transformací, 
využití principu Superpozice. V práci je příklad řešení numericko – analytickou 
hybridní metodou uveden v kapitole 7. 

Numericko experimentální  

Patří mezi ně např. Nukleární magnetická rezonance (NMR) v kombinaci s MKP. 
V práci je příklad řešení numericko – experimentální hybridní metodou uveden 
v kapitole 8.  

 
Obr. 3 Hybridizace metod a prostředků simulace A – číslicové zpracování 

informace a logické řízení, B – analogové zpracování informace  

Při vytváření hybridních simulačních modelů se kombinují modely analogové 
a číslicové ve snaze využít výhodných vlastností obou. Zpracovávají se informace 
zobrazené různým způsobem. Mezi analogovým a číslicovým modelem dochází 
v průběhu simulace k jednosměrnému nebo obousměrnému předávání informací, které 
se spojovacím zařízením převádějí z číslicového tvaru do tvaru analogového a naopak. 
Analogové a číslicové zpracování modelové informace je sice zcela odlišné, ale 
v konstrukci hybridních simulačních systémů se podařilo využít výhod obou způsobů. 
V systému jsou však spojeny dva nesourodé podsystémy, informace vyměňující se mezi 
nimi musí být neustále konvertovány z jednoho způsobu zobrazení na druhý [6]. 

4.1 Hybridní simulační modely a systémy 

Hybridní simulační systém je univerzálním prostředkem umožňujícím 
kombinovat sériově pracující číslicové modely s paralelně pracujícími modely 
analogovými a řídit je jednak programem, jednak speciálně vytvořenou logickou řídicí 
sítí.  

A

B

B

A
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Obr. 4 Strukturní schéma hybridního simulačního systému 

Analogový podsystém dovoluje rychlé paralelní zpracování informací, spojitost 
veličin může být zachována, řešitel má možnost vstupovat do procesu simulace a měnit 
nastavení operačních prvků i strukturu počítací a řídicí logické sítě.  

 

Obr. 5 Strukturní schéma vytváření analogového simulačního modelu 

Číslicový podsystém zajišťuje zejména přesné zpracování diskrétních nebo 
diskretizovaných veličin, uchování hodnot a řízení simulace. 

 

Obr. 6 Schéma univerzálního hybridního systému 
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Vyvážený hybridní simulační systém má oba podsystémy, číslicový i analogový 
rovnocenné co do kapacity, vybavení vstupními a výstupními zařízeními i možností při 
řešení úloh. Strukturní schéma vyváženého hybridního simulačního systému naznačuje 
Obr. 4.  

Informace mohou téci oběma směry, tedy kolovat v systému. Vyvážený hybridní 
systém završuje proces hybridizace simulačních prostředků a dává předpoklady 
k hybridizaci simulačních metod tím, že volba číslicové nebo analogové metody závisí 
na charakteru řešeného problému a není ovlivněna omezeními technického rázu. 
Obecné strukturní schéma hybridního simulačního systému je na Obr. 4 a jeho 
podrobnější uspořádání je na Obr. 6. Na Obr. 7 je blokové schéma typického 
jednoúčelového hybridního systému. Podrobnější informace jsou uvedeny v literatuře 
[6]. 

 

 

Obr. 7 Schéma jednoúčelového hybridního simulačního systému 

5 Hybridní numericko - numerická metoda teplotně radiační  

Podrobné rozbory oteplení v ustáleném stavu, obecná difúzní rovnice, tepelného 
pole, základních zákonů tepelného toku, principu tepelné sítě, ochlazování povrchu, 
sálání ve volném prostoru, sálání v omezeném prostoru, stínění okolními tělesy, 
konvekce, přirozená konvekce, přirozená konvekce v omezeném prostoru, chlazení 
konvekcí v omezeném prostoru, přirozená konvekce ve volném prostoru jsou v [6]. 

6 Metody řešení tepelného hybridního modelu 

6.1 Metoda uzlových oteplení 

Tepelná úloha je formulovaná pomocí dílčích řešení parciální diferenciální 
rovnice 4.4 a 4.5 v literatuře [6], při kterých jsou parciální derivace nahrazeny 
diferencemi (MKD) a po částech homogenní úloha je nahrazena sítí s konstantními 
parametry. Získáme tak úlohu se soustředěnými parametry se silně nelineárními 
průběhy funkcí. Tato nelinearita je způsobena nelineární teplotní závislostí úseků úlohy, 
například vztahy v příloze 9 v literatuře [6]. Pro řešení nelineární úlohy je zvolena 
prostá iterační metoda [92]. V iteračním procesu se sleduje změna oteplení ve vybraném 
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uzlu sítě modelu vzhledem k předchozímu iteračnímu kroku. Platí vztah pro ukončení 
iteračního procesu kroku k 

1k k
i i kΘ Θ ε+− ≤  6.1 

kde εk je zvolené dostatečně malé číslo, j je číslo uzlu sítě MKD modelu. 

 
Obr. 8  K vysvětlení MUO 

Řešení lineárního obvodu na základě metody uzlových oteplení probíhá ve třech 
krocích: 

1) Vybere se jeden z  uzlů obvodu za tzv. referenční uzel, zpravidla se mu 
přiřazuje pořadové číslo 0. Jeho oteplení pokládáme za rovné nule. Očíslujeme ostatní, 
tzv. nezávislé uzly, a označíme v kladném smyslu jejich oteplení vzhledem 
k referenčnímu uzlu (tzv. uzlová oteplení) jako Θ10, Θ20, ... Θ (n-1)0. 

2) Pro jednotlivé nezávislé uzly formulujeme rovnice podle 1. Kirchhoffova 
zákona. Tepelné toky tekoucí z uzlu bereme s kladným znaménkem, tepelné toky 
tekoucí do uzlu se záporným znaménkem. Řešením soustavy rovnic obdržíme velikosti 
uzlových oteplení v obvodu. 

3) Vypočítáme tepelné toky a oteplení na jednotlivých prvcích obvodu.  

Metoda uzlových oteplení vyžaduje, aby zdroje v obvodu (nezávislé i řízené) byly 
výhradně zdroje tepelného toku. Zdroje oteplení nahradíme ekvivalentními zdroji 
tepelného toku. Příklady řešení jsou uvedeny v literatuře [6]. 

6.2 Modifikovaná metoda uzlových oteplení 

Modifikovaná metoda uzlových oteplení vychází z klasické metody uzlových 
napětí, tj. vektor neznámých veličin obsahuje především uzlová oteplení, orientovaná 
od jednotlivých nezávislých uzlů k referenčnímu uzlu. Vektor neznámých veličin je 
však rozšířen o některé uzlové tepelné toky, jmenovitě o oteplení ideálních zdrojů. 
Podrobněji v literatuře [6]. 

Příklad řešené úlohy 

Jako příklad řešení uvedeno řešení rozložení teploty u elektrotechnického 
rozvaděče, skládajícího se pro danou konfiguraci ze tří variant. 
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Obr. 9 Schéma řešené testované 
úlohy s rozložením teplot 

Obr. 10 Příklad výsledného rozložení sítě v rozvaděči 

První varianta řešena pro uzavřený prostor (přirozená cirkulace vzduchu, radiace, 
konvekce), druhá varianta je model s ventilačními otvory s přirozeným prouděním 
vzduchu (turbulentní cirkulace, radiace, konvekce) a třetí varianta s nuceným 
prouděním vzduchu (turbulentní cirkulace, vyzařování, konvekce). Model byl navržen 
podle úseků a fyzikálních dějů (konvekce, kondukce, radiace,...), navrženy soustředné 
parametry, sestaven MKD model a iterační solver. Na obrazovce jsou sledovány jak 
všechny uzly sítě modelu- oteplení, tak sledované tři body T1, T2 a T3. Po ukončení 
iteračního procesu se uzlové hodnoty porovnaly s modelem a modelem řešeným MKP. 

Obr. 11 Příklad výsledného rozložení 
teploty skříně a přístroje v rozvaděči 

Obr. 12 Příklad rozložení rychlosti [m/s] 

Podrobné řešení a další výsledky jsou uvedeny v literatuře [10]. 
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7 Hybridní numericko – analytická metoda, přechodová 
analýza stacionárního elmg. pole 

Jiným typem hybridního modelu je model nestacionární úlohy přechodového 
stavu. Jako příklad řešení poslouží model rozšířené vlnové rovnice z odst. 3. Numerický 
výsledek známe, ale řešení je velmi náročné na tvorbu modelu a dobu řešení. Lze 
s výhodou využít hybridní model, který zrychlí a zjednoduší celou analýzu, přičemž 
nedojde k částečné ztrátě přesnosti, jak se stalo u předchozího tepelného modelu. 

7.1.1 Algoritmus odrazu a lomu elektromagnetické vlny 

Obr. 13 Vícevrstvé prostředí 
heterogenního materiálu. 

Obr. 14. Vlny na povrchu heterogenního materiálu 
po odrazu od několika vrstev. 

Odvození a sestavení algoritmu lomu a odrazu EMG vlny na rozhraní pomocí 
koeficientu odrazu a koeficientu prostupu bylo provedeno s využitím literatury [93], 
[94] a [30], algoritmus testovaný v programu Matlab, problematika publikována v [23] 
až [25]. Program generuje matici paprsků, které se šíří ze zdroje. Jsou vyhodnoceny 
průsečíky paprsků s objekty v modelu a určen nový směr odraženého a prostupujícího 
paprsku. Program je koncipován pro analýzu a vyhodnocení vypočítat jakékoliv 
množství odražených paprsků. Počet odrazů každého paprsku výrazně zvyšuje časovou 
náročnost analýzy. Odrazy a prostup jsou řešeny na základě Snellových zákonů pro 
elektromagnetické vlny [93] a [94]. Podrobněji v literatuře [1].  

Odvození a upravení algoritmu analýzy šíření EMG vlny tak, aby vyhodnocoval 
odraz a lom na jednom rozhraní přímo z formulace EMG vlny ve tvaru: 

( ) ( )
1

j j t
e e

ω ϕ− ⋅ ⋅ − +
= ⋅ ⋅nk u r

E E  7.1 

Tento postup odladit pro vícevrstvý heterogenní materiál. Odrazy EMG vlny 
od heterogenního materiálu a její prostup je řešen pomocí numerických metod (pro 
vícevrstvé prostředí na Obr. 13).  

Algoritmus zpracovává odraz až od 10 vrstev. Odraz od n vrstev generuje 
n primárních (jednou odražených) EMG vln (na Obr. 14 dopadá EMG vlna na 5 vrstev 
a na povrchu je 5 odražených EMG vln), které se ve vícevrstvém prostředí odrážejí. 
Vyhodnocení šíření EMG vlny na vícevrstvém prostředí vede na vztahy: 
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kde Erl a Etl jsou odražená a prostupující EMG vlna na rozhraní l  (l = 0, …, max) 
(podle Obr. 13), Eil je amplituda intenzity elektrického pole v místě rozhraní l, ρEl a τEl 
jsou činitelé odrazu a prostupu na rozhraní l, kl je vlnové číslo vrstvy,  rl je polohový 
vektor dopadu EMG vlny na rozhraní l a untl a unrl  jsou jednotkové vektory směru 
šíření. 

          
Obr. 15 Odraz od difúzního povrchu [99].  Obr. 16 Kolmý dopad na vrstevné rozhraní. 

Dále se upraví testovací model metody ray-tracing pro modelování odrazu na n 
vrstvách, postup vyhodnotí odraz od zrcadlového, polodifúzního a difúzního povrchu. 
Situace při odrazu od difúzního povrchu je naznačena na Obr. 15. Vytvořené algoritmy 
zpracovávající pouze postupnou EMG vlnu jsou dále rozšířeny o výpočet zpětné EMG 
vlny. Zjednodušená situace na kolmý dopad EMG vlny je na   Obr. 16. 

 
Obr. 17 Šikmý dopad na vrstevné rozhraní. 

Podle odvození [100] platí pro AE
r

 dopadající a AE
s

 odraženou EMG vlnu, které 
se šíří kolmo na rozhraní 

2 212 23

12 23

j d j d

A D
e e−+ ⋅

=
k kρ ρE E

τ τ
r r

7.4 
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kde ρ12 je činitel odrazu vlny šířící se vnějším prostředím rozhraní 1 a odrážející 
se od rozhraní 1, ρ21 je činitel odrazu vlny šířící se vnitřním prostředím a odrážející se 
od rozhraní 1. Analogicky jsou indexovány činitelé prostupu τ. k2 je vlnové číslo 
prostředí 2 a d je vzdálenost rozhraní. Šikmý dopad EMG vlny je znázorněn na Obr. 17. 
Protože je vyhodnocení šíření EMG vln na vrstvách a při uvažování zpětné vlny časově 
náročné, je nutné algoritmy omezit podmínkou, která ukončí výpočet při velkém 
utlumení vlny. 

Intenzita elektrické složky EMG vlny vyzářené ze zdroje je u testovaných 
algoritmů v čase konstantní (E(t) = konst.). Zdroj bude změněn tak, aby intenzita 
elektrické složky byla proměnná v čase. 

7.1.2 Numerické metody pro automatizovaný výpočet 

Pro automatizovaný výpočet fyzikálních úloh existuje v současné době celá řada 
numerických přístupů a komerčně dostupných programů. Velmi často využívanými 
metodami jsou především Ray – tracing, metoda Radiozity a Metoda konečných prvků 
(MKP). Podrobněji v literatuře [6]. 

8 Hybridní numericko-experimentální metoda, Modelování 
vlivu magnetické susceptibility na MR obraz MKP 

8.1 Úvod do numerického modelování vlivu magnetické susceptibility 

Nukleární magnetická resonance (NMR) je známa jako nedestruktivní 
a neinvazivní diagnostická metoda [9] a [14] používaná pro vyšetřování materiálových 
vlastností. Jednou z oblastí nejčastějšího využití NMR jsou medicínské aplikace 
[16], [17]. Prostorová analýza MR představuje nejdokonalejší lékařskou diagnostickou 
metodu poskytující formou zobrazení důležité informace o stavbě a složení lidského 
organizmu. Na rozdíl od jiných zobrazovacích metod (RTG, CT) nevyužívá MR 
ionizujícího záření a nevyvolává proto vedlejší účinky na organizmus. Doposud nebyly 
při běžných expozičních časech aplikace magnetických polí při vyšetření pozorovány 
žádné negativní biologické účinky.  

           

a)               b) 
Obr. 18 MR obraz a) a příklad deformace MR obrazu způsobené materiály pro zubní implantáty b) 
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Velkou výhodou NMR tomografického zobrazení je vysoký kontrast, především 
měkkých tkání. Obrazy relaxačních vlastností jader a MR spektra z vymezených oblastí 
nelze jinými technikami získat. V lékařské MR tomografii má zásadní význam 
přítomnost kovu v lidském těle, například zubní implantáty, inlaye, endoprotézy apod. 
Tyto materiály svou susceptibilitou natolik ovlivňují magnetické pole, že dochází ke 
zkreslení detailů a v extrémním případě ztrátě informace ze získaného obrazu (více 
v literatuře [10]). 

Jinou možností měření susceptibility je využití jevu magnetické rezonance. 
Stanovení neznámé magnetické susceptibility slabě magnetických látek je jednoduše 
možné u materiálů dávajících MR signál, např. získáním obrazu s kontrastem 
způsobeným změnou indukce magnetického pole, jak je popsáno např. v literatuře [77], 
[80], [21], [22]. Vhodnou zobrazovací metodou je použití sekvence gradientního echa. 
Obraz získaný touto metodou má fázově zakódovanou informaci o změně magnetické 
indukce. 

U materiálů, které MR signál nedávají (například diamagnetické a 
paramagnetické kovy), existuje možnost měření v MR spektrografu porovnáním 
s materiálem se známou hodnotou susceptibility (voda, aceton, benzen, atd.) v MR 
spektrometru [78]. 

Zobrazení technikami magnetické resonance (MRI) se ve svém vývoji zaměřuje 
k možnosti neinvazivní cestou sledovat mikro nástroje navržené k vykonávání zákroků 
ve vzdálených a nepřístupných místech např. v kardiovaskulárním systému člověka. 
Matematický model takovéhoto systému je popsán např. v literatuře [11]. Jsou v něm 
brány v úvahu takové parametry jako je velikost krevní cesty, rychlost a viskozita krve, 
magnetické vlastnosti materiálů, charakteristické rozměry gradientních cívek MRI nebo 
poměr mezi průměrem sférického jádra a průměrem krevní cesty. Dalším příkladem 
využití MRI uvedeném v literatuře [12] je mikromanipulátor, který se může být využít 
k provedení medicínských a biologických výzkumů. Jeho schopností je současně 
manipulovat a měřit objekty velikosti mikronů uvnitř MRI platformy. Sestává ze dvou 
prstů mikroruky, do nichž může uchopit mikroobjekty. Další aplikací využívající NMR 
je materiálové inženýrství. Příkladem je NMR sběr dat jako pokročilá metoda při 
určování ohodnocení a těžbě ropy. Dokáže rozeznat pórovitost, permeabilitu, vázanou 
vodu v objemu, propustnost, volný tekutý objem a viskozitu. NMR sběr dat hraje 
vzrůstající úlohu ve vyhledávání nalezišť ropy a zemního plynu. 

Výsledky z NMR metody a zpracování signálu jsou citlivé na použité materiály, 
zejména když jsou tyto materiály naprosto odlišné v atributech jako je susceptibilita, 
vodivost a permeabilita. Vede k deformacím obrazu a NMR se tak stává nevyužitelnou 
(příklad ztráty informace ukazuje [17]). 

Kapitola 8 popisuje hybridního numericko – experimentální inversní metodu, 
která umí zredukovat vliv extrémně odlišných materiálových vlastností.  

Inverzní metoda je využívána v různých aplikacích [10], [20]. Zde řeší úlohu 
nelinearity, která je podrobněji např. v [20], kde autoři ukazují dvě nelineární inverzní 
metody rekonstrukce vodivostního profilu z měření pomocí elektromagnetické indukce 
(EMI) : vylepšenou dvoukrokovou inverzní metodu založenou na rozšířené Bornově 
aproximaci (EBA) a kombinaci EBA a metody kontrastní inverze zdroje (CSI). V první 
metodě je nelineární problém převeden na dvoukrokovou inverzní metodu a řešen 
Bornovou aproximací. Aplikace inverzní metody v NMR technice sestává z teplotního 
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měření : metoda vhodná pro přímou identifikaci povrchového teplotního toku. Teplotní 
měření není vždy možné uskutečnit, zvláště např. v případech jako jsou agresivní 
prostředí nebo nepřístupné zóny. To je důvod, proč byla inverzní metoda rozvinuta : 
přímý problém s neznámými hraničními podmínkami (teplotní tok zdi) je řešen 
v literatuře [10] s přidáním rovnice teplotního měření na protilehlém povrchu zdi.  

Dalším krokem je nalezení jednoduchého numerického modelu a ověření 
výsledků NMR měřením. Materiálové vlastnosti mohou být měněny a dále 
experimentálně měřeny. Pro řešení jsou v numerickém modelu využity experimentálně 
(MRI) získaná data. Aplikací numerických výsledků do následného zpracování 
výsledků NMR vzroste značně kvalita konečného obrazu. 

Pokračující rozvoj rychlosti a výkonnosti výpočetní techniky a vývoj vhodného 
softwarového vybavení mají za následek rozšiřující se možnosti numerického 
modelování a tím řešení komplikovaných úloh ze všech oblastí lidské činnosti. Mezi 
významné výhody analýza a řešení problematických úloh pomocí simulací je 
nepopíratelně nedestruktivnost, opakovatelnost a možnost modifikovatelnost, které 
umožňují zajímavou úsporu v průběhu vývoje, testování a pozdější výrobě prototypů 
a funkčních vzorků. V procesu numerického se při řešení nevyskytují interference 
měřících chyb dané chybou měřicí metody, měřicích přístrojů nebo obsluhy. V současné 
době je jednou z nejpoužívanějších numerických metod metoda konečných prvků 
(MKP). V oblasti materiálového inženýrství působí řada simulací, které pracují 
v procesu průzkumných řešení při testování materiálových vlastností vzorků.  

V kapitole 8 popsána možnost numerického modelování deformace magnetického 
pole v okolí měřených diamagnetických a paramagnetických vzorků pro účely studia 
deformací MR obrazů vlivem susceptibility heterogenních materiálů (objektů). Pro 
ověření zvolena jednoduchá konfigurace vzorku a porovnány numericky modelované 
řezy s experimentálním měřicím průběhem magnetického pole měřeného MR technikou 
gradientního echa.  

8.2 Experimentální metoda měření vlivu magnetické susceptibility na 
MR obraz 

Podrobněji o nukleární magnetické rezonanci a technikách MR zobrazování 
a měření v literatuře [6], [66] až [68], [71], [72], [77] až [80], [17] a [18].  

8.2.1 Experimentální měření 

Z důvodu snadného ověření výsledků měření bylo uspořádání vzorků 
a experimentu bylo zvoleno s jednoduchou geometrií, ale podobnou reálným úlohám :  

 rovinné, u kterého se snadno volily měřené řezy deformace magnetického pole 
v okolí materiálů s rozdílnou susceptibilitou. Z tohoto průběhu se stanovila 
magnetická susceptibilita materiálů vzorku Obr. 19.  
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Obr. 19 Měřený přípravek pravoúhlé 
soustavy vzorku 

Obr. 20 Měřený přípravek  
s  nehomogenitou 

 sférické, u kterého byla do práškového jílu vložena skleněná kulová nádobka 
naplněná vodou pro stanovení průběhu magnetického pole v dutinách např. pro 
výpočty uvnitř porézních materiálů, protože jádra vody dávaly velmi dobrý MR 
signál a bylo možno stanovit průběh magnetického pole uvnitř dutiny v jílovém 
vzorku Obr. 20.  

Experimentální měření proběhlo na MR tomografu ÚPT AV ČR. Základní pole 
tomografu B0 = 4,7000 T je generováno supravodivým solenoidálním horizontálním 
magnetem firmy Magnex Scientific. Odpovídající rezonanční kmitočet pro jádra 1H je 
200 MHz. Detail držáku vzorku je na Obr. 22. Přípravek je naplněný vodou jako 
referenčním prostředím s vloženým měřeným vzorkem Cu. Vyobrazení experimentu 
s rozměry je na Obr. 23. Jak ukazuje Obr. 20 referenčním prostředím vzorku byla 
krychlová nádoba naplněná jílem s χ = -8,85. 10- 6 uvnitř se skleněnou kuličkou 
(nehomogenitou) o průměru 10 mm naplněnou vodou s χ = -9,04. 10- 6.  

    
Obr. 21 Pohled na přístroje pro sběr dat a na řídicí centrum tomografu. 

Obr. 22 Náhled na usazení přípravku 
pravoúhlé soustavy vzorku v tomografu.  

Obr. 23 Vyobrazení experimentu. Vzorek 
tloušťky 7 mm obklopený z obou stran 

referenčním prostředím 

Zpracování experimentálních dat je podrobněji popsáno v literatuře [6], [69], [73].  
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Pro měření různých vzorků byl nejčastěji použit jako referenční materiál vodný 
roztok síranu nikelnatého s 6

m1 13 10χ −= − ⋅ 6
m1 13 10χ −= − ⋅ . Získaný obraz je funkcí 

rozdílové susceptibility 8.4, proto je nutné v případě, že měřený vzorek má 
susceptibilitu přibližně shodnou, volit odlišný referenční materiál. Při experimentech 
byl vyzkoušen pro měření susceptibility mědi aceton. Podrobnější odvození vztahů je 
v literatuře [66], [6]. 

8.2.2 Odvození numerického modelu 

Pro numerické modelování bylo využito metody konečných prvků ve spojení se 
systémem Ansys. Jako hraniční podmínka byl zadán ϕm skalární magnetický potenciál 
řešením Laplaceovy rovnice 

( )m m 0div gradϕ μ ϕΔ = − =  8.5 

s Dirichletovou hraniční podmínkou 
m .konstϕ =  na oblastech Γ1 a Γ2 8.6 

a Neumannovou hraniční podmínkou 
n mgrad 0ϕ⋅ =u  na oblastech Γ3 a Γ4 8.7 

Spojitost tečných složek intenzity magnetického pole na rozhraní oblasti vzorku je 
vyjádřena výrazem 

n mgrad 0ϕ× =u  8.8 

Popis MKP quazistacionárního modelu vychází z redukovaných Maxwellových rovnic 
rot =H J  8.9 

=0div B  8.10 

kde H je vektor intenzity magnetického pole, B je vektor indukce magnetického pole, J 
je vektor proudové hustoty. Pro případ statického magnetického nevírového pole se 
rovnice 8.9 zjednoduší na výraz  

0rot =H  8.11 
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V praxi je vzorek umístěn v referenčním prostředí poskytujícím MR signál 
(a majícím susceptibilitu m2χ ) a proto je ve vztazích 



0 rμ μ=B H  8.12 

kde μ0 je permeabilita vakua, μr(B) je relativní permeabilita feromagnetického 
materiálu. Uzavřená oblast Ω, na které budou rovnice 8.10 a 8.11 řešeny, je rozdělena 
na oblast vzorku Ω1 a oblast okolí Ω2. Platí pro ně 1 2Ω Ω Ω= ∪ . Pro intenzitu 
magnetického pole H v oblasti Ω platí vztah 8.11. Vyjádření rozložení magnetického 
pole z vinutí je pomocí Biot - Savartova zákona formulovaného jako 

1= 34
dΩ

π Ω

×
∫

J RT
R

 8.13 

kde R je vzdálenost mezi bodem v němž je hledaná intenzita magnetického pole 
T a bodem v němž je uvažována proudová hustota J . Intenzitu magnetického pole H 
v oblasti lze vyjádřit jako 

= mgrad φ−H T  8.14 

kde T je předchozí nebo odhadnutá intenzita magnetického pole, φm je magnetický 
skalární potenciál. Okrajové podmínky jsou zapsány jako 

( )n =0mgradμ φ⋅ −u T  na oblastech Γ3 a Γ4. 8.15 

kde un je normálový vektor, ΓFe-0 je rozhraní mezi oblastí ΩFe  a Ω0 ∪ ΩW . Oblast Ω0 je 
prostor vzduchu v modelu, oblast ΩW  je prostor s vinutím. Spojitost tečných složek 
intenzity magnetického pole na rozhraní oblasti s feromagnetickém materiálem je 
vyjádřen 

( )n =0mgradφ× −u T  8.16 

Aplikací vztahu 8.14 ve vztahu 8.15 se získá výraz 
0 0 m- rad =0r rdiv div gμ μ μ μ φT  8.17 

Diskretizaci rovnice 8.17 lze provést pomocí aproximace skalárního 
magnetického potenciálu 

( )m
1

NN

j j
j

ϕ ϕ
=

= ∑ W x, y, z
 pro ( ) Ω∀ ⊂x, y, z ,  

8.18 

kde je ϕj hodnota skalárního magnetického potenciálu v j-tém uzlu, Wj aproximační 
funkce, NN počet uzlů diskretizační sítě. Aplikací aproximace 8.18 do vztahu 8.17 
a minimalizací reziduí podle Galerkinovy metody se získá semidiskrétní řešení 

1

grad grad d 0
NN

j i j
j Ω

ϕ μ Ω
=

⋅ =∑ ∫ W W
, 1,i NN= K  

8.19 

Soustavu rovnic 8.19 lze zkráceně zapsat 
[ ] 0T

ij i⎡ ⎤ ⋅ =⎣ ⎦k ϕ , { }, 1,i j NN∈ K  8.20 

Soustavu 8.20 lze rozdělit na  
I

D

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦

U 0
K

U 0
 8.21 

kde 
T

I 1 , NIϕ ϕ⎡ ⎤= ⎣ ⎦U K  je vektor neznámých vnitřních uzlů oblasti Ω včetně bodů na 

plochách Γ3 a Γ4. 
T

D 1 , NDϕ ϕ⎡ ⎤= ⎣ ⎦U K  je vektor známých potenciálů na plochách Γ1 a Γ2 

Materiálové vztahy jsou reprezentovány rovnicí  
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(Dirichletovy hraniční podmínky). NI v indexu značí počet vnitřních uzlů diskretizační 
sítě, ND je počet hraničních uzlů sítě. Soustavu pak můžeme rozepsat na 4 submatice 

11 12 I

21 22 D

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

k k U 0
k k U 0

 8.22 

a dostáváme soustavu se zavedenými hraničními podmínkami, která se v MKP řeší 
11 I 12 D 0+ =k U k U  8.23 

Koeficienty kij submatice k jsou nenulové pokud element sítě obsahuje oba uzly 
i a j. Příspěvek prvku e ke koeficientu kij je 

grad grad d
e

e e e e
ij i j

Ω

μ Ω= ⋅∫k W W , 1,e NE= K  8.24 

kde je Ωe je oblast elementu diskretizační sítě, μe je permeabilita prostředí 
zvoleného elementu, NE je počet elementů diskretizační sítě. Prvky matice k jsou pak 
součty příspěvků jednotlivých elementů 

e

1

NE

ij ij
e=

= ∑k k  8.25 

Soustavu rovnic 8.20 lze řešit pomocí standardních algoritmů. Z hodnoty skalárního 
magnetického potenciálu se pak stanoví intenzita magnetického pole podle 8.14 

8.2.3 Geometrický model 

Pro ověření výsledků experimentálního měření (viz kapitola 8.2.1) byly vytvořeny 
geometrické modely MKP. 

Geometrický model pravoúhlé soustavy vzorku 

 

 

Obr. 24 Geometrie vzorku pro vytvoření 
numerického modelu 

Obr. 25 Geometrický model MKP 

Geometrie vzorku pro vytvoření numerického modelu je na Obr. 24. Vzorek je 
obklopen z obou stran referenčním prostředím. V reálném experimentu je touto 
referencí voda, která je ideální pro získání MR signálu. Jak ukazuje Obr. 24, v modelu 
jsou definovány čtyři objemy s různou susceptibilitou. Materiály jsou definovány jejich 
permeabilitou : materiál č. 1 - prostředí vně krychle (vzduch), 0χ = , materiál č. 2 - 
stěny krychle (sodíkové sklo), 611,67 10χ −= − ⋅ , materiál č. 3 je materiál vzorku 
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(sodíkové sklo) 611,67 10χ −= − ⋅ , křemenné sklo, 68,79 10χ −= − ⋅ , sklo s obchodním 
názvem simax, 68,82 10χ −= − ⋅ , materiál č. 4 je prostředí uvnitř krychle (voda 
s roztokem síranu nikelnatého NiSO4, 612,44 10χ −= − ⋅ . Velikost permeability byla 
zadána pomocí vztahu 

χμ += 1  8.26 

Pro geometrii vzorku podle Obr. 24 byl vytvořen v programu Ansys geometrický 
model Obr. 25. V modelu bylo použito diskretizační sítě s 133584 uzly a 126450 prvky 
typu Solid96 (Ansys, [105]). Okrajové podmínky 8.6 byly voleny tak, aby hodnota 
indukce statického základního pole byla B0 = 4,7000 T ve směru souřadnice z (osa 
krychle) – odpovídá reálnému experimentu na MR tomografu ÚPT AV ČR Brno. 
Výsledky numerického řešení zobrazení modulu magnetické indukce B podél 
definované cesty a jsou zobrazené na Obr. 26. 

Pro vysíťování modelu, byla zvolena jako optimální velikost elementu 0,5.10-3m. 
Okrajové podmínky ±ϕ/2 byly zadány na hrany modelu, na vnější levý a pravý okraj 
vzduchového prostředí, jak je znázorněno na Obr. 24. Velikost buzení ±ϕ/2 nabývá pro 
tento případ závislosti dle vztahu 8.30. Ta se odvodí pro předpoklad, že v celé oblasti 
neexistují budící proudy, platí tedy rot H = 0 a pole je nevírové. Proto pro skalární 
magnetický potenciál ϕm platí 

mgradϕ= −H  8.27 

Potenciál budícího statického pole  
0 0m z H zϕ = ⋅ = ⋅∫ H u dz  8.28 

s intenzitou H0  

0
0 r

BH
μ μ

=
⋅

 8.29 

je potom 

0 0

× 4,7000T ×90mm= =
2 2 2

B z
μ μ

ϕ
± 8.30 

kde z je celková délka hrany modelu. 

  
Obr. 26 Rozložení modulu magnetické indukce průřezem vzorku s χm = −8,79·10-6 
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Geometrický model sférické soustavy vzorku s izolovanou nehomogenitou 

Geometrie vzorku pro vytvoření numerického modelu je na Obr. 27. 

 

 

Obr. 27 Geometrie vzorku pro vytvoření 
numerického modelu 

Obr. 28 Geometrický model MKP 

Vzorek je obklopen z obou stran referenčním prostředím. V reálném experimentu je 
touto referencí voda, která je ideální pro získání MR signálu. Jak ukazuje Obr. 27 
v modelu jsou definovány čtyři objemy s různou susceptibilitou. Materiály jsou 
definovány jejich permeabilitou. Velikost permeability byla zadána pomocí vztahu 
μ=1+χ ze susceptibilit :  materiál č.1 - prostředí vně krychle (vzduch), χ = 0, materiál č.2 – 
nehomog. vzorek, (jíl)  χ = − 8,6. 10-6, materiál č.3 – materiál nehomogenit uvnitř vzorku (vzduch), χ = 
0.  

Pro geometrii vzorku podle Obr. 27 byl vytvořen v systému geometrický model 
Obr. 28. V modelu bylo použito sítě prvků typu Solid96 (Ansys,[105]). Okrajové 
podmínky 8.6 byly voleny tak, aby hodnota indukce statického základního pole byla 
B0 = 4,7000 T ve směru souřadnice z (osa krychle) – odpovídá reálnému experimentu na 
MR tomografu ÚPT AV ČR Brno. 

 

Obr. 29 Rozložení modulu magnetické 
indukce řezem vzorku s χm = −8,79·10-6 

Obr. 30 Měřená spektrální charakteristika izolované 
nehomogenity, Δf  = 657 Hz (rezonanční frekvence 

bez jílu je 155 Hz) 

Výsledky numerického modelování jsou zobrazené na Obr. 29. Výsledky 
numerického řešení byly poté použity k zobrazení modulu magnetické indukce B podél 
definované cesty. 
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Pro vysíťování modelu, byla zvolena jako optimální velikost elementu 0,5.10-3 m. 
Okrajové podmínky ±ϕ/2 byly zadány na hrany modelu, na vnější levý a pravý okraj 
vzduchového prostředí, jak je znázorněno na Obr. 27. Velikost buzení ±ϕ/2 bylo opět 
zadáno vztahem 8.31. Ten se odvodí pro předpoklad, že v celé oblasti neexistují budící 
proudy, platí tedy rot H = 0 a pole je nevírové. Proto pro skalární magnetický potenciál 
ϕm platí 8.27. Potenciál budícího statického pole s intenzitou H0 je použitím 8.28, kde 
H0 je dáno 8.29. 

0 0

4,7000 30
2 2 2

B z T mmϕ
μ μ
⋅ ⋅

± = =  8.31 

kde z je celková délka hrany modelu. 

Pravoúhlé soustavě příčné sekce odpovídá měřená spektrální charakteristika Obr. 
26. Byla vybrána jednoduchá geometrie pro snazší porovnání průběhů indukce pole. 
Aby bylo urychleno měření, byl relaxační čas vody T2 zkrácen přidáním 1 molekuly 
sulfátu nikelnatého NiSO4 a soli NaCl. Díky těmto příměsím byl relaxační čas vody 
T2 ≈ 900 ms zkrácen na 175 ms. Efekt způsobený příměsmi by také uveden při řešení 
susceptibility, která se změnila na χ = -12,44.10-6. 

Souhrnné výsledky experimentálního ověření izolované nehomogenity a mnohonásobné 
nehomogenity 

Na Obr. 30 je MR spektrum izolované nehomogenity z Obr. 27 které bylo měřeno 
jako spektrum objemu vzorku pouze s vodou. V tomto případě je nezbytné ukázat, že 
byla měřena všechna jádra vody rozprostřena v jílu. Jíl představuje původce změny 
magnetického pole ve vodě, z tohoto důvodu dochází k posunu rezonanční čáry 
o Δf = 657 Hz. Tento posun odpovídá změně indukce magnetického pole ΔB = 15,44 µT  

(vztah 8.32). Při numerickém modelování úlohy Obr. 41 byla vypočtená hodnota 
ΔB=14,76 µT. Vztah pro přepočet spektrální charakteristiky Δf na změnu ΔB rozložení 
modulu magnetické indukce z Obr. 30 je vztah 8.32. 

8

2 2
2,67 e

f fB π π
γ
Δ Δ

Δ = =  8.32 

kde f [Hz] je frekvence, γ [T-1.s-1] je gyromagnetický poměr vody a ΔB [T] je 
změna rozložení modulu magnetické indukce ve vzorku. 

Pološířka spektrální čáry (šířka spektrální čáry odečtená v polovině její velikosti) 
je 400 Hz, což odpovídá maximu změny magnetické indukce ΔB = 9,4 μT.  

Výsledek numerického výpočtu změny magnetické indukce pole uvnitř kuličky 
(nehomogenity) naplněné vodou je ΔB = 14,76 μT (Obr. 38 až Obr. 41). Rozdíl mezi 
výsledky změn rozložení indukce magnetického pole pro numerické modelování a MR 
měřicí metodu je ΔB = 0,68 µT, což je 4,53 % z měřené hodnoty.  
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a)           b) 

Obr. 31 Fáze MR obrazu kruhového výběru o průměru 10 mm a) mapa magnetického 
pole, b) ve svislé rovině elementárního pole procházejícího přes střed nehomogenity. 

Čísla bodů z Obr. 31 b ΔB [μT] 
2 7,14 
3 4,50 
4 0 
5 7,77 

 

Obr. 32 Velikost indukce magnetického 
pole vybraných bodů uvnitř nehomogenity

Obr. 33 Mapa indukce magnetického pole 
ve svislé rovině elementárního pole 

procházející středem koule o průměru 10 
mm. Ekvipotenciály jsou po ΔBe = 1 μT. 

Byl vytvořen numerický model úlohy s mnohonásobnou nehomogenitou uvnitř 
vzorku, který ukazuje deformace modulu indukce magnetického pole vzájemným 
působením mezi odlišnými nehomogenitami a také deformace modulu indukce 
magnetického pole pórovitého materiálu uvnitř pórů s vodou uvnitř.  

Na Obr. 31 a) je MR fázová obraz získaný GE metodou s TE = 5 ms pro vzorek 
jílu s nehomogenitou ve tvaru kuličky o průměru 10 mm. Změna fáze o 2π odpovídá 
změně indukce magnetického pole o ΔB = 4,7 μT.  Po převedení náhlých fázových 
změn programem Matlab pomocí dvojrozměrné unwrap funkce obdržíme mapu 
magnetického pole v kolmé rovině ve středu kuličky (nehomogenity). Velikosti indukce 
magnetického pole ve vybraných bodech jsou uvedeny v tabulce na Obr. 32. Maximální 
rozdíl ΔB = 7,77 μT odpovídá spektrální čáře o velikosti 330 Hz. Na Obr. 33 zobrazena 
mapa magnetického pole ve stejné zobrazovací rovině jako je na Obr. 31 b) s rozpětím 
ekvipotenciál po ΔBe = 1 μT. Maximální změna magnetického pole uvnitř kuličky 
( nehomogenity) je 8 μT a přesně odpovídá hodnotě zobrazené na Obr. 32. 
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Porovnání výsledků numerického modelování a měření pro pravoúhlou soustavu vzorku 
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Obr. 34 Průběh indukce magnetického pole B, 
numerický model, bez vzorku 

Obr. 35 Změřený průběh indukce 
magnetického pole B prostředím, bez 

vzorku 
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Obr. 36 Indukce magnetického pole B, numerický 
model, křemenné sklo, ΔB=17 μT 

Obr. 37 Změřený průběh magnetické 
indukce B prostředím, křemenné sklo, 

ΔB=3,19 μT 
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Porovnání výsledků numerického modelování a měření pro sférickou soustavu vzorku 
s izolovanou nehomogenitou 

Obr. 38 Výsledky numerické analýzy rozložení 
modulu indukce magnetického pole B v systému 

Ansys pro nehomogenitu s vodou (χ = -12,44. 10-6) 

Obr. 39 Výsledky numerické analýzy rozložení 
modulu indukce magnetického pole B v systému 

Ansys pro jílové pozadí s χ = -8,85.10-6 

 
Obr. 40 Výsledky numerické analýzy rozložení modulu indukce magnetického pole B v systému Ansys 
pro nehomogenitu s vodou po odečtu jílového pozadí ΔB = 14,765281 µT 

 

a) jíl ve skleněné krychli (bez nehomogenity s vodou) 

 
 

b) jíl ve skleněné krychli (zadána nehomogenita s vodou) 

Obr. 41 Numerická analýza MKP pro rozložení modulu B (T) 
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Pro izolovanou nehomogenitu podle Obr. 27 hodnota změny modulu indukce 
magnetického pole přečtená z Obr. 41 ΔB = 14,765281 µT.  

Porovnání výsledků numerického modelování a měření pro sférickou soustavu vzorku s 
nehomogenitami 

 

 
Obr. 42 Naměřené hodnoty pro nehomogenní vzorek, jíl 

Numerické modelování a analýza úloh potvrdily experimentální výsledky a díky 
modifikovatelnosti numerického modelu se podařilo v experimentech na pracovišti 
AV ČR postoupit v kvalitativním zpracování obrazu NMR. 

9 Závěr 

Některé typy úloh nelze běžnými metodami efektivně řešit. Hybridní numerické 
metody při řešení praktických úloh materiálového inženýrství spojují výhody 
analytického řešení, možnosti metod experimentálního modelování, numerického 
modelování a využití fyzikálních analogií. 

V habilitační práci byl rozebrán způsob využití hybridních numerických metod 
a fyzikálních analogií pro řešení praktických úloh materiálového inženýrství, 
přechodové analýzy stacionárního elmg. pole, experimentální metody měření vlivu 
magnetické susceptibility na MR obraz, numerického modelování vlivu magnetické 
susceptibility na MR obraz MKP a úloze řešené hybridní teplotně radiační metodou.  

Byly vytvořeny popisy řešených úloh a přímo uvedeny přístupy k hybridním 
modelům na třech různých typech úloh (řešení numericko – numerickou hybridní 
metodou uveden v kapitole 5, řešení numericko – analytickou hybridní metodou uveden 
v kapitole 7, numericko – experimentální hybridní metodou uveden v kapitole 8). 

Výsledky úloh řešených hybridními numerickými metodami a fyzikálními 
analogiemi vykazují velmi dobrou shodu s výsledky získanými experimentálním 
ověřením. 
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Habilitation thesis deals with the way of hybrid numerical methods and physical 
analogy can be used for solving practical problems the materials engineering, the 
transient analysis of stationary electromagnetic fields, experimental measurement 
methods for magnetic susceptibility effects in the MR image, numerical modeling of 
magnetic susceptibility in the MR image solved by FEM method and example of the 
hybrid heat radiation method solution. 

The work shows a hybrid models solution on three different types of problems 
numerical - numeric hybrid method in Chapter 5, numerical – analytic hybrid method in 
chapter 7 and numerical - experimental hybrid method in chapter 8. The hybrid 
numerical methods and physical analogies of the tasks were verified the experimental 
results and shows very good agreement. 
 

Abstrakt 
Habilitační práce se zabývá způsobem využití hybridních numerických metod 

a fyzikálních analogií pro řešení praktických úloh materiálového inženýrství, 
přechodové analýzy stacionárního elektromagnetického pole, experimentální metody 
měření vlivu magnetické susceptibility na MR obraz, numerického modelování vlivu 
magnetické susceptibility na MR obraz MKP a příkladu řešeném hybridní teplotně 
radiační metodou.  

Práce ukazuje využití hybridních modelů na třech různých typech úloh řešení 
numericko – numerickou hybridní metodou v kapitole 5, numericko – analytickou 
hybridní metodou v kapitole 7 a numericko – experimentální hybridní metodou 
v kapitole 8. Výsledky úloh řešených hybridními numerickými metodami a fyzikálními 
analogiemi vykazují velmi dobrou shodu s výsledky získanými experimentálním 
ověřením. 

Abstract 
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