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1 UVOD

Pohyb télesa (nebo soustavy téles) lze vypoctové popsat pohybovou rovnici. Ta vy-
jadiuje rovnovahu setrvacnych, elastickych a vnéjsich sil. Pisobenim téchto sil mtize do-
chazet k pohybu. Tento vypoctovy model pak urcuje sérii frekvenci, pro které amplitudy
tohoto pohybu rostou nade vSechny meze. Tyto frekvence se nazyvaji vlastni frekvence.
jev a tim je tlumeni. Jedna se o disipaci energie pohybu a to pfimo v materialu, nebo
vnéjsimi pricinami. I to 1ze zahrnout do pohybové rovnice, ktera pak popisuje tlumené
kmitani. Zohlednénim tlumeni v modelu se frekvence, pfi kterych dochéazi k lokalnimu ex-
trému velikosti amplitudy, mirné snizi a amplitudy nabyvaji konec¢nych hodnot. Takovym
modelem se obvykle popisuje dynamické chovani realnych téles.

Zpisobt zahrnuti tlumeni do vypoctového modelu je cela rada. Je vyhodné ho vy-
jadrovat napftiklad ve formé proporcionalniho ttlumu a to z divodu vyhodnosti pii ma-
tematickém feseni. V tomto piipadé se zavadi dva koeficienty o a § kterymi je urcena
uméra mezi velikosti tlumeni a matici hmotnosti respektive tuhosti v pohybové rovnici.
Toto vyjadreni je Siroce vyuzivano v pripadech, kdy je tlumeni v modelu urceno na za-
kladé experimentu. Toho se v praxi vyuziva velice Casto, protoze vypoctové modelovat
konkrétni ¢leny zpiisobujici disipaci energie v realnych soustavach byva velice obtizné az
nerealizovatelné.

Resgeni linearni pohybové rovnice lze provést v ¢asové, nebo frekvenéni oblasti. Obvykle
se Tesi dva pripady a to volné kmitani a vynucené kmitani. V prvnim piipadé€ jsou vnéjsi
sily povazovany za nulové a v druhém se harmonicky méni s frekvenci stejnou jako je
frekvence kmitani buzeného télesa. Reseni v obou piipadech je pak provedeno za predpo-
kladu, ze veli¢iny popisujici stav télesa se harmonicky méni danou frekvenci. Vysledkem
jsou vlastni ¢isla (odpovidaji vlastnim frekvencim) a vlastni tvary kmitani, nebo velikost
amplitudy prislugné dané frekvenci buzeni. V piipadé tlumené (nekonzervativni) soustavy
je Teseni mozné provést pfevodem do stavového prostoru (snizeni fadu diferencialni rov-
nice). Vlastni ¢isla pak maji nenulovou redlnou ¢ast, kterd odpovida tlumeni.

Reseni v ¢asové oblasti se provadi v jednotlivych ¢asovych krocich. Podle typu dis-
kretizace Casu je mozné jej rozd€lit na feseni explicitni a implicitni. Je tak mozné resit
prechodové kmiténi, kdy mé prava strana rovnice (vnéjsi sily) libovolny tvar a kmiténi
neni harmonické. V tomto pripadé je téméi vzdy nutné numerické feseni. Vysledkem jsou
veli¢iny popisujici pohyb télesa v priitbéhu casu.

Schopnost vypoctové urcit dynamické vlastnosti méa v technické praxi velky vyznam.
Pokud totiz realny stroj bude delsi dobu kmitat v oblasti svych vlastnich frekvenci miize
dojit k jeho poskozeni nebo dokonce totalni destrukci. Tomu predchézime tak, ze frek-
vence vnéjsiho buzeni (napfiklad otackové frekvence) stanovujeme mimo tyto nebezpecéné
oblasti. I tak se jim ovSem nelze zcela vyhnout. Vypoctové modelovani méa proto znacny
vyznam pro zefektivnéni konstruovani novych stroji nebo pro tpravu stroji stavajicich.

Na dynamické vlastnosti maji kromé vlastnosti télesa vliv i jeho vazby k okoli a pro-
stfedi, ve kterém se nachézi. Jejich piisobeni se do vypoctovych modelid miize zohlednovat
bud na pravou nebo levou stranu pohybové rovnice. Na pravou stranu se pusobeni zo-
hledni ve formé vnéjsich sil. PouZiti tzv. pfidavnych téinki (zohlednéni na levou stranu
pohybové rovnice) je vyhodnéjsi. Tento pFistup vyzaduje, aby vnéjsi ptisobeni §lo vyjadrit
umérné poloze, rychlosti a zrychleni télesa. Pak je mozné pouzit standardni metody feseni
ve frekvencni oblasti, coz vyrazné zrychluje vypocet a usnadnuje vyhodnoceni vysledki.
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Zohlednéni vlivu okoli na dynamické vlastnosti ve formé pridavnych ucinkt je dano
spisSe historickym vyvojem, kdy neexistovaly metody ani prostfedky pro komplexni mo-
modelem okoli), coz uz dnes ¢aste¢né neplati. Mnoho vazeb k okoli i prostfedi, ve kterém
se téleso nachazi ve formé pridavnych ucinki vyjadrit nelze, nebo lze pouze za cenu zna-
¢ného zjednoduseni readlného chovani. To se také casto vyuziva. Ostatné jakykoli model
realné soustavy je vzdy zjednodusSeny vybeér jejich podstatnych vlastnosti a jde pouze o to
do jaké miry je tento model schopen poskytovat vysledky odpovidajici realnému chovani,
popripadé jak moc je pro nas pripadna odchylka vyznamna.

Pouziti pridavnych G¢inki m4 stale znacné vyhody, kterymi jsou jednoduchost (vy-
poctova nenarocnost), spolehlivost dosazeni vérohodnych vysledki, a také znaéné tspora
casu. Uplatni se také v pripadech, kdy neni pouziti pfimé integrace v casové oblasti
vhodné.

Jednim z technicky dileZitych pfipadt je ten, kdy je pohybujici se elastické téleso!
Castecné (nebo tplné) obklopeno tekutinou. Pokud se téleso v tekutiné pohybuje zptiso-
buje soucasné i pohyb tekutiny. Tento jeji pohyb vyvolava tlakové zmény v tekutiné, a tim
zpétné pusobeni na téleso. Tekutina timto mechanismem zaptic¢ini zménu jeho dynamic-
kych vlastnosti.

Je-li tekutina neviskézni a rychlost jejiho proudéni je mala, vyvola jeji ptisobeni tak-
zvany efekt | pridavné hmotnosti“. Pokud tekutina proudi nebo je viskézni je zohlednéni
jejiho vlivu ponékud komplikovanéjsi. V piipadé proudici tekutiny je mozné povazovat
jejil proudéni za nevitivé a zohlednit jeji ptisobeni ve formé piidavné hmotnosti a pridavné
tuhosti. Pfidavné tlumeni lze ziskat popisem viskézni tekutiny pomoci Navier-Stokesovy
rovnice se zanedbanim konvektivniho ¢lenu.

Tyto zjednoduseni maji ovSem znacna omezeni. Jsou proto pouzitelnd pouze za urci-
tych predpokladi.

V posledni dobé dochézi k odklonu od téchto linearizovanych modelt a k prechodu k
numerickému feseni ptisobeni tekutiny na téleso v ¢asové oblasti. Tekutina je zde popsana
nelinearni Navier-Stokesovou rovnici. Ta je postupné v ¢asovych krocich resena soubézné
s deformaci télesa. Silové ptisobeni tekutiny je tedy zahrnuto na pravou stranu pohybové
rovnice.

Vznikly dva zékladni piistupy k feseni. Prvni je takovy, u kterého je deformace télesa
a proudéni v tekutiné feSena v jedné soustavé rovnic 2. Je vhodny pro tlohy se ,silnou®
interakci, kde se domény vyrazné navzajem ovliviiuji. Nevyhodou je nutnost fesit rozsahlé
soustavy rovnic.

Druhy pristup, kde feseni proudéni v tekutiné a deformace télesa probiha oddélené a je
provadéna vzijemnda vimeéna zatiZzeni prostiednictvim okrajovych podminek 3. Algoritmus
muze probihat tak, ze pro kazdy casovy krok probéhne pouze jedno feseni tzv. ,week
coupled“ (explicitni FeSeni) nebo pro kazdy Casovy krok probéhne nékolik iteraci mezi
fesenim jednotlivych domén tzv. ,strong coupled“ (implicitni feseni). Vyhodou je moznost
pouziti jiz existujicich programu pro feseni proudéni tekutiny a feSeni deformace téles mezi
nimiz je nutné vytvorit pouze prenos zatizeni. Umoznuji fesit vyrazné rozsahlejsi tlohy.
Také je zde mozné pouzit rozdilny casovy krok jednotlivych c¢asti reseni.

Ldeformovatelné téleso s linearni zavislosti mezi vnéj§im zatizenim a deformaci
2y anglické terminologii se jedna o tzv. ,monolithic approach®
3y anglické terminologii se jedna o tzv. ,partitioned approach
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Tyto pristupy jiz umoznuji feseni tloh, kdy tlohy deformace télesa i proudéni v teku-
tiné jsou nelinedrni (coz se zvlasté uplatni napiiklad v biomechanice).

V oblasti FSI (Fluid Structure Interaction)? také ziskava dominantni postaveni ALE
(Arbitrary Lagrangian Eulerian) pro popis proudéni v tekutiné s pohyblivou hranici.
Lagrangetiv popis se z historického pohledu uziva v piipadé mechaniky téles a Euleriv
pro mechaniku tekutin. ALE spojuje vlastnosti obou téchto pohledii. Proto se ji vyuziva
ve zvlastnich pfipadech jak v mechanice téles, tak tekutin. Pti feSeni FSI se ovSem da
setkat i s mnoha pristupy k feseni, kde se pro obé domény pouziva stejny pohled nebo
dokonce i stejné veliCiny.

Je také mozné (pokud jsou deformace malé) k FeSeni pouzit klasicky Eulerav piistup
s pevnou hranici tekutiny a na rozhrani pouzit rtiznych specidlnich okrajovych podmi-
nek (Tanspiration, Immersed boundary method, ...). Tyto pfistupy pfinaseji usnadnéni
a zrychleni vypoctu ovSsem s nevyhodou nizsi pfesnosti v oblasti hranice.

Pouziti metod FeSeni v ¢asovych krocich je velice perspektivni, nebot umoznuji fesit
témér jakykoli problém. Stale ovSsem maji i omezeni a témi jsou jednak znacna casova
narocnost vypoctu dale spatna konvergence a numerické stabilita. Nezanedbatelna je také
ponékud komplikované€jsi interpretovatelnost vysledkt. Proto je jejich pouziti v praxi
zatim omezené a vypocet pridavnych ucinkt si stale uchovava sviij vyznam.

“Interakce télesa a tekutiny



2 CILE PRACE

Cilem prace je vytvorit postup, kterym bude pfi vypoctovém modelovani mozné ekvi-
valentné nahradit vliv nestlacitelné viskézni tekutiny na dynamické vlastnosti elastického
télesa pomoci tzv. piidavné hmotnosti, piidavného tlumeni a pridavné tuhosti. Tato na-
hrada umozni efektivné urcovat dynamické vlastnosti téles obklopenych tekutinou. To
s vyuzitim rozvoje do vlastnich tvari a nezavislém feSeni deformace télesa a proudéni
v tekutiné. Tento postup implementovat do stavajicich vypoctovych programii.



3 MATEMATICKY MODEL
3.1 Uvod

Snaha pouzivat k uréovani piidavnych G¢inkd bézné komeréni CFD (Computer Fluid
Dynamics)! software bez komplikovangjsich tiprav je motivovana nékolika diivody. Ne
vzdy musi byt k dispozici specializovany software pro jejich feseni. Jeho pofizeni muze
byt ndkladné a navic mize byt jednoucelovy, coz je neefektivni. Komeréni CFD software je
dnes jiz naopak relativné dostupny a navic ma obvykle vyznamné Sirsi moznosti vytvareni
modeli. Velké softwarové systémy pro technické vypocty metodou konecnych prvki jako
napiiklad ANSYS nebo ADINA obvykle nabizeji i nékolik nastrojt pro feseni interakc¢nich
uloh. Ty ovSem nemusi byt pro nékteré pripady efektivné pouzitelné a néjaké uzivatelské
zasahy do téchto programi jsou velice obtizné. Naopak pomérné snadné je pouzit pro
vypocet zakladni moduly téchto programi a fidit je z néjaké vnéjsi nadrazené struktury.

Vychozi pro tuto préaci byl postup vyvinuty Pochylym [23]. Postupem vyvoje doslo
k nékolika modifikacim. Struktura vypoctu ziistava stejna, ale doslo k tpraveé ve vychozich
rovnicich a odlisnému zptisobu jejich Teseni.

V pfipadé, Ze téleso je vyrobené z oceli (v technické praxi zatim nejrozsifendjsi pripad)
lze jeho chovani velice dobfe popsat pomoci modelu linearné elastického materialu a te-
kutinou voda dobie odpovidajici Newtonovu modelu kapalin. Pohyb nestlacitelné New-
tonovské kapaliny je pak popsan Navier-Stokesovou rovnici. Ta obsahuje dva parametry
charakterizujici tekutinu a tim je hustota a viskozita. Pro urcovani pridavnych ucinkt
je nutné tuto rovnici linearizovat zanedbanim nelinearnich konvektivnich ¢lent. Tim se
feSeni omezi pouze na neproudici tekutiny. Za téchto okolnosti (jak ukazuje [7]) je mozné
vzajemné oddélit feseni tzv. pfidavné hmotnosti od pfidavného tlumeni. Vlastni frekvence
je mozné velice efektivné urcit pouze pouzitim modelu idedlni (neviskézni) kapaliny, kdy
tekutina zpisobuje pouze tzv. pfidavnou hmotnost. Vliv tlumeni (i jeho pfipadnou ne-
linearitu) od relativné malo viskézni kapaliny na velikost vlastni frekvence lze bezpeéné
zanedbat.

Naopak ur¢ovani tlumeni pomoci tohoto modelu se ukazuje jako nevhodné (respektive
pouzitelné pouze pro rychlosti blizké nule, pficemz v praxi budou tyto rychlosti vyrazné
vétsi). Pro ziskdni redlné hodnoty tlumeni bude nutné pouziti kompletni N-S rovnice
a navic s vyuzitim ALE (a to i v piipadé, Ze vychylky budou relativné malé). Bez pouziti
ALE je problematické stanoveni okrajovych podminek na rozhrani, kde dochazi ke styku
télesa popsaného Lagrangeovskym popisem a tekutiny, u které je pouzit popis Euleriv.
Pti vyuziti néjakého typu zjednodusenych okrajovych podminek nemusi byt vysledné
rychlostni a tlakové pole tekutiny realistické. V takovém ptipadé i vysledné sily na téleso
pusobici nemusi byt realistické. Potom uz ovSem nelze urcit tlumeni ve formé pridavnych
U¢inkt (problém je z podstaty ALE nelinedrni), tim se pfipravujeme o nesporné vyhody
tohoto zptsobu.

Cestou jak pouzit nelinedarni model, a zaroven piidavné uc¢inky miize byt zavedeni
efektivni rychlosti, kterou budeme predpokladat, Ze se téleso v tekutiné pohybuje (ve
skutec¢nosti se jeho rychlost harmonicky méni). Pro tuto rychlost poté uréime konstantni
pridavné ac¢inky postupem podobnym jako v pripadé linearniho proudéni ovsem s vyuzitim
nelinearniho modelu. Provedeme tak jakousi linearizaci ve zvoleném pracovnim bodé. Neni

lprogram na feseni proudéni v tekutiné



MATEMATICKY MODEL

pouzito klasického postupu pomoci Taylorova rozvoje. Bylo by to pomérné komplikované
a prinos vzhledem k dale popsanym komplikacim pti vypoctu by byl diskutabilni. V nasem
pripadé je obecny tvar tlumeni nahrazen modelem vazkého tlumeni.

V pripadé harmonického kmitani elastického télesa v tekutiné nelze pomoci komercénich
programi na feseni tekutiny primo ¢iselné urcit hodnoty ptidavnych ucinki, které by se po
pridani do modelu télesa mohly nasledné pouzit pro vypocet jeho dynamickych vlastnosti.
Vyjadreni pridavné hmotnosti ve formé matice obsahujici feseni proudéni v tekutiné by
vyzadovalo specialni software, nebo komplikovany zasah do softwaru stavajiciho.

Ptfimo ciselné lze ptridavné ucinky urcit pouze ve specialnim pripadé tuhého osové
symetrického télesa v symetrické nddobé. Je to dano tim, Ze nezname vlastni tvar kmitt
soustavy téleso tekutina. Pokud bychom tento vlastni tvar znali, je pohyb télesa plné
zadan (predpokladame, Ze se téleso pohybuje harmonicky) a lze tim paddem bez obtizi
¢iselné urcit pridavné ucinky.

Iterac¢ni postup pro jeho nalezeni vypracoval Kasahara [13]. Vypocet za¢ind predpo-
kladem, Ze téleso v tekutiné ma stejny vlastni tvar kmitani jako samostatné téleso. Dale
je vypoc¢tena pfidavna hmotnost (akusticky model tekutiny). Po jejim pfidani do modelu
je vypocten novy vlastni tvar. Takto probéhne nékolik iteraci. Tento postup bude ovsem
poctem uzlt) bude jeho konvergence problematicka.

V této praci bude pouzit nejjednodussi predpoklad umoziujici oddéleni elastického
télesa od tekutiny. Timto predpokladem je to, ze téleso kmita harmonicky vlastnim tva-
rem shodnym s vlastnim tvarem samostatného télesa [23](feSeni je provedeno rozvojem
do vlastnich tvart kmiténi). To bude pro vypocet vlastnich tvari pfislusnym nejnizsim
vlastni frekvencim vyhovujici.

3.2 Pridavna hmotnost

V ptipadé interakce latek typu ocel — neproudici voda (velky modul pruznosti a hustota
proti nizké viskozité) a za predpokladu malych vychylek z rovnovazného stavu je mozné
zanedbat vliv ,tlumeni®“ tekutiny na velikost vlastni frekvence. Potom lze vlastni frekvenci
soustavy téleso neproudici tekutina vypocitat relativné snadno pouze s pouzitim tzv.
pridavné hmotnosti.

Nestlacitelna neviskézni tekutina je popsana Eulerovou rovnici, u které postupné zane-
dbéame ¢leny, ve kterych vystupuje rychlost tekutiny, kterou povazujeme za malou (kon-
vektivni ¢len). Vznikld rovnice ma tvar (3.1). K ni pfipojime rovnici kontinuity (3.2).
Vznikla linearni soustava rovnic. Konvencéni postup feseni pak vede na Laplaceovu rov-
nici.

oc 1

V-c=0 (3.2)

10
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Okrajové podminky:
1
v : =Vp=1
p
r : p=0
Takto naformulovany problém ((3.1) a (3.2)) je mozné fesit i dalsim zpusobem. K

feSeni je pouzit komercni program, ktery fesi kompletni N-S rovnici. Vypocet pak probiha
jako nestaciondrni. Vychozimi rovnicemi tedy jsou (3.3) a (3.4).

dc 9 1
ajtc-Vc—uVC——;Vp (3.3)

V.oc=0 (3.4)

Okrajové podminky:

Y1 C = QW
Fl :¢c=0
FQ . p:O

Okrajovad podminka na rozhrani je takova, Ze rychlost v tekutiné odpovida rychlosti
pohybu hranice télesa. Tato rychlost je takovou funkci casu, aby vysledné zrychleni bylo
konstantni. V praxi je rychlost v programu béhem casovych krok ménéna tak, aby vy-
sledné zrychleni mélo pozadovanou hodnotu.

Vsechny rychlosti jsou zadavany blizké nule. Zde je mozné pouzit na rozhrani télesa
a tekutiny jak okrajovou podminku typu zdroj/propad a zadavat rychlost tekutiny, tak
i ALE (rovnice (3.5) (3.6) a (3.7)), kde je zaddvana poloha (do vypoctového programu je
zadavana poloha, v rovnicich vystupuje rychlost) pohybujici se hranice proménna v ¢aso-
vych krocich. Vysledky maji v obou pripadech stejnou velikost.

o 1
G_E + (¢ + ) - Ve — vV%c = —;Vp (3.5)
V-c=0 (3.6)
V(knV - -uy,) =0 (3.7)
Okrajové podminky:
act?
Yool Uy = 5 w ; ¢c=0
I'n : un=20 ; ¢=0
F2 o Um = 0 ; b= 0
fn = — /pndS (3.8)
v
a=aw (3.9)

11
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Maga= | 0 = 0 (3.10)
0 0 fmz

az

Na zbytku hranice je poté zadana nulova rychlost tekutiny, referenc¢ni tlak zvolen 0.
Timto postupem je zajisténo, ze pri vypoctu budou vyznamné pouze ¢leny vystupujici
v rovnici (3.1). Je nutné také zadat pocateéni podminky, které jsou ve vSech pripadech
nulové, a proto nejsou uvadény.

Vysledna sila (vznikla integraci tlaku pfes rozhrani) je béhem casovych kroka témér
konstantni (dochézi k zanedbatelnému néristu z divodu postupného zvysovani rychlosti
v tekuting) a je mozné z ni uréit pfidavnou hmotnost. P¥idavna hmotnost je pro kazdy
uzel vypoctové sité urcena jako ¢iselna hodnota. Takto jednoduchy tvar je dan pocatecnim
predpokladem o pohybu télesa.

Metodu lze mirné vylepsit pouzitim vlastniho tvaru z modelu popsaného v [?Sch?].
V takovém pripadé ovSem tento vypocet vlastnich frekvenci ztraci smysl a uplatni se
pouze vypocet tlumeni.

3.3 Tlumeni

N 24

[7], [23] se jevi pouZitelny pouze pro extrémné malé rychlosti pohybu a amplitudy kmitani.
Tyto amplitudy budou v praxi ovSem vyrazné vétsi. V takovém piipadé (kdy je rychlost
tekutiny nezanedbatelné velkd) jiz bude problém nelinearni a jako nezbytné se také jevi
pouziti ALE.

Nahrazeni uc¢inkt tekutiny ve formé ptfidavného tlumeni neni vyhovujici a je mozné
ho pouzit pouze jako zjednoduseni za nékterych omezujicich predpokladi.

Timto predpokladem bude volba efektivni amplitudy kmitani (rychlosti pohybu télesa),
pro kterou je piidavné tlumeni vypocteno. Dalsim pfedpokladem je pak to, ze pfi vypoctu
lokalni zrychleni neovliviiuje tvar rychlostniho a tlakového pole.

(c+1m) - Ve —vVic = —%Vp (3.11)
V-c=0 (3.12)
V(knV -um) =0 (3.13)

Dopoustime se tak vyznamného zjednoduseni, protoze realné tlumeni se pravdépo-
dobné méni i v pribéhu jedné periody kmitu (v zavislosti na rychlosti). Samotné kmiténi
télesa ve viskozni tekutiné pak neni harmonické.

Vypocet je opét proveden jako nestacionarni s vyuzitim komeréniho programu. Je
nutné pouziti ALE, protoze vysledné rychlostni a tlakové pole pfi pouziti stacionarniho
vypoctu a okrajovych podminek typu zdroj/propad nejsou realistickd. Vychazi se proto
z pohybové rovnice (3.11) a rovnice kontinuity (3.12). Pouzity program CFX opét fesi

12



MATEMATICKY MODEL

kompletni rovnice (3.14), (3.15) a (3.16). Pii vypoctu je ménéna poloha hranice béhem
casovych kroki tak, aby jeji vysledna rychlost zistala konstantni. To zpiisobi, Ze nestaci-
onarni ¢len v rovnicich nebude vyznamny.

Z vysledného tlakového a rychlostniho pole je urcena sila pusobici na téleso (rovnice
(3.17)) a nésledné vypocteno odpovidajici pfidavné tlumeni (rovnice (3.20)).

0 1
a—j H(et i) Ve —uVie =V (3.14)
V.c=0 (3.15)
V(knV -uy,) =0 (3.16)
Okrajové podminky:
Yo Uy =0tw ; c¢=0
Iy : u,=0 ; ¢c=0
'y : up,=0 ; p=20
fb =— [ Dn dS (3.17)
gl
P o prE
D= pya_c; % py% (3.18)
PVos PV P
V =10, W (3.19)
be g0
Baaa=| 0 & 0 (3.20)
0 0 L=

<
N

3.4 Vysledny model

Vypoc¢tené piidavné ucinky jsou pak zohlednény v pohybové rovnici télesa 3.21 (diskre-
tizovana pomoci MKP) pfiddnim dalsich koneénych prvka do odpovidajicich uzli na
rozhrani télesa a tekutiny. Toto je vyrazné méné narocné nez tvorba specidlniho konec-
ného prvku (pro feseni ve smyslu MKP) a pfesnost vypoctu se tim vyznamné nesnizi (za
predpokladu, ze je sit dostatetné jemna).

Tim obdrzime vypoctovy model linearniho systému popisujiciho dynamické vlastnosti
télesa pohybujiciho se v tekutiné za v predchozim textu uvedenych predpokladi.

[MJii + [B]t + [KJu = f (3.21)
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4 MODELOVA ULOHA

V této casti jsou popsany dvé tlohy fesené modelem popsanym v predchozi kapitole. Je
zde detailné popsan postup vypoctu pomoci programi ANSYS Classic 11 a CFX 11. Kde
jsou vhodna data k dispozici jsou obdrzené vysledky porovnany i s vysledky experimentu.

Ukolem je uréeni prvni a druhé nejnizsi vlastni frekvence a piislusného koeficientu
tlumeni jednostranné vetknutého prutu mezikruhového prifezu vyrobeného z oceli. Prut
je centricky umistén do vélcové nadoby obsahujici tekutinu (v tomto pfipadé vodu) viz
obrazek 4.1. Pouzité materidlové charakteristiky shrnuje tabulka 4.1. Zakladni rozméry
pak tabulka 4.2. V tloze je proménna vyska vody H od 0 do 1000mm s krokem 100mm.
Také se méni primér nadoby s tekutinou viz tabulka 4.3. Tim vznika celkem padesat
moznych kombinaci. Stény vnéjsi nadoby jsou povazovany za tuhé. VIiv pohybu hladiny
(free surface moving) je zanedban. Také vzdalenost konce prutu od dolni stény nadoby
a jeji vliv na vysledky je zanedban.

////i/ Ady
¥

eV

AT AP S A

A& 7K

Obr. 4.1: Rozméry prutu
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MODELOVA ULOHA

Ocel Voda
E|21-10"Pa
Ju 0,3
p | 7800 kg/m? 1000 kg/m?
v 0,8899 - 1076 m?2 st

Tab. 4.1: Materiadlové charakteristiky

Oznaceni | Rozmér [mm]

L 1100
R1 16,9
ts 2

Tab. 4.2: Rozméry ulohy

Nadoba | R2 [mm)]
1 20
2 25
3 35
4 50
) 105

Tab. 4.3: Rozméry nadob

4.1 Jednostranné vetknuty prut

Popsany model umoznuje tesit pridavné ucinky pro télesa libovolného tvaru. Prvnim kro-
kem je vypocet prislusného vlastniho tvaru samostatného télesa (obr. 4.2 a 4.3). Ten
probiha v programu ANSYS. Tento vlastni tvar je exportovan ve formé textového sou-
boru obsahujicitho posunuti uzli sité na rozhrani télesa a tekutiny. Procedura v programu
MATLAB tento soubor pfeforméatuje do tvaru, ktery je mozné nacitat programem ANSY'S
CFX (soubor s pfiponou .csv obsahujici formatovany text).

FEER=1Z. 475
mer =1, 485

Obr. 4.2: Vychozi prvni tvar kmit Obr. 4.3: Vychozi druhy tvar kmitti
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MODELOVA ULOHA

Vypocet piidavnych G¢inkt probihd v tomto programu. Vypoctovou sif na oblast te-
kutiny znazornuje obr. 4.4. Na hornim i spodnim okraji je predepsana okrajova podminka
,Symetrie“ (rovnice (4.1) a (4.2)). Na obvodu potom nulové rychlost, stejné jako na roz-
hrani (4.3). Zde je také zadavan posun hranice zatim co na obvodu je hranice pevna.

I': ¢=0 (4.1)
r. 2y (4.2)
Y on ’
I'hy: ¢=0 (4.3)

AN

T

Pl
EEDERD) [

;«g Sl
n
- !é 5

o0 '%ﬁf" i
é“f’:}‘:"‘%ﬁ?} n%'s
e

e S

!v
Vgg:

7
ZAEy

0 0.050 0100 (m) i ®
— — ]
0.025 0.075 g

Obr. 4.4: Vypoctova sit pro oblast tekutiny

Pro vypocet piidavné hmotnosti jsou zadany okrajové podminky pomoci funkce pro-
gramu, kterd je umoziuje zadavat ve formé profilu interpolovaného ze sité hodnot (vek-
torti) zadanych pro dané body prostoru. Tato funkce z ptivodnich hodnot vektort posunuti
prislusnych bodim vypoctové sité pouzité pro vypocet vlastnich tvard vytvori vektory
prislusné bodim vypoctové sité tekutiny.

Polohu daného mista hranice v daném case popisuje funkce

act?
5 W
Tlakové pole vzniklé timto pohybem pro prvni a druhy tvar ukazuji obrazky 4.5 a 4.6.
Vysledné sily (ziskané integraci tohoto tlakového pole) pro jednotlivé uzly hranice jsou
exportovany do souboru (formatovany text s pfiponou *.csv). Vypocet ptidavné hmotnosti
probihd v programu MATLAB. Pfidavna hmotnost je do modelu vloZena pomoci prvku
Matrix27 (obr. 4.7).
To je dvouuzlovy prvek, ktery neméa definovanou geometrii a umoznuje vkladat do
modelu tuhost, tlumeni a hmotnost ve formé matic pfislusnych kazdému uzlu. Uzly maji

viou= (4.4)
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Pressure vizi
Contour 1
l 3.111e+001

2.495e+001
1.879e+001
1.264e+001
6.479e+000
3.224e-001
-5.834e+000
-1.199e+001

-1.815e+001
I -2.430e+001

-3.046e+001
[Pa]

el T
{ | )\
0 0200 0.400 (m) A
1

0.100 0.

Obr. 4.5: Vysledné tlakovémpole (prvni tvar)

ANST

Pressure wiLZ
Contour 1
l 2.605e+001

2.075e+001
I 1.546e+001
r 1.017e+001
r 4.876e+000
I -4.164e-001
I -5.709e+000
I -1.100e+001

-1.629e+001
I -2.159e+001

-2.688e+001
[Pa]

0 0200 0400 (m) | P
[ EEEaa—— I
0.100 0300

Obr. 4.6: Vysledné tlakové pole (druhy tvar)

obecné Sest stupni volnosti. Pro tento prvek se tedy obecné dopliuje matice parametri
o rozméru 12x12. V popisovaném pripadé je vzdy pouzit pouze jeden z uzlid, zatimco
druhému jsou odebrany vSechny stupné volnosti, proto je dopliovana pouze ¢ast matice
tohoto prvku o rozméru 6x6. I u tohoto uzlu ovsem nejsou uvazovany rotace, a proto je
v praxi nutné doplnit pouze 9 prvkia matice 3x3.
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SER 11 2011
Lt} .4 03:06:09
ELh 1Y

ELEHEHTS

Obr. 4.7: Model télesa s pfidanymi prvky Matrix27

Na doplnéni matic prvku Matrix27 vytvotfeny specialni algoritmy v programu MATLAB.
Ty maji zabranit hlavné problémtm s délenim malymi ¢isly, které by mohly nastat v pii-
padé, ze slozky vektoru sily jsou jednoduse podéleny slozkami vektoru zrychleni, ptficemz
je doplnéna pouze diagondala matice. Tyto vektory totiz mohou navzajem svirat znacny
uthel nebo byt na sebe i kolmé.

Je vytvoren textovy soubor ve formatu ktery miize nacitat program ANSYS Classic,
ktery obsahuje vSechny slozky matic prvku MATRIX 27 pro urc¢ité body na rozhrani.

Ten je nacten programem ANSYS. Vzhledem k tomu, Ze vypoctové sité pouZzité pro
feSeni proudéni v tekutiné a pro feseni deformace télesa nejsou na rozhrani shodné je
nutnd interpolace mezi témito sitémi. Jako nejspolehlivéjsi se ukazalo prosté prirazeni
hodnot z uzlt jedné sité do nejblizsiho uzlu druhé sité.

K feseni vlastnich ¢isel takto sestaveného modelu je pouzit ,,unsymmetric eigensolver*
(viz [1]). Vysledkem jsou vlastni frekvence kmitani viz obrazky 4.8 a 4.9.

Nasleduje feseni hodnot tlumeni. V programu CFX je pouzit stejny model jako v pred-
chozim piipadé. Poloha hranice na rozhrani (4.5) je zadavana tak, aby jeho vysledna
rychlost byla konstantni. Rychlost je zvolena podle vypoctené vlastni frekvence, vlast-
niho tvaru izolovaného télesa a zvolené amplitudy podle vztahu (4.6).

Viou = U tw (4.5)
ViV =u,W (4.6)

Okrajové podminky opét zadany ve formé profilu. Vysledkem je silové zatizeni roz-
hrani. Vektory sily piisobici na jednotlivé uzly jsou z programu vyexportovany ve formé
textového souboru obsahujiciho formétovana data (*.csv). Tento soubor je nacten pro-
cedurou vytvofenou v programu MATLAB a je vypocteno piidavné tlumeni. Vysledkem
jsou prvky matic kone¢nych prvk Matrix27. Jejich pfenos do programu ANSYS a vy-
tvofeni prvkil predstavujicich pridavné tlumeni probiha obdobné jako v pripadé pridavné
hmotnosti. Je pouzit stejny model jako pfi predchozim vypoctu vlastni frekvence prutu
s pridavnou hmotnosti. Takto nové vznikly model obsahuje jak vypoctenou ptidavnou
hmotnost, tak tlumeni.
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MODELOVA ULOHA
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Obr. 4.8: Zavislost vypoctené prvni vl. frekvence na vysce vody
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Obr. 4.9: Zavislost vypoctené druhé vl. frekvence na vysce vody

Wiegka vody [m]

Vypocet koeficientu tlumeni odezvy tohoto modelu probihd v casové oblasti. Bu-
zeni i vyhodnoceni vysledné odezvy probihd vychylenim konce prutu o zvolenou ampli-
tudu a naslednym uvolnénim a prolozenim obalky vysledné odezvy metodou nejmensich

¢tverci.
Vysledky vypocti shrnuje graf 4.11.
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20

Pressure
Contour 1

l 1.950e+002
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Obr. 4.10: Vysledné tlakové pole (pohyb konstantni rychlosti)
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Obr. 4.11: Vypocteny koeficient tlumeni v zavislosti na vysce vody



5 TECHNICKA APLIKACE

Postup popsany v kapitole 4.1 byl aplikovan i na téleso komplikovanéjsiho tvaru, kte-
rym je rotor virové turbiny. Ten se sklada z ocelového hiidele, uchycené na obou koncich
v loziscich, a mosazného nakruzku se dvéma lopatkami, ktery je na néj nalisovan. Vipoc-
tovy model rotoru byl pfevzat z [11]. Model je sestaven v programu ANSYS a sklada se
z osmi-uzlovych kone¢nych prvki s linearni bazi Solid45. H¥idel i olopatkovany disk tvoti
jednu vypoctovou sif, ovSem s oblastmi s rozdilnymi mechanickymi vlastnostmi, které
shrnuje tabulka 5.1. Sit se skldda z 57 018 elementii a byla vytvorena dle moznosti co nej-
rovnomérnéjsi. Uchyceni v loziscich je povazovano za idealné tuhé a je modelovano jako
zamezeni posuvil uprostied loziskovych ¢epti. Na dolnim ¢epu jsou zamezeny vSechny po-
suvy a na hornim pouze posuvy v radialnim sméru. Pro feseni vlastnich frekvenci a tvarta
byl pouzit algoritmus Block Lanczos.

Ocel Mosaz Voda
E|21-10"Pa | 1-10"Paq
w03 0,34
p | 7800 kg/m? | 8800 kg/m? | 1000 kg/m?
v 0,8899 - 107¢ m? 51

Tab. 5.1: Materialové charakteristiky

Byly feseny pouze prvni vlastni frekvence rotoru v klidu, protoze tyto hodnoty lze
porovnat s provedenym experimentem. Vypocteny prvni tvar kmitu samotného télesa je
pouzit jako vstupni parametr pro vypocet pfidavnych Gc¢inkd od okolni tekutiny.

Rotor je umistén do valcové nadoby na obou koncich navazané na potrubi. Pracovnim
médiem je voda, ktera byla modelovana jako nestla¢itelna newtonska kapalina. Uloha byla
feSena pro stav, kdy se rotor neotaci a tekutina se nachézi v klidu (v ptipadé, ze se rotor
nepohybuje). Model tekutiny je vytvofen v programu CFX. Vysledné tlakové pole, z néjz
je vyhodnocena pfidavna hmotnost je zndzornéno na obr. 5.1.

Vysledny model byl opét vytvoren v programu ANSYS s pridavnou hmotnosti zohled-
nénou pomoci prvkid Matrix27. Pouziti prvkt Matrix27 v nesymetrické formé si stejné
jako v predchozim pripadé vyzaduje feSeni vlastnich c¢isel pomoci algoritmii na feSeni
vlastnich ¢isel nesymetrickych matic (v ANSYSu to je ,unsymmetric eigensolver” viz [1])

Vysledky vypoctu prvni vlastni frekvence a jejich porovnani s vysledky experimentu
(viz [16]) nabizi tabulky 5.2 a 5.3. Rotor se dvéma lopatkami je nesymetricky. Prvni
vlastni frekvenci proto odpovidaji dvé frekvence. Jedna nizsi prislusna roviné prochéazejici
lopatkami (s vySSim momentem setrvacnosti). Druhd, mirné vyssi frekvence odpovida
kmitani v roviné kolmé. Pro kazdou tuto frekvenci byl proveden samostatny vypocet
pridavnych tcink.
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Bez vody S vodou

Hz Hz
Experiment 79,4 74,1
Vypocet 80,5 75,4

Tab. 5.2: Prvni vlastni frekvence rotoru virové turbiny ve sméru lopatek

Bez vody S vodou

Hz Hz
Experiment 80,0 75,5
Vypocet 81,0 75,8

Tab. 5.3: Prvni vlastni frekvence rotoru virové turbiny kolmo na smér lopatek

ANSYS
Pressure e
Contour 1

l 3.415e+001

2.802e+001
2.190e+001
1.577e+001
9.640e+000
3.512e+000 F ‘
-2.616e+000
-8.744e+000

-1.487e+001
I -2.100e+001

-2.713e+001 l
[Pa]

vizi

0 0.200 0.400 I
: (m) P
0.100 0300

Obr. 5.1: Vypoctené tlakové pole na povrchu rotoru v kontaktu s tekutinou



6 ZAVER

Jiz delsi dobu jsou znamy efektivni metody pro numericky vypocet vlastnich frekvenci
a vlastnich tvart elastickych téles v kontaktu s idedlni neproudici tekutinou a to jak
stlacitelnou, tak nestlacitelnou. Je to dano tim, ze v tomto pripadé lze tlak v tekutiné
popsat linearni Laplaceovou respektive VInovou rovnici. Dnes nejpouzivanéjsi je pouziti
MKP jak pro diskretizaci oblasti télesa, tak tekutiny. Nasledné lze cely problém zapsat
do jedné soustavy a fesit problém vlastnich hodnot.

Jedna-li se o tekutinu realnou, lze pro popis jejiho chovani také pouzit linearizovany
model. Kromé ovlivnéni matice hmotnosti v tomto pfipadé dochézi i k ovlivnéni matice
tlumeni. Nasledujici feseni je vyrazné komplikovanéjsi nez v predchozim pripadé. Nevyho-
dou takovychto FeSeni je, Ze jsou odvozena pro rychlosti proudéni (respektive amplitudy
kmiténi) blizké nule. V praxi ovSem je nutné tyto rychlosti povazovat za realné. Vysledné
tlumeni pak je nelinearni funkce rychlosti a komplikace v tomto pripadé také prinasi volba
okrajovych podminek na rozhrani télesa a tekutiny. Obdobné je to i v pfipadé proudici
tekutiny.

Pristup prezentovany v této praci si klade za cil urceni pfidavnych uc¢ink neprou-
dici realné tekutiny tak, aby byl spolehlivy, relativné snadno realizovatelny a vysledek byl
uplatnitelny v praxi. V1iv tekutiny na chovani elastického télesa je tedy zohlednén ve formé
tzv. pridavnych uc¢inkt. Nejsou ovsem rTeseny komplexni matice obsahujicich kompletni
feseni tlakového pole v tekutiné, ale je provedeno tplné oddéleni tekutiny od télesa. Toho
je dosazeno za predpokladu, ze téleso v tekutiné kmita harmonicky vlastnim tvarem shod-
nym s vlastnim tvarem samotného télesa. Takto je mozné ¢iselné urcit pridavné ucinky od
tekutiny. Vysledkem pak neni matice pridavnych tc¢inkt v pravém slova smyslu, ale pouze
pridavné ucinky odpovidajici kmitani shodného s na pocatku predpoklddanym. Vyjadieni
komplexnich matic pfidavnych G¢inkt by vyzadovalo vytvoreni specidlniho softwaru a to
se vzhledem k omezenim, ktery tento pristup mé (viz déle) nejevilo jako efektivni.

Reseni je rozdéleno do koneéného poctu vlastnich tvard kmiténi, pficemz probiha
pouze pro jeden zvoleny. Jejich vypocet je proveden za predpokladu platiciho pro line-
arné se chovajici (zanedbéan vliv konvektivniho ¢lenu) redlnou tekutinu. Zavedenim tohoto
predpokladu lze Fesit matici pridavné hmotnosti oddélené na zakladé vlastnosti idealni
tekutiny. Stejné tak tlumeni lze fesit samostatné.

Pocatecéni urceni vlastniho tvaru samostatného télesa je provedeno v programu ANSY'S.
Ve stejném programu s vyuzitim stejného modelu budou také na zévér urcovany vlastnosti
jiz s pridavnymi tc¢inky. K jejich stanoveni je pouzit program ANSYS CFX. Urcovani pii-
davné hmotnosti probiha nestacionarni simulaci, pti které je postupné zvysSovana rychlost
hranice (rychlost v jednotlivych bodech rozhrani tmérné vlastnimu tvaru) tak, aby bylo
dosazeno konstantniho jednotkového zrychleni. A to za podminky, Ze tyto rychlosti se co
nejvice priblizuji nule. Integraci vzniklého tlakového pole jsou urceny sily odpovidajici
pridavné hmotnosti.

P1i vypoctu pridavného tlumeni doslo k odchyleni od predpokladi linearizovaného
proudéni (z divodu pfiblizeni se realité). P¥i vypoc¢tu je vyuzito ALE a hranice tekutiny je
postupné v ¢asovych krocich posouvana tak, aby bylo dosazeno konstantni rychlosti (opét
odpovidajici vlastnimu tvaru). Casovy krok i délka simulace byly voleny pokud mo#no co
nejkratsi. Rychlost je volena tak, aby odpovidala jakési efektivni rychlosti kmitani danou
vlastni frekvenci (ziskanou v pfedchozim kroku modalni analyzou télesa) a predpoklada-
nou amplitudou kmitani télesa.
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Prislusné pridavné ucinky jsou do vychoziho vypoctového modelu vlozeny formou
pridani dalsich kone¢nych prvkii.

Pouzitelnost vysledného modelu je znacné omezena. Je to nutnosti zavést predpoklad
o typu a tvaru kmitani. Vliv tekutiny zpiisobi pravdépodobné jistou zménu vlastniho tvaru
(zvlast vyraznou u tvart piislusnych vyssim frekvencim). Také pouziti postupi platnych
pouze pro linearni model je znac¢né zjednodusujici. Pokud téleso kmita v realné tekutiné
nebude jeho pohyb harmonicky.

V pripadech, kdy je téleso relativné malo poddajné a tekutina ma relativné malou
viskozitu (kombinace ocel-voda) a jednoduché vlastni tvary se jevi tento postup jako
pouzitelny. Jeho nepfesnosti jsou vykoupeny hlavnimi vyhodami. Témi jsou hlavné rela-
tivné mala naroc¢nost na vypoctovy cas a také relativné slusna spolehlivost pii dosazeni
vérohodnych vysledkt (zvlasté tlumeni).

Reseni problémii interakce téles a tekutin se dnes presouva do ¢asové oblasti s vyuzitim
ALE, kde je mozné fesit i pripady, kdy se tekutina (pfipadné i téleso) chovéa nelinedrné.
Tento pristup slibuje vyznamné lepsi vysledky pro piipad realné tekutiny. Ta je zde po-
psana Navier-Stokesovou rovnici, feseni probiha v casovych krocich a vysledkem je odezva
(deformace) systému na buzeni v ¢asové oblasti.

Zasadnim problémem, ktery zatim omezuje jejich pouzitelnost vyjma znac¢nych naroki
na vykon pocitacl a vypoctovy cas je hlavné Spatna stabilita a konvergence vypoctu.
Vypoctovy cas nutny k vypoctu takovychto tloh je o nékolik fada vyssi, nez v pfipadé
diive popsanych pristupti. Proto tyto postupy zatim maji omezené vyuziti pro velice
jednoduché tlohy nebo ve specifickych pripadech jako napiiklad v biomechanice.
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[rad s~ koeficient tlumeni

(m? s kinematicka viskozita

[kgm™3] hustota

[rad s™!] thlova frekvence odpovidajici zvolenému tvaru kmiténi
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Nsm™| piidavné tlumeni
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[kg] matice hmotnosti
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rychlost
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] amplituda kmiténi

] posunuti vztazné soustavy

] rychlost vztazné soustavy
volena skalarni rychlost

vektor rychlost pohybu hranice



POUZITE OZNACENI

Uy [m s~ slozka vektoru v
vy [m s~ slozka vektoru v
v, [m s slozka vektoru v
W vektor obsahujici slozky vlastniho vektoru

¥ hranice oblasti tekutiny priléhajici k télesu

r hranice oblasti tekutiny neptiléhajici k télesu
a skalar

a vektor

A matice

skalarni soucin vektort
\Y% gradient
V- divergence
\Y% Laplacetuv operator
9 derivace libovolné veli¢iny ve sméru n
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Abstrakt

V této praci je popsan novy pfistup k vypoctovému modelovani dynamickych vlastnosti
elastickych téles nachéazejicich se v nestlacitelné viskézni neproudici tekutin€. Vypocet je
zaloZen na urceni konstantnich piidavnych ucinkt (pfidavna hmotnost a pfidavné tlu-
meni), které jsou vloZzeny do modelu télesa a nahrazuji pusobeni tekutiny. Je pfi tom
vyuzito béznych komercnich vypoctovych programi. Jeho podstatou je stanoveni dvou
tlakovych poli v tekutiné. Jedno pro pfipad pohybu télesa jednotkovym zrychlenim a
druhé pro pohyb jednotkovou rychlosti. Ze silového piisobeni téchto poli na téleso jsou
nasledné urceny pridavné ucinky. V praxi se ovSem ukazalo, Ze pro urcovani ptidavného
tlumeni se bude nutné odchylit od predpokladt linearniho proudéni a pouzit model ne-
linedrni (Navier-Stokesova rovnice ve formé ALE). Pak je vypoctené pfidavné tlumeni
platné pouze pro pripad kmitani s prfedem zvolenou amplitudou.

Summary

New approach for computational modeling of the dynamic behavior of elastic body im-
mersed in incompressible viscous stagnant fluid is described in this work. It is based on
determination of added effects (added mass and added damping). This effects are inserted
into computational model and it replace influence of the fluid. Commonly used commer-
cial computational software may be used. Approach is based on assumption appropriate
for the linear flow. Two pressure field are determined. One for movement of the unite
acceleration of the fluid boundary and the second for unite velocity. Nonlinear model
(Navier-Stokes equation in ALE form) had to be used for determination of the added
damping, hence results are valid only for pre-selected amplitude of vibration.

POHANKA, L. Vyvoj novych typu okrajovych podminek pro interakci téles s tekutinami
a jejich implementace do komercnich vypoctovych systémi. Brno: Vysoké uceni technické
v Brné, Fakulta strojniho inzenyrstvi, 2012. 126 s. Skolitel prof. Ing. Eduard Malenovsky,
DrSec.





