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1 UVOD

Proudéni v potrubi je jednim ze slozitych problému v praktickych aplikacich
hydromechaniky. Zakladni rovnice lze zjednodusit na jednorozmérny piipad, pro-
toze dominantni slozka rychlosti je ve sméru osy trubky, nicméné vyvstavaji spe-
cifické komplikace.

Prvni a nejvice zfejmé je slozitost potrubniho systému, ktery muze byt zcela
libovolné vétveny a mize se skladat z rozliénych prvkia. Namatkou Ize vyjmenovat
akumulétor, spoj vice trubek a nesmi byt opomenuta vlastni trubka.

Potrubi muze sestavat z trubek riznych primeéri, délek, materialii, maji vlastni
tloustku a drsnost stény, ktera se pohybuje pii zménach tlaku a ne vzdy je tento
pohyb zanedbatelny. Pii vypoctech je tedy nezbytné uvazovat také interakei mezi
kapalinou a sténou potrubi.

Vyse uvedeny néstin situace vede na hyperbolicky problém soustavy parciél-
nich diferencialnich rovnic, které maji nenulovou pravou stranu. Jedna se o tzv.
nehomogenni soustavu. Existuji rtizné numerické pristupy k feseni. Pravdépo-
dobné nejpouzivandjsi je metoda charakteristik [17], ale jsou i dalsi napt. metody
Beam — Warming [10], Lax — Friedriz, Richtmyerova, Godunova [11] atd.

V této praci je vsak vyuzita metoda Lax — Wendroff, ktera nabizi urc¢ité vyhody.
Jednou z nich je moznost jednoduchého zavedeni proménné rychlosti zvuku v za-
vislosti na tlaku. Dale vnasi do vypoctu numerickou viskozitu, kterou lze vyuzit
k popisu druhé viskozity kapaliny.

Cilem prace bylo matematické odvozeni vytvoreni algoritmu pro vypocet ne-
stacionarniho proudéni v potrubnich sitich na zakladé metody Lax — Wendroff a
také vytvoreni pocitacového programu, pomoci kterého bude mozné tento algo-
ritmus snadno aplikovat na konkrétni tlohu.

Stavajici softwary (Flowmaster [4], SimHydraulics [12] a SIMSEN |[3]) urcené
pro Teseni problematiky proudéni kapalin nenabizi moznost proménné rychlosti
zvuku béhem vypoctu v zavislosti na statickém tlaku.



2 ZAKLADNI ODVOZENI

Pri matematickém popisu problému se vychazi ze zakladnich rovnic: zakony
o zachovani hmoty a energie. Postupnym zavadénim riznych piedpokladi se
upravi na problematiku jednodimenzionalniho proudéni kapaliny, které lze pred-
poklddat v potrubnim systému. V rovnicich déle je vyuzita Einsteinova sumacni
symbolika.

2.1 ROVNICE KONTINUITY

Rovnice (1) je jednim z moznych zapist rovnice kontinuity. Jeji feseni lze
omezit na usek tenkosténného potrubi o elementarni délce dz, kterym protéké

kapalina podle obr. 1.
d
= ff pdV =0 (1)
AV

Potrubi je tenkosténné a pruzné, takze se méni jeho objem v zavislosti na
tlaku. Dale lze predpokladat, ze axialni slozka rychlosti je dominantni, a tedy je
mozné uvazovat problém jako jednodimenzionalni.
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Obrézek 1: Element trubky

Za téchto predpokladii je tedy mozné (1) upravit na (2), ve které integral pres
plochu P popisuje chovani stény potrubi. Ma nulovou hodnotu, pokud je tlak
nezavisly na case.
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Pri omezeni feSeni na potrubi kruhového prufezu plati:

wD?de

Doposud byl postup totozny s postupem uvedeném v [14]. Podle [13] je mozné
popsat chovani stény trubky pomoci Voigtova modelu télesa (nékdy zvaném Kel-

viniv), viz obr. 2.

I

Obrazek 2: Voigtiv (Kelvintiv) model télesa

Vysledny tvar rovnice kontinuity pro tekutinu v pruzném tenkosténném po-
trubi kruhového priirezu je:

Op . k o0Q
ot S ox

Kde na pravé strané se vyskytuje modul pruznosti k a pamétova funkce m,
jejiz hodnota zavisi na historii tlakovych zmén. Pri konstantnim tlaku je rovna

nule.

= km (4)

_ {pi — _exp(_gm)]}_ (5)

m = _b% Lj%exp(%T)dTﬂo(O)exp(%t)] (6)

2.2 ROVNICE SILOVE ROVNOVAHY

Rovnice silové rovnovahy mize byt opét odvozena na elementu potrubi podle [15]
a obr. 3. Vychazi se z Navier-Stokesovy rovnice (7), jejiz ipravou na jednoroz-
mérné proudéni vznikne (8).
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Ztraty jsou reprezentovany soucinitelem délkovych ztrat A, ktery mitize byt

vycislen podle Churchilla v zavislosti na Reynoldsové ¢isle, prumeéru potrubi a
drsnosti stény. Tento vztah je platny pro vSechny typy proudéni.

Sgcosa

Obrazek 3: Sily v kapaliné [15]

3 RYCHLOST ZVUKU

Diilezitou veli¢inou je rychlost zvuku v daném systému. Kromé druhu kapaliny
je zavisla také na vlastnostech potrubi, ve kterém proudi (tento vliv je podrobné
rozebran v [16]) a také na plynu, ktery proudi spoleéné s kapalinou a vytvaii
s ni smés. Nejedna se o rozpustény plyn, nybrz o rozptyleny (tento jev je popsan
v [8]).

Zatimco pruzné potrubi zptsobuje pokles rychlosti zvuku o konstantni hod-
notu, tak plyn zptsobuje, Ze je zavisla na statickém tlaku. Priklad této zavislosti
je uveden na obr. 4, ktery ilustruje zavislost rychlosti zvuku ve vodé na statickém
tlaku pro rizné obsahy vzduchu. Graf je vykreslen podle rovnice (9).

e
v = ) 9
Ps ©)
[(1 = M,)p+ MyrTplvd kpp

v, P> MyrT + kp?(1 - M,)

p-p
- 11
P = (U= M)p+ MyTp (1)




1600

1400

N N
o N
o o
[w] o

800

600

Rychlost zvuku [m/s]

— 1.00E-06 |
——1.00E-05
1.00E-04 |

400

200

0 1 2 3 4 5
Tlak [MPa]

Obrazek 4: Zavislost rychlosti zvuku pro razné hm. zlomky vzduchu [§]

Zévislost pro konstantni tlak a proménné mnozstvi vzduchu je na obr. 5. Opét
se jedné o vykresleni funkce (9), kde hmotnostni pomér vzduchu M, je pfepocitan
na objemovy.
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Obrazek 5: Zavislost rychlosti zvuku pii konstantnim statickém tlaku [8]



Z obrazku 6 je patrné, ze vysledna funkéni zavislost dobte koresponduje s
experimenty, které jsou popsany v [1] a [2].
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Obrazek 6: Rychlost zvuku — porovnéni s experimentem [9]

4 NUMERICKE RESENi

Neni znamo analytické feseni soustavy rovnic (4) a (8), a proto je nutné vyuzit
numericky pristup. Existuje cela fada matematickych postupt a jednim z nich je
metoda Lax — Wendroff. Jedna se o jednokrokovou metodu zalozenou na Taylo-
rové rozvoji funkce, jak popisuje rovnice (12), ve které se zanedbava ¢len O (At3).

xi,t 202f (x;,t

f (@), te1) = [ (2, tk) +Ataf ((97]5’ t) + A; 0 fété’ k)
K teseni hodnoty v nasledujicim kroku je potfebné znat hodnoty ve trech bo-

dech z predchoziho ¢asového kroku, viz obr. 7.

Musi byt splnéna podminka stability, kterou je nerovnice (13). To je také du-

vod, pro¢ byla pro feseni vybrana pravé tato metoda. Umoznuje totiz uvazovat

proménnou rychlost zvuku bez dodatecnych tprav metody.

Ar

Vo

+0(A8) (12

At <

(13)

4.1 OKRAJOVE PODMINKY

Aby bylo feseni jednozna¢né dané, tak musi byt definovany okrajové podminky.
Teémi mohou byt piimo hodnoty tlaku ¢i pritoku nebo funkce popisujici chovani
jednotlivych hydraulickych prvki, které jsou spojeny potrubnim systémem.

10
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Obrazek 7: Numerické schéma

Okrajové body nejsou feseny metodou Lax — Wendroff, ale prostymi diferen-
cemi vychazejicimi piimo z (4) nebo z (8). K feseni mize byt vyuzita pouze jedna
z uvedenych rovnic, protoze druhou rovnici tvori okrajova podminka. Porovnani

vypoc¢tu s pomoci rovnice hybnosti a rovnici kontinuity je na obr. 8, ze kterého
vyplyva, ze TeSeni je priblizné stejné.
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Obrézek 8: Provnani vypoctu pomoci rovnice kontinuity a hybnosti

11



5 NUMERICKA VISKOZITA

Metoda Laxr — Wendroff ma numericky atlum, ktery vznika v dusledku za-
nedbani vyssich derivaci v Taylorové rozvoji, viz (12). Tim vznika chyba feSent,
kterd zptsobuje tlumeni, jez je patrné z amplitudové — frekvencéni charakteristiky
v nasledujicim prikladu.

Obréazek 9 znéazornuje slepou dokonale tuhou trubku, ktera je zcela vyplnéna
vodou a na jejimz pocatku je umistén generator tlakovych pulsti. Kompletni popis
je nasledujici:

Délka: L = 380m
Primeér: D =0,3m
Hustota kapaliny: p = 1000 kg/m3
Rychlost zvuku: vo = 1000m/s
Amplituda buzeni: po = 100 kPa

Pritok na konci potrubi: Q(380) = 0m3/s

p=p,sin(ot) Q=0 m’/s

oD

Obrazek 9: Buzeni potrubi

Jelikoz neni uvazovano zadné tlumeni (at uz vlivem t¥eni nebo stlacitelnosti
kapaliny), méla by frekvencné — amplitudova charakteristika vypadat stejné jak
na obr. 10. Protoze ma metoda Lax — Wendroff numericky ttlum, jak jiz bylo
vysvétleno vyse, odpovidé F-A charakteristika tlumenému systému obr. 11.

Utlum je zavisly, kromé frekvence, také na délkovém a casovém kroku nume-
rické metody. Délkovy krok Ax je definovan poctem fesenych bodu N a délkou

trubky L, viz obrazek 7.
L

TN-1
éasovy krok At musi spliiovat nerovnici (13). Aby byla velikost ¢asového kroku

jednoznacné urcena, je vhodné zavést soucinitel ¢asového kroku ¢, jehoz hodnota
se nachéazi v rozmezi (0;1).

Az (14)

At = &-ck (15)
Vo

12
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Obrazek 10: F-A charakteristika netlumeného systému

Pokud se dosadi za Az ze (14), vznikne vztah pro velikost ¢asového kroku,
ktery je zavisly na poc¢tu bodi a souciniteli casového kroku:

L Ck

At=—.
Vo N -1

(16)

Pro kazdou volbu ¢; a N mé& metoda Lax — Wedroff odlisny utlum, ktery
méni F-A charakteristiku uvedeného systému. Priklad je na obr. 12. Obrazek 13
doklada, ze zaroven dochazi k fazovému posuvu tlakové odezvy na konci trubky
(x = L =380m). I to je dusledek viskozity, at uz se jednéd o numerickou nebo
skutecnou.

Pro stanoveni velikosti numerického utlumu a jeho zavislosti na délkovém a
¢asovém kroku, byl vytvoren numericky model podle obr. 9, ve kterém se ménil
pocet bodu (délkovy krok) a ¢asovy krok. Pro kazdou volbu ¢ a N byla vytvorena
frekvencné — amplitudova charakteristika tak, Ze se stanovila tlakova odezva na
konci potrubi pro riizné frekvence buzeni.

Porovnani zévislosti druhé viskozity (zjisténé experimentem [5]) a numerického
utlumu je vykresleno na obr. 14. Jedna se pouze o priklad pro ¢ = 1 a rizné
volby poc¢tu bodu N po délce potrubi. Z grafu je patrné, Zze pribéh neni totozny,
ale utlum je radovée srovnatelny.

13
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6 EXPERIMENT

V ramci ovéreni modelu s uréitym mnozstvim vzduchu ve vodé, bylo provedeno
porovnani vypoctu s experimentalnimi daty. Porovnani bylo prezentovano v [7]
a experimentalni data byla prevzata z [6].

Jedné se o jednoduchy hydraulicky okruh sestévajici se z horni a dolni nadrze,
které jsou spojeny ocelovym potrubim, na némz je umistén pneumaticky ventil
slouzici k rychlému zavirani a vybuzeni vodniho razu. Podrobny popis okruhu je
v tab. 2 a na obr. 15.

: Horni nadrz
1
1
Maaneticky Tlakovy senzor
Dg y Pneumat.
prutokomér @ venl
s Q ad
® re
v .g-
P4 3
Dolni nadrz
® Cerpadlo —

Obréazek 15: Experimentéalni okruh

V case t = 0s je v potrubi pfi plné otevieném ventilu ustalené proudéni o
pocatecni rychlosti 0,599 m/s. V ¢ase 0,5s za¢ina zavirani ventilu a vznika vodni
rdz. Nejedna se o totalni réz, jelikoz potrubi je ocelové a relativné kratké. V ta-
bulce 1 je uvedena charakteristika pneumatického ventilu, ktera je definované
pomoci relativniho otevieni z a pritokového koeficientu K.

Tabulka 1: Charakteristika ventilu
2 H ol o1]o2] 03 0405061/ 07] 08 l09]1
K, [m3/s] 03,75 7821]12,37 | 18,33 | 26,09 | 36,01 | 52,18 | 82,51 | 165 | 300

Porovnani vypoctu s experimentem je zobrazeno na obr. 16 a 17. épiéky tlako-
vych pulst jsou vlivem vyssi rychlosti zvuku ostrejsi nez mista s nizkym tlakem,
kde je rychlost zvuku vyrazné nizsi. Priibéh zmén rychlosti zvuku je znazornéna
na obr. 18. Hodnota osciluje mezi 150 a 950 m/s. V extrémnich piipadech muze
klesat az na hodnoty blizké nule (napt. 4m/s). Je otazka, kdy je jesté splnén
predpoklad, Ze rychlost proudéni kapaliny je mnohem mensi nez rychlost zvuku,
za kterého byla odvozena rovnice kontinuity:.

Pr1i vypoctech, u kterych dochazi ke strmému poklesu tlaku na hodnoty blizké
nule, miize dojit k pfekmitnuti do zadporného tlaku. V takovém piipadé vypocet
nezkolabuje, ale okamzité dojde k utlumu a vysledek je ,nesmyslny.“ Naprava
je mozna zkracenim casového kroku (tfeba az desetkrét), které ovsem vede k
vyraznému prodlouzeni vypocetniho casu.

16



Tabulka 2: Popis traté

Popis Hodnota | Jednotka
Délka potrubi od horni nadrze po ventil 32,25 m
Vzdalenost tlakoméru od ventilu 6,2 m
Vyska hladiny v horni nadrzi (méfeno od ventilu) 3,6 m
Spad 7,7 m
Prameér potrubi 36,13 mm
Tloustka stény potrubi 2,5 mm
Teploty vody 19 °C
Pocatecni rychlost proudéni 0,599 m/s
Doba zavirani ventilu 0,485 S
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Obrazek 16: Porovnani vypoctu s experimentem
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Obrazek 17: Porovnani vypoc¢tu s experimentem — detail
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Obrézek 18: Zmény rychlosti zvuku béhem vypoctu



7 PROGRAM RAZ

Na zakladé vztahti odvozenych vyse byl sestaven pocitacovy program nazvany
Raz. Tento program je uréeny pro vypocet nestacionarniho proudéni v potrubnich
systémech. Umoziuje feSeni soustav s pruznym potrubim i vlivem proménné
rychlosti zvuku. Kompletni software byl vyvinut v prostiedi Matlab.

Pro sestaveni numerického modelu jsou k dispozici nasledujici okrajové pod-
minky:

e Priatok — piimo zadané hodnota prutoku, ktera muze byt bud konstantni
nebo se mize ménit podle nékteré jednoduché funkce jako je napriklad
piimka. Nemitize fungovat jako spojovaci prvek mezi dvéma trubkami.

e Tlak — viz priitokova okrajova podminka.

e Odpor — pod nim si lze predstavit jakoukoliv mistni ztratu (koleno, ventil,
difuzor, clona, ...). Odpor, mize byt definovan pomoci ztratového nebo
pritokového soucinitele, které se mohou béhem vypoctu ménit. Je mozné
zadat jedny hodnoty pro pozitivni smér proudéni a jiné pro negativni.

e Cerpadlo — umoznuje zadat kompletni charakteristiky ¢erpadla a motoru
pro konstantni i proménné otacky pomoci polynomu.

e Turbina — viz cerpadlo.

e Signal — zvlastni ptipad okrajovych podminek tlak a pritok. Lze zadat
naméiené hodnoty tlaku nebo pritoku z *.txt souboru. Opét nemize byt
vyuzit jako spojovaci element.

e Uzel — pravdépodobné nejslozitéjsi okrajova podminka. Umoziuje spojeni
libovolného poc¢tu trubek a kazda z nich miize mit sviij vlastni vstupni nebo
vystupni odpor, ktery je definovan pomoci soucinitele ztrat nebo pritoko-
vého soucinitele. Jejich hodnoty se mohou v ¢ase ménit a mohou byt odligné
podle orientace proudéni.

e Vyrovnavaci nddrz — zadava se jeji prufez, ktery nemusi byt konstantni.
Definuje se i vyska nadrze, takze 1ze uvazovat preteceni.

e Plynovy akumulator — je urceny klidovym objemem a tlakem plynu,
takze se béhem vypoctu meéni jeho kapacita. Lze urcit i hodnoty vtokového
a vytokového odporu.

Kromé zadani a vypoctu je také mozné provést vyhodnoceni a export vysledki
a to jak v grafické tak i v ¢iselné podobé.
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8 ZAVER

Resenf problematiky proudéni v potrubnich sitich je vyznamnou soucasti na-
vrhu hydraulickych systémi. V tomto specialnim pripadé je mozné uvazovat
proudéni jako jednorozmérné a podle toho upravit prislusné vztahy, konkrétné
Navier — Stokesovy a rovnict kontinuity. Nelze zanedbat vliv potrubi, které byva
tenkosténné a velmi ¢asto z pruznych materiald, které se pii zménach tlaku rozta-
huji a smrstuji. Tato poddajnost snizuje rychlost zvuku a tim ovliviuje intenzitu
vodniho razu vyvolaného nestacionarnim proudénim. VIiv potrubi mtze byt za-
hrnut do pamétové funkce, ktera je na pravé strané rovnice kontinuity.

Dalsi vyznamny faktor ovliviujici rychlost zvuku je vzduch rozptyleny ve vodé
nebo obecnéji: plyn rozptyleny v kapaliné. Vzduch je oproti vodé vyrazné stlaci-
telny a méni tak objemovy modul pruznosti proudiciho média. Rychlost zvuku
se tim stava zavislou na statickém tlaku. Tuto zavislost lze pomérné jednoduse
odvodit, pokud se neuvazuje rozpustnost plynu v kapaliné.

Vhodné upravené rovnice popisujici proudéni kapaliny v potrubi jsou resitelné
pomoci numerické metody Lax — Wendroff. ReSeni je pfesné urceno okrajovymi
podminkami, které jsou odvozeny tak, aby popisovaly chovani konkrétnich hyd-
raulickych prvki jako je ¢erpadlo, turbina, vyrovnavaci komora, odpor, spoj vice
trubek atd.

Na zakladé odvozeného numerického postupu byl vytvoren software s pracov-
nim nézvem Rdz, ktery je urcen pro reSeni nestacionarniho proudéni v soustavach
potrubi. Nejedna se jen o vodni raz vyvolany uzavienim ventilu, ale také o pre-
chodové stavy cerpadla a jiné nestacionarni jevy. Do vypoctu je mozné zahrnout
vliv pruzného potrubi i obsazeného plynu v kapaliné. Program neni omezen jen
na vypocty s vodou, ale mize pracovat s libovolnou Newtonskou kapalinou.

Metoda Laxr — Wendroff je zalozena na c¢astecném Taylorove rozvoji funkce,
takze méa uréity numericky utlum, ktery, na rozdil od metody charakteristik,
zpusobuje nepfesné feSeni analytickych rovnic. Nicméné, tento itlum je podobny
vlivu druhé viskozity, ktera nebyla vibec uvazovana, takze vysledny efekt ma
spiSe pozitivni charakter.

Porovnéani vypoc¢tu v programu Rdz s mérenim doklada, Ze odvozeny nume-
ricky postup funguje spravné a miize byt pouzit k feSeni konkrétnich problému.
Tim byly splnény cile prace.
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ABSTRACT

Thesis deals about solution of non-steady flow in hydraulic systems, which have
one dominant component of velocity. Such systems can be arbitrarily structured
and they are not limited by number of elements. Computation is based on Laz —
Wendroff method and enables considering of variable sound speed as function of
static pressure and properties of pipe material. It means, that hydraulic system
can be very various.

Numerical method is described in detail and description is also focused on
sensitivity of method for time step and length step. It can be very imported
for evaluation of numerical viscosity, which is compared with second viscosity of
fluid.

Hammer is working title of software, which was developed on the basis of
written numerical procedures. This software enables fast computation of flow in
pipe-line systems.
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