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1 Uvop

Fyzikdlni jevy se obvykle modeluji deterministicky, pomoci diferencidlnich rovnic,
do modelu zahrnout ndhodné vlivy. Tim vznikne novy matematicky model, takzvany
stochasticky. Takovy model miizeme vytvofit bud pfimo pro dany problém, nebo ho
ziskat vhodnou tpravou klasického deterministického modelu. Béhem poslednich 50
let se studium stochastickych modeli vyvijelo velmi intenzivné v fadé obort. Vznikla
potieba uvazovat o ndhodnych vlivech také v inZzenyrskych oborech.

Jedna z technik ,,stochastizace* spociva v tom, Ze v deterministickém matematickém
modelu systému se jeden nebo vice vstupnich parametrii nahradi ndhodnymi procesy.
Resenim vysledného modelu je opét ndhodny proces. Uvazujme napiiklad obycejnou

diferencialni rovnici q
T

dt
Stochastickou verzi této rovnice miZzeme ziskat ptidanim dalsiho ¢lenu b(¢, X (¢))£(¢)
do pravé strany rovnice

= a(t,x).

d
X (0) = alt, X(6) + bt X (0)£()
kde symbol £(t) oznacuje stochasticky proces nazyvany obvykle ,,bily Sum®. Resenim

této rovnice bude ndhodny proces X ().

Z matematického hlediska je tato rovnice problematickd zejména proto, Ze bily Sum
£(t) nemd spojité trajektorie. Je tedy potieba tento model ddle modifikovat. Vyndsobme

rovnici dt,
dX(t) = a(t, X(t)) dt + b(t, X (t))&(¢) dt

a ozname £(t) dt = dW (¢). Tento ¢len budeme interpretovat jako pfirtistek Wie-
nerova procesu W (t). Tento proces, nazyvany také Browndv pohyb, hraje kli¢ovou
roli ve stochastickém modelovani. Dostali jsme se tak ke stochastické diferencialni
rovnici

dX(t) = a(t,X(t)) dt + b(t, X (t)) dW(2),
kterou ve skutecnosti chdpeme jako integralni rovnici

t t
X(t) = X(to) —|—/ a(s, X(s)) ds —I—/ b(s, X(s)) dW (s).
to to
V tomto tvaru stochastické diferencidlni rovnice jsou na pravé strané dva rizné
druhy integral(i. Prvnim je klasicky Riemanntv integrél, druhym je stochasticky inte-
grdl podle dW (t). WienerGv proces je sice spojity ale md nekone¢nou variaci, proto
v tomto pripadé nemiiZe jit o Riemann-Stieltjestiv integral.



Stochasticky integral poprvé definoval Japonsky matematik 1td6 ve 40-tych letech
minulého stoleti. Od néj pochazi vyse uvedeny integrdlni tvar stochastické diferen-
cidlni rovnice, kterd se do té doby zkoumala jen heuristicky. Itd zavedl novy typ
integralu, Itotv stochasticky integral, a tim vybudoval matematicky aparat pro stu-
dium stochastickych diferencialnich rovnic.

1.1 CILE, PRINOS A POPIS PRACE

Tato prace ma dva hlavni cile. Prvnim cilem je vytvofit uceleny prehled Itbova
stochastického kalkulu. Druhym cilem je vyuzit tuto teorii na feSeni probléma z inze-
nyrské praxe, na stochastické modely elektrickych RL obvodi.

Teorie stochastickych diferencidlnich rovnic je velice zajimavy, rychle se rozvijejici
obor matematiky, ktery m4 Sirokou Skdlu aplikaci také v inZenyrské praxi. Studium
matematické teorie stochastickych diferencidlnich rovnic pfedpokladd znalost mnoha
oblasti matematiky, jako jsou pravdépodobnost, teorie miry, obycejné diferencidlni
rovnice a funkcionalni analyza. Jednim z nasSich cili bylo shrnout teorii tak, aby byla
Citelnd a srozumitelnd i pro studenty inZenyrského studia. Zakladni studijni literatu-
rou byla monografie @ksendal [10]. Tato monografie je sice ivodem do oboru, je ale
hodné teoreticky orientovana. Rada pojmii je piistupn&jsi v u¢ebnim textu Evans [4].
Konkrétni metody pro feSeni stochastickych diferencialnich rovnic jsou rozpracoviny
v monografii Arnold [1]. Tato kniha je nejvhodnéjsi pro inZenyrskou praxi, ale ne-
obsahuje teoretické zdklady. Numerické metody jsme Cerpali z knih Kloeden [7] a
Cyganowski [3].

Druhé kapitola poskytuje ivod do teorie stochastickych diferencidlnich rovnic. Nejdiive
zavedeme Brownuv pohyb a ukazeme jeho konstrukci podle Ciesielskiho. Déale od-
vodime jeho druhou variaci a dalsi vlastnosti Brownova pohybu. DalSim krokem je
zavedeni stochastického integralu. Nasi pozornost soustiedime na It6tv kalkulus, ale
ukdZeme 1 rozdil mezi [tbovym a Stratonovicovym piistupem. Uvedeme také pravi-
dlo pro derivovani sloZzené funkce, Itdovu formuli a také podminky pro existenci a
jednoznacnost feSeni tochastickych diferencidlnich rovnic. Na konci této kapitoly se
zabyvame numerickymi metodami pro stochastické diferencidlni rovnice, které jsou
pro aplikace v inZenyrské praxi nezbytné. Pomoci téchto metod miZeme simulovat
analytické feSeni anebo ziskat feSeni stochastické diferencidlni rovnice, kde analytické
feSeni neumime najit. Uvadime dvé konkrétni metody, Eulerovu a Milsteinovu.

Treti kapitola se zabyv4 aplikacemi teorie na elektrické obvody. UkdZeme ,,stochasti-
zaci“ rovnice sériového elektrického RL obvodu, kde se ndhodny ¢len objevi bud’ na
pravé strané rovnice nebo u nékterého z koeficient. Uvazujeme také rovnici se dvéma
ndhodnymi koeficienty. Ve vSech ptipadech odvodime analytické feSeni pomoci [tdovy
formule. Najdeme intervaly, kde se s velkou pravdépodobnosti nachazeji trajektorie
stochastického feSeni. Numerické simulace jsou naprogramovany v jazyce C#. Jde
o novy, objektové orientovany jazyk systému MS .Network. Vyuzivime knihovnu
LinAlg, kterd umoZiiuje vektorové programovdani a praci s maticemi.
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Jednim z prinosi této prace je vytvoreni co nejvice vyvazeného textu, ktery zptistup-
fiuje hlubokou matematickou teorii zdjemciim o jeji aplikace, predevsim inZenyrdm.
Dalsim pfinosem je implementace numerickych schémat pro feSeni stochastickych
rovnic do jazyku C#. Hlavnim pifinosem préce je z matematického hlediska kompletni
feSeni RL obvodu pomoci stochastického kalkulu. Nasli jsme jak analytické, tak 1
numerické feSeni stochastického modelu obvodu se dvéma ndhodnymi parametry. Vy-
Setfili jsme statistické vlastnosti feSeni a nasli oblasti, kde se feSeni nachdzi se zadanou
pravdépodobnosti. Dosazené vysledky jsme ovéfovali i experimentem na konkrétnim
prikladé RL elektrického obvodu. Potvrdilo se, ze naméfené hodnoty se nachazi v
intervalu ziskaném na zéklad¢ teoretickych vysledkd.

2 TEORIE STOCHASTICKYCH DIFERENCIALNICH ROVNIC
2.1 BROWNUV POHYB A JEHO VLASTNOSTI

Browniv pohyb - matematicky model pohybu Castice v tekutiné - je dilezitym
pfikladem ndhodného procesu, ktery hraje kliCovou roli v teorii stochastickych dife-
rencidlnich rovnic. Matematické teorie Brownova pohybu byla zapoc¢ata Wienerem (r.
1923), ktery rozlozeni pravdépodobnosti procesu Brownova pohybu chépal jako miru
v prostoru spojitych funkci. Proto se tento proces nazyva také Wienerv proces.

Definice 2.1. Redlny stochasticky proces W (¢) na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, A, P) se nazyva Browniiv pohyb nebo Wieneriiv proces, jestlize plati
1. W(0) = 0 skoro vSude,
2. W(t)—W(s)ma N(0,t — s) rozdéleni prot > s > 0,
3. prolibovolnd 0 < t; < ty--- < t, jsou pfirlstky
W (t1), W(t2) = W(tr), W(ts) — Wi(tz), ..., W(tn) = W(tn-1)
vzajemné nezavislé ndhodné veliCiny,
4. trajektorie procesu W (t) jsou spojité s pravdépodobnosti 1.

GI|||||||||||||||"A||||||||||

T 2 4 6 10

Trajektorie Brownova pohybu



Poznamka. Plati, ze
i) E[W(t)=0prot > 0.
(i) E[W?3(t)] =t

Poznamka. Wienertv proces predstavuje integral toho, co se v praktickych aplikacich
nazyva bilym Sumem.
Véta 2.2. Necht’W (t) je Wieneriiv proces. Potom
EW ()W (s)] = min{t,s} prot>0,s>0.

Konstrukci Brownova pohybu provedeme podle Z. Ciesielskiho. Nejprve se ome-
zimenat € (0,1).
Definice 2.3. Pro t € (0, 1) definujeme Haarovy funkce {hy(-)}72, takto:

ho(t):=1 pro te{0,1).
1 pro t€(0,3)

{ —1 pro t€(3,1)
Pro2" <k < 2"l n=1,2,..., definujeme

hl(t) =

2n/2 pro k‘;nQ” <t< k72;71+1/2
hk(t) = _2n/2 pro k_2;:1/2 <t S k—gZ-Fl
0 jinde.

Véta 2.4. Haarovy funkce tvoii tiplny ortonormdlni systém v prostoru L*({0,1)) -
funkci integrovatelnych s kvadrdtem na intervalu (0, 1).
Definice 2.5. Pro £ = 1,2, ... definujeme k-tou Schauderovu funkci vztahem

sk(t) = /Ot hi(s)ds  pro t€(0,1).

Poznamka. Grafy Schauderovy funkce maji tvar rovnoramenného trojihelniku o

vysce 27271 leziciho nad intervalem <k53 , k‘;“).




Véta 2.6. Necht’{ay}2 je posloupnost redlnych cisel, 0 < § < 1/2 a necht’plati
lax| = O(K®) pro k — oo.

Potom rada
0

Z aksk(t)

k=1
konverguje stejnomérné pro 0 < t < 1.

Véta 2.7. Necht'jsou { Aj, }32, nezdvislé nahodné veliciny s rozdélenim N (0, 1). Potom
pro skoro vsechna w plati, Ze

|Ax| = O(+/log k) pro k — oo.

Poznamka. Z této véty specidlné vyplyva, Ze posloupnost {Aj}7°, nezavislych
N (0, 1) ndhodnych veliin spliiuje predpoklady véty 2.1.6.

Véta 2.8. Pro 0 < s,t < 1 je soucety ;- s(s)sk(t) = min(s,t).

Véta 2.9. Necht’{ A} je posloupnost nezdvislych ndhodnych velicin s rozdélenim
N(0, 1), definovanych na daném pravdépodobnostnim prostoru. Potom soucet

W(t,w) = iAk(w)sk(t), 0<t<1
k=1

konverguje stejnomérné v t pro s.v. w. Navic

(i) W(-) je Browniiv pohyb a

(ii) trajektorie procesu t — W (t,w) jsou spojité pro s. v. w.
Véta 2.10. Existence Brownova pohybu. Necht’ (2, U, P) je pravdépodobnostni
prostor na kterém je definovdno spocetné mnoho nezdavislych N (0, 1) ndhodnych ve-

licin {A,,}°2. Potom existuje jednorozmérny Browmiiv pohyb W (-) definovany pro
we t>D0.

Poznamka. Uvedeme priklad pravdépodobnostniho prostoru na kterém je definovano
spocetné mnoho nezavislych N (0, 1) ndhodnych veli¢in. Necht’

(2 = prostor posloupnosti redlnych &isel (z1, 5. .. )
N——— ——
W

Necht' U/ je o-algebra generovand mnoZinami typu

A={weQlap<ap<by, k=1,...,m; —o0 < a;, < by < oo}



Pro takové mnoZiny A definujeme pravdépodobnost predpisem

G| be 2
P(A) = H — / e 2 dz.
1 V2 Ja,

Tuto pravdépodobnost rozsifime na v§echny mnoZiny z {/ a definujeme
Ap(w) =z, pro w=(r1,%2,...).
Potom {A4,}°°, jsounezdvislé N (0, 1) ndhodné veli¢iny.

Véta 2.11. Necht’je W (t) Browniiv pohyb na prostoru (2, A, P). Potom proces

(i) W (to +t) — W (to) je Browniiv pohyb pro ty > 0.
(ii) ¢ W (t/c?) je Browniiv pohyb pro ¢ > 0.

Véta 2.12. Pro kazdé t > 0 plati, Ze trajektorie Brownova pohybu nemd skoro jisté
derivaci v bodeé t.

Poznamka. Da se dokdzat i siln€jsi tvrzeni, Ze s pravdépodobnosti 1 nejsou trajektorie
Brownova pohybu diferencovatelné v zddném bod¢. Ditkaz tohoto tvrzeni pochdzi od
Dvoretzky, Erdds a Kakutani, a je moZné ho najit v [8].

Véta 2.13. Necht'je W (t) Browniiv pohyb. Potom (i) E[W?(t)] = t.
(ii) E[W4(t)] = 3t%

Véta 2.14. (i) Necht’ W (t) je Browniiv pohyb na intervalu (0,t) a necht’ symbol
0" i={0=ty <ty -+ <t, =t} znaci déleni tohoto intervalu.
Potom pro |6"| := maxo<k<n_1|tks1 — tx| — O plati

[t

3

(W (trsr) — W(te))* — ¢

e
|

ve smyslu kvadratickych stiedii. Jinymi slovy Browniiv pohyb W (t) md kvadratickou
variaci rovau t.

(ii) Trajektorie Brownova pohybu maji na kaZdém intervalu nekonecnou variaci.

Definice 2.15. n- rozmérnym Brownovym pohybem se rozumi vektorovy proces
W(t) .= (Wi(t),...,Wy(t)) t>0

jehoz slozky tvofi n vzdjemné nezavislych Brownovych pohybii.
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2.2 ITOUV INTEGRAL

Necht je W (t) Browntv pohyb na prostoru (€2, .4, P). Chceme definovat stochas-
ticky integral

/OT f(s,w) dW (s,w)

pro vhodnou ndhodnou funkcei f(s,w). Pfedpokladejme zatim, Ze f je spojitd v s pro
kazdé w € (). Riemann-Stieltjesiv integral pouZit nemizeme, protoZze proces W (t)
nema konecnou variaci.

Priklad 2.1. Mé&jme interval (0, 7"), a m&me déleni tohoto intervalu
={0=ty<ty---<t, =T}, 10"] := maxo<p<n—1|trr1 — tkl-
Pro pevné 0 < A\ < 1 a déleni §" intervalu (0, T") poloZme
Tk = (1 — Nty + Mg (k=0,...,n—1)

a definujme

i
L

R, =R,(0", \w) = W(mw)W (tgt1,w) — W(tg,w)).

e
I

To jsou odpovidajici Riemannovy soucty pro fOT W(s,w) dW(s,w). Pro jednodu-

chost zdpisu vynechdme w a spo¢itime R = lim R,, pro pevné A apro lim [§"| = 0.
n—oo n—oo

Nejdiiv upravime soucin (zkracené¢ budeme psat +A namisto +A — A )
W () (W (k1) = W (tr)) = W)W (bea) = W(m) W (te) =

= W (1) & 3200 £ W (0) & 5WPtks) + W (W () =

_ —% W (tir) — W (m)]* + %[Wm) ~ W) + %{W?(tm) - W (1))

R = 3 W)W (1) — W(00)) =
k=0
= D W)~ W4 SO ()W ()4 SO 2(00n) - 12(10)] —
k=0 k=0 k=0
S A R (R U/()) P A ) PP

Tato konvergence se rozumi ve smyslu kvadratickych stfedt.
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Poznamka. Tento priklad dobie ilustruje rizné piistupy k stochastickému integralu.
Soucet zavisi na volbé . Zvolime-li za A = 0, dostaneme tzv. Itdlv integral

T 2
[(waw 0T
. 2 2

pro A = 1/2 dostaneme tzv. Stratonovi¢iv integrél

T 2
/ W o dW:W(T).
0

2

Definice 2.2. Necht W (¢) je Browntv pohyb na prostoru (€2, A4, P). Filtrace F =
{F:,t > 0} se nazyva historie Brownova pohybu, jestlize pro t > 0 je F; o-algebra
generovand ndhodnymi veli¢inami W (s,w), s < t.

Definice 2.3. Necht’je W (¢, w) Browndv pohyb na prostoru (2, A, P) a necht filtrace
F znadi historii Brownova pohybu. Rikdme, Ze proces {G(t,w), t € (0,00)} je
souhlasny s F, jestlize pro kazdé t > 0 je funkce w — G(t,w) F;- méfitelnd.

Definice 2.4. Ozna¢me L£P(0,7), T > 0,1 < p < oo prostor redlnych procest
((t,w) na prostoru (€2, A, P) takovych, Ze

(i) {G(t,w), t € (0,7)} je souhlasny s F,
() (t,w) — G(t,w)je B x F- méfitelnd, kde B je Borelovska o-algebra na (0,7),

(iii) E[fOT ar(t, w) dt} < .

Definice 2.5. Proces S € L2(0,T) se nazyvé jednoduchd funkce, jestlize existuje
déleni 9 := {Ozto <ty <tm:T},2e

S(t,w) = Sk(w) proty <t <tg1 (k=0,...,m—1).

Definice 2.6. Necht' S € £2(0,T) je jednoducha funkce. Pak

/0 S AW = Z_ Se(@) (W (tpi1,0) — W (th, w))
k=0

se nazyva [toiv integrdl funkce S na (0,T).

Véta 2.7. (Itdova izometrie) Necht’S € L2(0,T) je jednoduchd, omezend funkce.

Potom
E (/OTS(t,w)dW(t,w)>2 :E[/OTS2(t,w)dt].
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Véta 2.8. Necht'je G € L%(0,T). Potom existuje posloupnost jednoduchych funkct
S, € L*0,T), takovd, Ze

E {/OT(G(t,w) — S, (t,w))? dt] —0  pro n— oo.

Definujeme Itoiv integrdl funkce G na (0,T) pFedpisem
T

/T G(t,w) dW (t,w) = lim Sp(t,w) dW (t,w).

n—oo 0

Tato limita existuje a nezdvisi na volbé posloupnosti S,,. Navic plati Itdova izometrie

(/OTG(t,w) dW(t,w)>2 =F [/OTGZ(t,w) dt] :

Véta 2.9. Necht’ F, G € L£2(0,T). Potom

. [[(@G+bF) dW =a [ GdW +b [ FdW pro a,beR
2 E|ffcaw | =0

3. fOTG dW je Fr— méritelnd.

E

Véta 2.10. Pro G € L£2(0,T) oznacme Z(t) := [y G(s,w) dW(s,w), 0 <t < T.
Potom

(i.) Z(t) je martingalem vzhledem k F;.
(ii.) Existuje t-spojitd verze Z(t).

Definice 2.11. Necht'je W (¢) Browndv pohyb na prostoru (2, A, P) anecht X (¢, w)
je stochasticky proces na prostoru (€2, A, P), t > 0.
Rikdme, Ze X (t,w) je Itoiiv proces, jestlize

X(t,w):X(O,w)—i—/o U(s,w) ds—l—/o V(s,w) dW(s,w),

kde U € £1(0,t), V € £2(0,t) a X(0,w) je Fy—méfitelna. Struéné fikame, ze X
m4 stochasticky diferencidl dX (t) = U dt + V dW(¢).

Véta 2.12. (Itdova formule) Necht’ X (t) md stochasticky diferencidl na intervalu
(0,1)
dX(t)=Udt+V dW ().

Necht’g(t,z) : (0,00) x R — R je dvakrdt spojité diferencovatelnd funkce. Potom

Y(t) =g(t, X(t)) .



je také Itony proces, a

dg dg 1 0%
dY (t) = =(t, X(t)) dt + = (¢, X(t)) dX(¢ - —
) = 2 x(0) at-+ 220, x0) X (1) + & 2
kde (dX(t))? = (dX(t)) - ( dX(t)) se pocitd podle pravidel
dt- dt = dt- dW(t) = dW(t)- dt =0, dW(t)- dW(t) = dt.
Véta 2.13. (Multidimensionalni Itoova formule)
Necht’ W(t,w) = (Wi(t,w),..., Wy (t,w)) oznacuje M-dimensiondlni Wieneriiv
proces anecht’stochasticky proces X(t,w) = (X1(t,w), ..., Xn(t,w))je N-dimenziondlni
Itéuv proces

(t, X())(dX(1))*,

dX(t,w) :X(O,w)+/0 U(s,w) ds+Z/O Vi(s,w) dW;(s,w)

kde U,V jsou vektorové funkce, jejichZ sloZky spliiuji podminky z definice 2.3.11.

Necht’g(t,x) : (0,00) x RN — R je dvakrdt spojité differencovatelnd funkce.
Potom

Y(t) = g(t, X(t)) = (9:(t, X(?)), - . -, gp(t, X(2)))
Je stochasticky proces, jeho? k—td slozka je ddna rovnici

_ Ogy, Ogk 1 &g ‘ |

kde dX;- dXj se pocitd podle pravidel

dt- dt = dt- dW; = dW;- dt =0, dW;- dW; =6, dt.

2.3 STOCHASTICKE DIFERENCIALNI ROVNICE

Uvazujme prostor (2, A, P) s neklesajici soustavou o-algeber F = {F;,t > 0}, na
kterém je definovan Wienertv proces W (¢) vzhledem k F. Pfedpoklddejme, Ze kazdé
F; obsahuje vSechny P—nulové mnoZiny z A. Budeme se zabyvat stochastickymi
diferencidlnimi rovnicemi na intervalu (0,77), 0 < T < oo.

Itoovou stochastickou diferencialni rovnici (Itd SDR) rozumime rovnici
dX(t) = A(t, X(t)) dt + B(t, X (t)) dW (), X(tg) = Xo

kde funkce A : (0,7) xR — R se nazyva koeficient driftu afunkce B : (0,T) xR —
R se nazyva difuzni koeficient. Itd SDR je ve skutecnosti integralni rovnice

X(t) = X +/ A(s, X (s)) ds +/ B(s, X (s)) dW (s),

t() 750

kde prvni integral je Lebesguetv a druhy integral je Itouv.
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Kdyz v stochastické diferencidlni rovnici uvazujeme na misto Itbova integrilu Stra-
tonovicav, dostaneme Stratonovicovu stochastickou diferencialni rovnici (Strato-
novi¢ SDR), kterou miZeme symbolicky zapsat takto:

AX(t) = A(t, X)) dt + B(t, X(t)) o AW (),  X(to) = Xo.

Integrélni interpretace této rovnice je

t t
X(t) = Xo + / A(s, X (5)) ds + / B(s, X(s)) o dW(s).
to to
kde prvni integral je Lebesguetiv a druhy integral je Stratonovicav.

Itd SDR a Stratonovi¢ SDR se stejnymi koeficienty nedaji obecné stejna fesSeni. Plati
vSak, Ze feSeni X (¢) Ito SDR

X(t) = X +/t A(s, X(s)) ds +/t B(s, X(s)) dW (s),

spliiuje modifikovanou Stratonovi¢ SDR

t

X(t) = Xo —I—/ A(s, X(s)) ds —l—/ B(s, X(s)) o dW(s),

t() tO

kde koeficient A(t, X (1)) = A(t, X (t)) — %B(t, X(t))aa—f(t, 7).

Definice 2.1. Necht W(t) = (Wy(¢),..., Wy (t)) zna¢i M-dimensionalni Wienerav
proces a funkce A : (0, 7) x RY — RY, B : (0,T) x RY — RV jsou méfitelné.
Rikdme, Ze na intervalu (0, T') je proces X(t) = (X1(t), ..., Xn(t)) silnym Fesenim
stochastické diferencidlni rovnice

dX(t) = A(t, X(t)) dt + B(t,X(t)) dW(t), X(0) = X,

jestlize proces X(t) je souhlasny s FM a pro viechna t € (0, T)
t t
X(t) = Xp +/ A(s,X(s)) ds —|—/ B(s,X(s)) dW(s) s.v.
0 0

Poznamka. Symbolem FM oznadujeme o-algebru generovanou procesem
{W(s) = (Wi(s),...,Wn(s)),0 < s <t}

Poznamka. Ozna¢me F* o-algebru generovanou nihodnou veli¢inou Xy. Potom
. .Z\/[X . . 4 L P 7 v
definujeme o-algebru F; * jako nejmensi o-algebru obsahujici F~ a FM zaroveti.

15



Véta 2.2. Necht’je T' > 0, proces W(t) je M-dimensiondlni Wieneriiv proces a funkce
A0, Ty xRY RN B :(0,T) x RN — RN*M jsou mé¥itelné, pro které plati:
(i) Existuje konstanta K > 0 takovd, Ze

A(t,x) —A(t,y)| + [B(t,x) = B(t,y)| < Kl|x —y|

prokazdét € (0,T) ax,y € RV,
(ii) Existuje konstanta L > 0 takovd, Ze

At x)| + |B(t,x)] < L(1 + |x])

prokazdét € (0,T) ax € R.
(iii) Xy je Fy’X-méﬁtelnd ndhodnd veli¢ina a E [ 1 Xo)? } < 00.
Potom stochastickd diferencidlni rovnice

dX(t) = A(t,X(1)) dt + B(t, X(t)) dW(t), X(0) = X,

md jednoznacné t-spojité silné reseni X(t), pro které
T
E [ / X(1)2 dt] < 0.
0

2.4 NUMERICKE RESENI STOCHASTICKYCH DIFERENCIALNICH ROVNIC

Pfi odvozovani numerickych metod pro feseni stochastickych diferencidlnich rovnic
musime dbéat nato, aby nase metoda byla v souladu s definici stochastického integralu.
Pti hledani konkrétni trajektorie feSeni dané rovnice hledame vzdy feSeni vzhledem k
dané trajektorii Wienerova procesu, které generujeme pro kazdé feSeni zvIasté. V pfi-
padé, kdy uvazujeme numerickou metodu s krokem A,,, piiristky Wienerova procesu
AW, jsou N (0, A,) Gaussovské ndhodné veli¢iny, navzdjem nezavislé. Numerickd
metoda ndm urci aproximaci feSeni v diskrétnich ¢asovych hodnotach. Potfebujeme-li
spojitou aproximaci feSeni, pouzijeme interpolac¢ni metody.

Abychom mohli posoudit kvalitu metody, musime definovat pfislusné kritérium,
které by mélo vychazet z praktickych pozadavkii na stochastickou numerickou metodu.

Definice 2.1. Rikdme, Ze metoda m4 silny fad konvergence v, jestlize plati:
EIIX(T) = XA(Np)[] < KrA7,

kde X znalf presné feSeni stochastické diferencialni rovnice, X2 (N7) je piislusna

aproximace v éase T, a A = max A,.
OSTLSNT

V mnoha praktickych aplikacich dostaneme piesné feseni stochastické diferencidlni
rovnice které nelze vyjadrfit pomoci analytickych funkci, nékdy dokonce ani neumime
pfesné feSeni najit. V takovych pripadech potfebujeme co nejlépe aproximovat stfedni

hodnotu a dal§i momenty feSeni. K tomuto u¢elu definujeme slaby fad konvergence.
16



Definice 2.2. Rikdme, 7¢ metoda md slaby ¥4d konvergence (3, jestlize pro kazdy
polynom g existuje konstanta /{7 takova, Ze plati:

Blg(X(T))] - Elg(X*(Np)]| < KrA”.

Poznamka. Riiznou volbou polynomu dostaneme konvergenci rtiznych momentt
feSeni. V piipadé g(x) = x dostaneme konvergenci stfednich hodnot, pro g(x) = x>
zase konvergenci rozptylli aproximaci fesen.

Stochasticka Eulerova metoda — Uvazujme Itoovu N-dimenziondlni stochastic-
kou diferencidlni rovnici s M- dimenziondlnim Wienerovym procesem na intervalu

0, 7), T>0
dX(t) = A(t, X(¢)) dt + B(t, X(t)) dW(¢), X(0) = X,

kde A a B jsou spojité vektorové funkce. KdyZz tuto rovnici napiSeme po slozkach, pak
1-t4 rovnice ma tvar

dXi(t) = Ai(t, X () dt + Y By ;(t, X(t)) dW;(2).

J=1

Necht0 =ty < t; < --- <ty =T, pak Eulerova metoda pro i-tou slozku rovnice je
definovana predpisem:

M
XP = XE o Al XA+ Y Byt XA,
j=1

kde Ay =ty —t, = [ ds a AW = Wj(t,1) — Wi(ta) = [ dW;(s).
Stochastickd Eulerova metoda ma4 silny fad konvergence v = % a slaby tad konver-
gence 0 = 1.

Stochasticka Milsteinova metoda — Piiristky AW ;" neposkytuji dostatek infor-
maci o Wienerové procesu uvnitt intervalu (%, t,.1). KdyZ chceme vylepsit fdd kon-
vergence numerické metody musime pouZit vicendsobné integrély dle W, (¢). Piikla-
dem takové metody je Milsteinova metoda.

Definujeme Milsteinovu metodu pro i-tou slozku N- dimenziondlni [tdové stochas-
tické diferencidlni rovnice s M - dimenzionalnim Wienerovym procesem na intervalu

(0,T), T > 0 predpisem:

M
XM= X+ Ay(t,, XA, + Z B j(tn, X")AW}'+

j=1

M . tnt+1 t
S DB, (XY (/ | dWﬁ(“)

tn tyn

jl,j2:1
17



kde An = tn+1 — tn; AW]” —= Wj(tn—i—l) — W](tn) — jZ:H»l de(S), a prO
j=1,..., M je operator
SN
D=2 Bigy
i=1 ¢

Stochastickd Milsteinova metoda ma silny fad konvergence v = 1 a slaby fad konver-
gence § = 1.

Poznamka. Pfi numerickém feSeni [to SDR s difuznim koeficientem B(t, ) = B(t)
se shoduje Milsteinova metoda s Eulerovou metodou, tzn. pro rovnici s aditivhim
Sumem mé Eulerova metoda silny fdd konvergence v = 1.

3 STOCHASTICKE DIFERENCIALNI ROVNICE V ELEKTROTECHNICE

3.1 DETERMINISTICKY MODEL RL OBVODU

Uvazujme elektricky RL obvod, kde rezistor a induktor jsou zapojeny sériové. Proud
i(t) v Case t v daném obvodu vyhovuje obycejné diferencidlni rovnici

Li'(t)+ Ri(t) =v(t), i(0) =1y,

kde R je odpor rezistoru, L je indukénost induktoru a v(t) zna¢i napéti zdroje v Case
t. ReSeni obvodu bude

V piipadé, kdy L, R av(t) = V jsou konstanty a iy = 0, dostaneme feSeni

i(t) = % (1 _ e%) .

3.2 STOCHASTICKY MODEL RL OBVODU

RL obvod se stochastickym zdrojem

M¢jme elektricky RL obvod, kde napéti na pravé strané¢ muze byt ovlivnéno nahod-
nymi vlivy — misto idedlniho zdroje uvazujeme zdroj s vnitinim napétim

v*(t) = v(t) + ,,Sum*.

Dosadime-li v*(¢) do rovnice, dostaneme novy typ diferencidlni rovnice, ve které se
kromé& deterministickych prvki vyskytuje také nahodny ¢len. Aby se rovnice dala
matematicky zkoumat, musime nejdiive néjakym zptisobem modelovat Sum. Budeme

se divat na Sum jako na stochasticky proces £(t), ktery ma nulovou stfedni hodnotu,
18



jednotkovy rozptyl, je stacionarni (rozdéleni {£(t1 4+ 1), ..., &(tx + 1)} je nezédvislé na
volbé t) a pro s # t jsou £(t) a £(s) nezavisld. Rikdme tomu ,,bily $um*. Po dosazen{
a &(t) za Sum (o je konstanta) do rovnice dostaneme

Li'(t)+ Ri(t) =v(t)+a&(t), i(0)=ip.

Bily Sum nenf spojity, tzn. proces £(t) nemd spojitou trajektorii, a nemd ani méfitelné
trajektorie, je tedy potfeba najit lepsi model. Po dalsi tpravé a dosazeni dWW (t) za
£(t) dt dostaneme stochastickou diferencidlni rovnici

dI(t) = <% o(t) — % ](t)> dt + % dw(t), I1(0) = I

V této rovnici predstavuje proud ndhodny proces a proto ho oznacujeme I (t), podobné
pocatecni podminka miiZze byt ndhodna veli¢ina, proto oznaceni /.

Matematicky model elektrického RL obvodu se stochastickym zdrojem je stochas-
tickd diferencidlni rovnice, kterou miizeme feSit pomoci [tovy formule. Zvolime si
funkci

g(t, I(t)) = et I(1),

a spocitame jeji derivaci:

To ndm v integralnim tvaru d4 feSeni

t
2 u(s) ds+ 2 / T AW (s).
0

R 1/
I(t)y=¢e" I(0)+ —
M=t 10+ [ .

kde posledni ¢len je Itdtv integral. Reseni /() je stochasticky proces a pro ¢ > 0 jeho

sttedni hodnota je

E[I(t)]:e_Tm-E[Io]—i—%/o e

Druhy moment D(t) = E[I(t)?] 1ze ur¢it jako feSeni oby&ejné diferencidlni rovnice

) D(t) + zm(t)? + z—z D(0) = E[I%*(0)],

19



Priklad 3.1. Uvazujme RL elektricky obvod, kde L, R a v(t) = V jsou konstanty,
I(0) =0, a = 1.

V tomto piipadé plati, Ze feSeni I(t) je Gausstv proces, tzn. pro kazdé t € (0,7T)
ma I (t) rozdéleni N (m(t),o%(t)), kde m(t) = E[I(t)] ao?(t) = E[I(t)?] — m3(t).
Miizeme tedy spocitat v kazdém bodé ¢, Ze

P(|I(t) — m(t)| < 1.96 o(t) = 2 ®(1.96) — 1 = 0.95,

kde funkce L
o(x) = —/ e 2% ds.
21 J_o
Zname-li tedy E[I(t)%] a m(t) = E[I(t)] miZeme pfedpovidat interval (m(t) —
e,m(t) + ¢) kde se s 95% pravdépodobnosti nachdzeji trajektorie stochastického
feSeni. Druhy moment D(t) uréime jako feSeni obycejné diferencidlni rovnice:

D'(t) = (—?) D(t) + 2m(t)% + % D(0) = 0.

Na nésledujicim obrazku je -pas kolem stfedni hodnoty a nékolik trajektorii feSeni.

519+
3461
]
T
_|
1731
0 : : | {
1] 0,125 0,25 0,375 0.5

x

Tfi trajektorie stochastického feSeni spolu se stfedni hodnotou a intervalem 95% spolehlivosti
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RL obvod se stochastickym odporem
Uvazujme ted’ RL obvod, kde odpor miZe mit ndhodné hodnoty.

R* = R+ ,5um*.

Po podobnych tpravéch jako v predchozi kapitole dostaneme stochastickou diferen-
cidlni rovnici (  je konstanta):

dI(t) = %(v(t) ~ RI(t)) df — % It AW (), 1(0) = I

vvvvvv

faktorem a teprve potom pouzit Itbovu formuli. Tak nakonec ziskame stochastické
feSeni elektrického RL obvodu se ndhodnym odporem:

2 t 2
I(t) = 1(0) - p-twy 1 / u(s) eLE DR OTEWE-WH) g
0

Reseni je stochasticky proces jehoZ stfedni hodnota je

R(s—t)

E[I(t)]:E[IO]-e_%—I—%/O e -v(s)ds.

RL obvod se stochastickym zdrojem i odporem

Uvazujme ted pfipad, kdy jsou zdroj i odpor ovlivnény ndhodnymi jevy:
v (t) = v(t) + ,8um“ azdroven R* = R+ ,Sum®

,»Stochastizaci* obvodu provedeme podobné, jako v predchozich pfipadech. Dostneme
nasledujici rovnici

dI(t) = %(v(t) ~ RI(t)) dt — % I(t) dWa(t) + % dWi (1),

s pocateni podminkou /(0) = I.

Ve Ve YA v e . v/ . v Ve (%t+/8_22t+%wz(t))
Pii hleddn{ feSeni nejdiiv zavedeme integra¢ni faktor F'(t) = e 2L a

potom pouzijeme Itbovou formuly na vypocet derivace
Ry, B> 4.8
d(F(t) 1)) = d (JL”M”LW) [(t)) .

Zvolime si funkci

Ry, B2, B
(ft+mt+f.ﬁ) y

g(t,z,y) : (0,00) x R =R, g(t,z,y) =e

dg(t, Wa(t), I(1)) = d (ﬁt*%t*%“)) f(t)) — A(F() I(1) =
21



— F(t) (% + 2%) I(t) dt + F(t)% I(t) dWa(t) + F(¢) dI(t)+
PRI (dWa(t

=dt

S~

)2 HF ()= (dWa(t) dI(1) =

[\
.

= F(t) <<§ + 25_;> I(t) dt + % I(t) sz(t)) +

1

HE() ( (v(t) = RI(1)) dt -

I

() dWa(t) +% dWl(t)> +

LR (%i—i[(zﬁ) dt+% (-% I(t)) dt) _

— F(t) <# dt—l—% dWl(t)> .

povedlo se vyeliminovat z pravé strany rovnice [ (¢). Odvodili jsme, Ze

d(F(t) I(t)) = F(t) (? dt+% dWl(t)> .

Z této rovnice miZeme vyjadrit hledané fesent:

F(t) I(t) — F(0) 1(0):% /0 v(s) F(s) ds+% /0 F(s) dWi(t)

F(t) 1(t) = 1(0) + 7 /0 v(s) F(s) ds+% /O F(s) dW(t)

Tak jsme ziskali stochastické feSeni elektrického RL obvodu s ndhodnym zdrojem 1
odporem:

Ity=F@t)™" 10) + - /0 v(s) F(t) 'F(s) ds+% /O F(t) 'F(s) dWy(t).

Po dosazeni za F'(t) dostaneme stochasticky proces
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Pokud E[I3] < oo, stfedni hodnota E[I(t)] = m(t) je feSenim obycejné diferencidlni
rovnice
m'(t) = —=(v(t) — Rm(t)), mo= E[l].

Je snadné spocitat, ze
Rt 1 t R(s—t)
E[I(t)] =e™ 'E[[o]—i‘z e I -v(s)ds,
0

prot > 0. Kdyz I(0) = I, je konstanta, stfedni hodnota E[I(t)] = m(t) se opét
shoduje s deterministickym feSenim obvodu.
Druhy moment D(t) = E[I(t)?] fe¥f oby&ejnou diferencidlni rovnici

zmp(%—?>mwmmﬂg+%,%:ﬂﬂ

kde m(t) = E[I(t)].

Priklad 3.2. Uvazujme RL elektricky obvod, kde L, R a v(t) = V jsou konstanty,
Iy =0, a =1, § = 1.1v tomto pfipadé miZeme spocitat m(t) = E[I(t)] a D(t) =
E[I*(t)] aztohoio?(t) = E[I(t)?] — m?(t). Neplati tu ale, Ze feSeni I(t) je Gaussiv
proces a proto nemizeme tak dobie ptedpovidat interval (m(t) — e, m(t) + ¢) kde
se s velkou pravdépodobnosti nachédzeji trajektorie stochastického feSeni. Vyuzijeme
alespoii Cebysevovu nerovnost, ze které vyplyva, Ze pro kazdé t € (0,7)

P(I(t) —m(t)] < 20(t)) > 0.75

anebo také, Ze

P(|I(t) —m(t)] <30(t)) > = =038

©| oo
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6 ABSTRACT

Physical systems are usually described by deterministic models, in terms of differen-
tial equations. To obtain a more complete information about the system one may also
consider stochastic effects. By incorporating random elements into the differential
equations, we obtain a system of stochastic differential equations. This work deals
with the It6 stochastic differential equations and shows an application of this theory to
a problem in electrical engineering.

First, we present a fast introduction to the theory of stochastic processes and stochastic
differential equations. Special care is given to the Wiener process, which is funda-
mental in stochastic calculus. Then we derive the 1td6 formula and explain its use for
computing solutions of stochastic differential equations. Some numerical schemes are
also presented. We use them to generate an approximate sample path of stochastic
solutions.

In the second part we show an application of the Itd stochastic calculus to the problem
of modelling inductor-resistor electrical circuits. The deterministic model of the cir-
cuit is replaced by a stochastic model by adding a noise term in both the source and
the resistance. We obtain the analytic solution of the resulting stochastic differential
equation using the multidimensional Itd6 formula. Statistical estimates of the stochastic
solutions are then examined and confidence intervals are found for the trajectories
of the solution. We used the programming language C#, a part of the new MS .NET
platform, for numerical simulations. The results were verified in an experiment by
measurements on inductor-resistor electrical circuits.
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