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2 DISKRETIZACE ZÁKLADNÍ CH ROVNIC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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1 ÚVOD

Numerickémodelovánı́ prouděnı́ začalo být aktuálnı́ v 60. letech se zavedenı´m čı́slicových počı́tačů
do praxe a rozvojem aproximace jako metodou rˇešenı́ matematicky´ch modelu˚. Výsledkem byl
vznik novédisciplı́ny v aerodynamice, ve sveˇtové literatuře oznacˇovanéjako Computational Fluid
Dynamics (CFD). Ze zacˇátku byla platnost vy´sledkůstejnětak jako u analyticky´ch metod pomeˇrně
omezena´, ale postupneˇ s použitı́m složitějšı́ch matematicky´ch modelu˚ a výkonnějšı́ch výpočetnı́ch
prostředkůse výsledky sta´valy důvěryhodnějšı́mi a stále většı́ měrou se podı´lely na návrhu letounu.
Dnes je CFD, stejneˇ tak jako experiment, neodmyslitelnou soucˇástı́ vývoje nového letounu a jeho
podı́l na vývojovéfázi stále roste. Je to da´no zejména úspěchy na poli výpočetnı́techniky: snizˇujı́cı́ se
cenou výpočetnı́ho času a zkra´cenı́m reálného času výpočtu zaváděnı́m masivneˇ paralelnı´ch syste´mů.
Poměr výpočetnı́ho výkonu ku ceneˇ výpočetnı́ho času je na poslednı´ch modelech PC tak vysoky´, že
mnoho rea´lných inženýrských problémův prouděnı́ je možno simulovat v horizontu neˇkolika hodin
za předpokladu pouzˇitı́ efektivnı́ch matematicky´ch modelu˚ a metod rˇešenı́. To umožňuje inženýrům
při návrhu syste´m práce, kdy prˇes noc probı´hávýpočet konfigurace a ve dne se na za´kladěvýsledků
modifikujı́ okrajovépodmı́nky. V letectvı́však stále předpověd’ charakteristik rea´lné konfigurace
subsonicke´ho dopravnı´ho letounu vyzˇaduje spı´še několik dnı́. Využitı́ paralelnı´ch syste´mů je dnes
kvůli vysokéceněstále na hranici efektivnosti ve srovna´nı́ s experimentem. Prˇesto se CFD jevı´ jako
alternativnı´ cesta k rˇešenı́nedostatku˚ experimentu.

Výhodou numericky´ch výpočtů oproti experimentu je rychla´ a snadna´ modifikace sı´těna základě
požadovane´ změny geometrie. Nicme´ně, vytvořenı́ genera´torů sı́tı́, které jsou dostatecˇně robustnı´
a rychlétak, aby byly schopny pracovat s obecneˇ komplexnı´mi geometriemi, je i dnes prˇedmětem
hledánı́ nových, schu˚dných přı́stupů. Hlavnı́ omezenı´ vlastnı́ho experimentu z hlediska velikosti
měřı́cı́ho prostoru a parametru˚ volného proudu, ktere´ jsou klı́čovék dosazˇenı́žádanéaerodynamicke´
podobnosti, odstranˇuje CFD volbou vhodne´ velikosti domény a vhodne´ho matematicke´ho modelu
prouděnı́.

Vlastnosti pouzˇitého modelu jsou du˚ležité pro efektivnost a hlavneˇ přesnost rˇešenı́ problému.
Přesnost metod CFD oproti experimentu nenı´ jednoduche´ přı́močaře určit a je ovlivněna mnoha
faktory. Přestože vývoj matematicky´ch modelu˚ v prouděnı́ probı́há již několik desı́tek let, je sta´le
středem pozornosti mnoha veˇdců. Většinou určenı́ inženýrské přesnosti u konkre´tnı́ kombinace
numerických metod se prova´dı́ spı́še testova´nı́m verifikačnı́ch problémů než teoretickou analy´zou
chyb. Velkým zdrojem chyb je i nedostatek matematicky´ch modelu˚ postihovat slozˇitou fyzikálnı́
stránku problému, cožse zejme´na projevuje u komplexnı´ch konfiguracı´ letounu, ktere´ se vyznacˇujı́
geometricky´mi detaily a z hlediska proudeˇnı́ představujı´ složité jevy, jako naprˇı́klad interakce meznı´
vrstvy s vı́rovým systémem nebo ra´zovou vlnou. Dalsˇı́m zdrojem proble´mů bývá modelovánı́ jevů
spojených s viskozitou plynu. Modely, ktere´ popisujı́ovlivněnı́ proudového pole turbulentnı´mi jevy
často mı´vajı́ omezenou platnost pouze na urcˇitý charakter proudeˇnı́, navı́c jejich výsledky jsou za´vislé
na topologii a kvaliteˇ použité sı́tě.

Dalšı́, nezanedbatelna´ stránka numericke´ho modelova´nı́ je vizualizace proudove´ho pole, ktera´
pomáhá pochopit podstatu mnohy´ch komplikovany´ch dějů. Na rozdı´l od experimentu je mozˇné
vizualizovat jakoukoliv velicˇinu nebo jejı´ libovolnou funkci jako staciona´rnı́ nebo prˇı́padněčasově
závislou. Celátato problematika patrˇı́ spı́še do oblasti pocˇı́tačovégrafiky, kde je proble´mem přı́stup
k velkému množstvı́ dat, jejich výběru a zpracova´nı́ na základěspecifikovany´ch požadavků.

V současnédobějsou k dispozici komercˇnı́ balı́ky, kterémajı́ implementova´ny mnoho ru˚zných
fyzikálnı́ch modelu˚. Jejich soucˇástı́ jsou nástroje pro prˇı́pravu a zpracova´nı́ dat, ktere´ umožňujı́
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rychle předpovědět některéinženýrsképroblémy. Univerzalita softwaru vsˇak bývávětšinou vyvážena
omezenı´m efektivnosti jednotlivy´ch modelu˚ na úkor celku. Z hlediska vy´voje je obtı´žnéaktualizovat
modely o nejnoveˇjšı́ poznatky ve vsˇech oborech, ktere´ balı́ky zahrnujı´ a přitom zajistit spolehlivou
integritu celého softwaru. Proto veˇtšina průmyslových firem a výzkumných organizacı´ v letectvı́
věnuje mnoho u´silı́ vlastnı́mu vývoji úzce specializovane´ho softwaru a komercˇnı́ balı́ky použı́vajı́
jako alternativnı´ nástroj.

CFD aplikovane´ na modelova´nı́ komplexnı´ch konfiguracı´ v letectvı́dnes hraje nezastupitelnou
roli při návrhu nového letounu prˇestože mástále daleko k rutinnı´ inženýrskézáležitosti. Je zde sta´le
mnoho ota´zek, ktere´ je nutnéadresovat, a tedy ma´ smysl se zaby´vat novými a alternativnı´mi postupy
při řešenı́reálných problémův aerodynamice.

1.1 SOUČASNÝ STAV PROBLEMATIKY

Přehled nejpouzˇı́vanějšı́ch metod a koncepcı´ vytvářenı́sı́tě je uveden v [7]. Z hlediska topologie sı´tě
jsou pouzˇı́vány následujı́cı́ koncepce.

1. Blokověstrukturovany´ přı́stup a prˇekrývajı́cı́ se sı´tě jsou jedny z nejefektivneˇjšı́ch a nejspo-
lehlivějšı́ z hlediska rˇešenı́ prouděnı́ s vysokými Reynoldsovy´mi čı́sly [8]. Nicméně časově
náročná generace sı´tě vyžadujı́cı́ od uživatele interakci na expertnı´ úrovni brzdı́ jejich dalšı́
rozvoj a zřejmědo zvládnutı́ problematiky automaticke´ho genera´toru blokovéstruktury s na´-
slednou generacı´ uvnitř bloků nebudou pouzˇitelnépro vysoce komplikovane´ geometrie. Dnes
se strukturovane´ systémy vyvinutév 80. letech intenzivneˇ použı́vajı́ v inženýrsképraxi [9] [10]
pro koncepcˇnı́ návrhy.

2. Kartézkésı́tě, kterézaznamenaly v poslednı´ doběvelký rozmach [12] [13] majı´ opačnévýhody
oproti strukturovany´m sı́tı́m. Jejich velmi efektivnı´ generace sı´tě [11], která je vhodnápro
extremneˇ složité geometrie je vyva´žena proble´my s numerickou prˇesnostı´ na okrajových pod-
mı́nkách. Výsledky vykazujı´ většı́ rozdı́ly s experimentem nezˇ je tomu naprˇ. u alternativnı´ch,
nestrukturovany´ch sı́tı́. V 3D je tento prˇı́stup implementova´n pouze na Eulerovy rovnice. Vy´voj
diskretizace visko´znı́ch členůprobı́háa jako schu˚dnávarianta se jevı´ kombinace karte´zkých a
prizmatických sı́tı́ [14].

3. Dalšı́ slibnou oblastı´ jsou nestrukturovane´ sı́tě. Pro izotropickou generaci se v poslednı´ době
využı́vá aplikace zcela automaticky´ch Advancing Front (AF) [15] metod, poprˇ. v kombinaci
s dalšı́mi vlastnostmi nebo metodami (Delaunay) [16]. K rˇı́zenı́ hustoty sı´tě se využı́vá tzv.
Background Grid [17], cozˇ je dalšı́, kartézkásı́t’paralelněs výpočtovou, na ktere´ se diskretizuje
rovnice vedenı´ tepla se zdroji v mı´stech s pozˇadovanou, veˇtšı́ hustotou. Po vyrˇešenı́ je známa
hustota sı´tějako funkce prostoru. Nicme´něi tyto metody, prˇesto že jsou velice rychle´ a efektivnı´,
přestávajı́ splňovat požadavky dnesˇnı́ch a budoucı´ch úloh (107 − 108 prvků). Proto se zacˇı́ná
uvažovat o paralelizaci procesu generace [18] nebo o zmeˇně přı́stupu. V této souvislosti je
zajı́mavámetoda [19] ve 2D, ktera´ využı́vá velmi efektivnı́ho, kartézkého způsobu generace s
lokálnı́m rozdělenı́m výsledných objemovy´ch primitivů na nestrukturovanou sı´t’.

Z hlediska rˇešenı́je dnes oblı´benámetoda konecˇných prvků(MKP) a metoda konecˇných objemu˚
(MKO). Obě metody byly ve 2D a 3D u´spěšně aplikovány na Eulerovy rovnice [21], kde byly
ověřeny některézákladnı́problémy. Na 2D úlohách se vyvinuly neˇkteréalgoritmy pro diskretizaci
vazkých členů[20], z nichžněkterébyly po úpravách testova´ny na 3D konfiguracı´ch. U 3D úloh je
zřejmé, že se nelze obejı´t bez vysoce zdeformovany´ch prvkův oblasti meznı´ vrstvy, tak jako je tomu
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u strukturovane´ho přı́stupu. Proto se znacˇná pozornost veˇnuje výzkumu chova´nı́ zdeformovany´ch
sı́tı́ [22] [23] a návrhu nových interpolacˇnı́ch přı́stupu, ktere´ by umožnily tyto sı́tě využı́vat. To
má zpětně vliv na generaci sı´tě, kde se rozdeˇlil proces generace na fa´zi anizotropnı´ (v blı́zkosti
meznı´ vrstvy) a isotropnı´ [24]. V oblasti sı´tı́ složených ze čtyřstěnných prvků Barth [32] [33]
prezentuje Upwind diskretizaci na idea´lnı́ a viskóznı́ prouděnı́ pomocı´ MKP. Hlavnı́ přı́spěvek je
aproximace gradientu˚ pomocı´ metody nejmensˇı́ch čtverců. Mavriplis [25] vyvinul explicitnı́Cell-
Vertex (CV) metodu zalozˇenou na za´kladnı́ diskretizaci pomocı´ MKP. Pro zrychlenı´ konvergence
použil multigridnı́ metodu a zavedl organizaci dat podle hran prvku˚. Frink [26] použı́vá MKO
spolu s Upwind Cell-Center (CC) metodu. Pro prˇepočet proměnných ze strˇedu prvku do jeho uzlu˚
vyvinul metodu va´žených průměrů, kteráse využı́vá při aproximaci gradientu˚. Jako zajı´mavése
jevı́ kombinace MKP a MKO prezentovane´ v [27] (pouze 2D), kde se pro diskretizaci nevazky´ch
členůvyužı́vá MKO a pro vazke´ členy MKP. Celádiskretizace je provedena na dua´lnı́ sı́ti, jejichž
přednosti byly popisova´ny v mnoha prˇı́spěvcı́ch [28]. Pro aproximaci vysˇšı́ch řádůna nestrukturovane´
sı́ti se většinou použı́vá metoda rekonstrukce primitivnı´ proměnné. Local Extremum Diminishing
(LED) a Essentially Non Oscilatory (ENO) prˇı́stupy zatı´m nedávajı́ dostatecˇněspolehlivévýsledky
na sı´ti s čtyřstěnnými prvky. Dalšı́m zajı́mavým přı́stupem je pouzˇitı́ hybridnı́ch sı́tı́ [29], což je
kombinace cˇtyřstěnných (pro oblast nevazke´ho proudeˇnı́) a prizmatických (pro diskretizaci meznı´
vrstvy) prvků. Výhodou je mensˇı́ deformace prvku˚ v oblasti meznı´ch vrstev a jejich celkovy´ menšı́
počet (1 prizmaticky´ prvek = 3 čtyřstěny).

Pro časovou diskretizaci Eulerovy´ch rovnic lze pouzˇı́t explicitnı́formulace za prˇedpokladu izotro-
pickésı́tě i pro komplexnı´ konfigurace. U Navier-Stokesovy´ch (NS) rovnic vsˇak restrikce cˇasového
kroku způsobena´ drobnými prvky v meznı´ vrstvěa přı́tomnostı´ difuznı́ch členůna prave´ straněrovnic
zpomaluje konvergenci proble´mu tak, že již nelze pouzˇı́vat pouze explicitnı´ formulace, ale je nutne´
zavést některénástroje pro akceleraci konvergence. Veˇtšinou je to Implicit Rezidual Smoothing [30]
nebo multigridnı´ systém řešenı́. Dı́ky značné deformaci prvku˚ někdy ani tyto metody nezajisˇt’ujı́
dostatecˇnou efektivnost a proto je nutne´ použı́t implicitnı́ operátor pro časovou diskretizaci. Efektiv-
nost řešenı́takto vzniklé, výslednésoustavy linea´rnı́ch rovnic silnězávisı́ na konkrétnı́ implementaci
diskretizace. Pouzˇı́vajı́ se iterativnı´ řešiče založenéna metodeˇ Gauss-Seidel [20] vyzˇadujı́cı́ speciálnı́
čı́slovánı́ prvků jehožvýsledkem je zmensˇenı́počtu nenulových pásůpodél diagonály. Dalšı́ z me-
tod řešenı́ soustavy linea´rnı́ch rovnic jsou gradientnı´, Newton-Krylovovy algoritmy, ktere´ se často
použı́vajı́ v MKP formulaci. Pra´ce [31] srovna´vá gradientnı´ metodu Generalized Minimal Residual
(GMRES) a Gauss-Seidel s mutigridnı´ akceleracı´ aplikovanou na 2D vztlakovou mechanizaci z
hlediska rychlosti konvergence a na´roky na operacˇnı́ pamět’.

1.2 FORMULACE CÍLŮ DIZERTAČNÍ PRÁCE

Cı́lem dizertacˇnı́práce je vyvinout programove´ vybavenı´, kterébude schopne´ efektivněřešit praktické
problémy externı´ aerodynamiky v letectvı´. Tyto problémy se většinou vyznacˇujı́ složitou prostorovou
geometriı´ a komplexnı´m proudovým polem. Pouzˇitá metodologie musı´ umožňovat řešit problémy
v širokém rozsahu Machovy´ch čı́sel. Zvláštnı́ pozornost musı´ být věnována přı́stupu k diskretizaci
problémů s vazkých proudeˇnı́m v oblasti meznı´ vrstvy a to jak z hlediska prˇesnosti tak i vy´početnı́
efektivnosti. Programove´ vybavenı´ je zaměřeno na rˇešenı́staciona´rnı́ch úloh stlačitelného proudeˇnı́.
Matematickýmodel mábýt z hlediska vazkosti schopen rˇešit jak ideálnı́ tak vazképrouděnı́. Meznı́
vrstva je v této práci modelována jako lamina´rnı́. Na vlastnı´ implementaci pouzˇitých algoritmů
je kladen pozˇadavek vyva´ženı́ z hlediska pameˇt’ové a výpočetnı́ náročnosti. Vyvinutéprogramove´
vybavenı´ musı́být ověřeno na u´lohách, kteréje možnésrovnat s experimentem, empiricky´mi vztahy
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nebo jiným již ověřeným CFD softwarem.

2 DISKRETIZACE ZÁKLADNÍCH ROVNIC

Vztahy, ktere´ matematicky popisujı´ chovánı́ nekonecˇněmalého elementu tekutiny vyjadrˇujı́ princip
zachova´nı́ hmotnosti, hybnosti a energie [3]. Tato soustava nelinea´rnı́ch parciálnı́ch diferencia´lnı́ch
rovnic (PDR) ma´ několik matematicky ekvivalentnı´ch zápisů, kterévšak majı́ rozdı́lné numerické
chovánı́. Integrálnı́ formulace v konzervativnı´m tvaru (metoda konecˇných objemu˚) při absenci zdro-
jových členůmátvar

∂

∂t

∫
Ω

�UdΩ +
∫
Γ

�Fi(�n) dS =
∫
Γ

�Fv(�n) dS , (1)

kdeΩ je kontrolnı́objem,Γ je plocha ohranicˇujı́cı́ kontrolnı́ objem, �U je vektor neza´vislých pro-
měnných, �Fi je vektor nevazky´ch numericky´ch tokůa �Fv je vektor vazky´ch numericky´ch toků. Tato
rovnice tvořı́ v této práci základnı́matematicky´ model popisujı´cı́ prouděnı́.

V CFD literatuře [1] [2] se někdy oznacˇuje soustava rovnic 1 jako Navier-Stokesovy (NS) rovnice.
Toto oznacˇenı́ je takédále použito v textu. Jestlizˇe je prava´ strana rovnic 1 nulova´, soustava se v
CFD literatuře a dále v textu oznacˇuje jako Eulerovy rovnice.

2.1 ČASOVÁ DISKRETIZACE

Diskretizace cˇlenu rovnice 1 obsahujı´cı́ časovou derivaci je v te´to práci provedena explicitnı´ a
implicitnı́ metodou. Jestlizˇe u prostoroveˇ diskretizovane´ diferenciálnı́ rovnice uvazˇujeme časově
neměnný objem prvkuV můžeme odstranit integra´l v prvnı́m členu a tı´m dostaneme soustavu
obyčejných diferencia´lnı́ch rovnic (ODR)

V
dU

dt
+R = 0 . (2)

Jestliže dále nahradı´me časovou derivaci doprˇednou diferencı´ a reziduum vyja´dřı́me v časen dosta-
neme za´kladnı́vztah pro aktualizaci rˇešenı́explicitnı́metodou

Un+1 = Un − dt

V
R(n) . (3)

Tato rovnice mu˚že být řešena pomocı´ metody Runge-Kutta [6] jejı´ž výhoda spocˇı́vá ve snadne´
implementaci. Nevy´hodou je vsˇak omezenı´ velikosti časového kroku vyplývajı́cı́z podmı´nky stability
explicitnı́ch metod. Pra´věomezenı´ rychlosti konvergence explicitnı´ch metod prˇi řešenı́staciona´rnı́ch
dějů bylo hlavnı́m důvodem vývoje metod, ktere´ tento nedostatek odstranˇujı́. Implicitnı́ metody
představujı´ třı́du metod pro rˇešenı́ODR, kteréjsou méněomezeny velikostı´ časového kroku. Jestlizˇe
v rovnici 2 dosadı´meRn+1 zaR dostaneme implicitnı´ formulaci

∆U

∆t
+
1
V

Rn+1 = 0 , (4)

kde členRn+1 můžeme linearizovat v cˇase

Rn+1 = Rn +
∂R

∂t
∆t = Rn +

[
∂R

∂U

]n
∂U

∂t
∆t . (5)
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Jestliže vztah 5 dosadı´me do rovnice 4 dostaneme

V∆U

∆t
+Rn +

[
∂R

∂U

]n

∆U = 0 . (6)

Po úpravědostáváme (
V

∆t
Ī +

[
∂R

∂U

]n)
∆U = −Rn , (7)

kde Ī je jednotkova´ matice. Prˇestože lineárnı́ implicitnı́ metody jsou nepodmı´něně stabilnı́, jejich
aplikace na rovnice popisujı´cı́ prouděnı́ však částečnéomezenı´ velikosti časového kroku zpu˚sobuje.
To je důsledek nelinea´rnı́ho charakteru za´kladnı́ch rovnic. Prˇesto je cˇasovýkrok implicitnı́ch metod
řádověněkolikrát většı́ nežu explicitnı́ch metod, cozˇ zajišt’uje mnohem rychlejsˇı́ konvergenci ke
staciona´rnı́mu řešenı́.

Rovnice 7 prˇedstavuje soustavu linea´rnı́ch algebraicky´ch rovnic ve tvaru

Ax = b . (8)

MaticeA je řı́dká, nesymetricka´ přestože je blokověsymetrická. Protože rovnice 7 se ma´ řešit několik
set azˇ tisı́c krát, rychlost řešenı́ soustavy linea´rnı́ch rovnic je klı́čová. Na druhe´ straně, jestliže se
zabýváme pouze staciona´rnı́m řešenı́m nenı´nutnéřešit soustavu s vysokou prˇesnostı´. Řešenı́výsledné
soustavy linea´rnı́ rovnic je provedeno metodou Gauss-Seidel

xk+1 = D−1(Exk+1 − Fxk + b) , (9)

kdeD je diagona´lnı́ matice,E je spodnı´ trojúhelnı́kovámaticeA, F je hornı́trojúhelnı́kovámatice
A.

2.2 PROSTOROVÁ DISKRETIZACE

V této práci je použita pro diskretizaci prostorovy´ch členů na prave´ straněrovnice 7 Roeho Flux
Difference Splitting (FDS) [5] [1] metoda 2. rˇádu. Tato metoda je velice prˇesnáa robustnı´. Levá
strana obsahuje vy´počet Jacobiho matice (cozˇ je matice 5x5 pro kazˇdý prvek), jejı́ž výpočet je časově
velice náročný. Diskretizace leve´ strany je zjednodusˇena pouzˇitı́m Van Leer Flux Vector Splitting
(FVS) [4] [1] prvnı́ho řádu. Výhoda tohoto zjednodusˇenı́ je, že na rozdı´l od Roeho FDS pro Van
Leer FVS lze stanovit Jacobiho matici analyticky a za´roveňje celývýpočet časověméněnáročný. V
přı́padědiskretizace prvnı´ho řádu je počet nenulovy´ch blokůna řádku Jacobiho matice roven pocˇtu
stěn na kontrolnı´m objemu. Zatı´mco u diskretizace druhe´ho řádu by byl počet nenulovy´ch blokůna
řádku stejnýjako počet všech sousednı´ch prvků(ve 3D až30). Dalšı́ zjednodusˇenı́ je u NS rovnic
zanedba´nı́ Jacobiho matice vazky´ch členůNS rovnic na leve´ straněrovnice 7. V prˇı́padělaminárnı́ho
prouděnı́ je toto akceptovatelne´, protože rychlost konvergence prˇı́liš nedegraduje. Nicme´ně pro
turbulentnı´ prouděnı́, kdy turbulentnı´ viskozita může být řádověaž1000× většı́ nežlaminárnı́, by
toto zjednodusˇenı́ mohlo vést k znacˇnému zpomalenı´ konvergence. Popsana´ zjednodusˇenı́ majı́ za
následek znacˇnésnı́ženı́nárokůna pameˇt’ovšem za cenu ztra´ty kvadratického charakteru konvergence
Newtonovy metody. Prˇestože rychlost konvergence prˇestává růst od určité velikosti časového kroku,
metoda je sta´le stabilnı´ pro řádověněkolikrát většı́ časovýkrok nežu explicitnı́ch metod.
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2.2.1 Zvýšení přesnosti prostorové diskretizace

Cı́lem metod prostorove´ho zvýšenı́ přesnosti je prˇesněji určit hodnotu numericke´ho toku na steˇně
prvku na za´kladě daného řešenı́. Zároveň je na tyto metody kladeno neˇkolik dalšı́ch požadavků.
Kvalitu rekonstrukce je nutne´ posuzovat nejen na idea´lnı́ geometrii prvku, ale te´žna zdeformovane´ sı́ti
(oblasti velkých gradientu˚ proudových veličin). Většina metod zvy´šenı́přesnosti vyzˇaduje uchova´nı́
dalšı́ch geometricky´ch informacı´. Obecneˇ platı́, že čı́m je algoritmus rekonstrukce prˇesnějšı́ tı́m
náročnějšı́ je na slozˇitost výpočtu a implementaci. Z hlediska efektivnosti algoritmu tedy je nutne´
posuzovat vy´početnı́náročnost a zpu˚sob přı́stupu ke geometricky´m informacı´m. Protože rekonstrukce
se prova´dı́ během kazˇdé iterace je nutne´ hledat prˇı́stupy, ktere´ zohledňujı́ oba pozˇadavky, tedy prˇi
danépřesnosti algoritmu minimalizovat vyuzˇı́vánı́ dalšı́ch informacı´ a výpočetnı́náročnost.

Pro nestrukturovanou sı´t’ Barth a Jespersen navrhli koncepci multidimenziona´lnı́ rekonstrukce
primitivnı́ proměnné. Koncepce vycha´zı́ z použitı́ Taylorova rozvoje jako po cˇástech spojite´ho
polynomu v těžišti kontrolnı́ho objemu. Naprˇı́klad polynom prvnı´ho stupneˇ (metoda druhe´ho řádu)
mátvar

qf = qc +∆q(O1) = qc +∇qc∆rT . (10)

Proces rekonstrukce se v te´to práci skládáze dvou kroku˚:

1. Interpolace rˇešenı́do uzlových bodů.

2. Extrapolace rˇešenı́na stěnu prvku.

Pro interpolaci lze naprˇı́klad použı́t vážený průměr prvků obklopujı́cı́ch danýuzel. Tedy hodnotu
primitivnı́ proměnnév uzlovém bodu lze stanovit jako

qn =

i=N∑
i=1

wi qc(i)

i=N∑
i=1

wi

, (11)

kde N je počet sousednı´ch prvků sdı́lejı́cı́ch danýuzel awi je přı́slušná váha. Váhy mohou mı´t
různéformy. Napřı́klad lze pouzˇı́t jednodusˇe jako váhu inverznı´ hodnotu vzda´lenosti strˇedu prvku
od dane´ho uzlu.

Extrapolace rˇešenı́na stěnu prvku vyžı́vá vlastnosti cˇtyřstěnu, v kterém ležı́ těžiště objemu vždy
na těžnici v 1/4 jejı́ délky od podstavy. Jestlizˇe předpokládáme lineárnı́ průběh funkce prˇes steˇnu lze
hodnotu v teˇžišti stěny stanovit z na´sledujı́cı́ho vztahu

qf = qc +
1
4

[1
3
(qn1 + qn2 + qn3)− qn4

]
. (12)

Vztah 12 prova´dı́ rekonstrukci prˇesněaž do strojovépřesnosti druhe´ho řádu, pokud jsou vsˇechny
vstupnı´ hodnoty prˇesné. To, ale bohuzˇel zcela neplatı´, protože uzlovéhodnoty jsou stanoveny inter-
polacı́z primárnı́ch proměnných vztažených k těžišti prvku. Tedy i chyba, ktera´ vznikápři interpolaci
se šı́řı́ do výslednérekonstruovane´ hodnoty.

V předloženépráci je proveden na´vrh modifikace vztahu 12 s cı´lem zpřesnit algoritmus rekon-
strukce za prˇedpokladu stejny´ch nebo podobny´ch, pameˇt’ových nárokůa výpočetnı́náročnosti. Vztah
12 lze pozmeˇnit tak, aby částečněeliminoval vliv uzlových hodnot zatı´žených interpolacˇnı́ chybou
a tı́m i celkováchyba rekonstrukce byla mensˇı́

qf = qc +
1
3
(qc − qn4) =

1
3
(4 qc − qn4) . (13)
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Obrázek 1 : Chyba rekonstrukce [%], δ=f(dx/dz)

Tato metoda je v numericke´m experimentu oznacˇena jako K10. Dalsˇı́ možnost je stanovit prostorovy´
gradient jako ”pru˚měr” levé a pravéjednostranne´ derivace

∆q =
1
2
(∆q1 +∆q2) , (14)

kde

∆q1 =
1
3
(qn1 + qn2 + qn3)− qc , ∆q2 =

1
3
(qc − qn4) . (15)

V numerickém experimentu je metoda oznacˇena jako K11. Vy´počet gradientu lze take´ provést
využitı́m hodnoty v teˇžišti prvku spolu s uzlovy´mi hodnotami, cozˇ rozšiřuje sche´ma na centra´lnı́
diferenčnı́ operátor, který je o řád přesnějšı́ ve srovna´nı́ s jednostranny´mi operátory. Potom lze
hodnotu na steˇněstanovit ze vztahu

qf = qc − qn4 − 3 (qn1 + qn2 + qn3) + 8 qc

12
(16)

označeným v numericke´m experimentu jako K12.
Aby bylo možné spolu srovnat a vyhodnotit jednotlive´ metody rekonstrukce byl proveden nu-

merický experiment. Cı´lem bylo zmapovat chova´nı́ navržených modifikacı´ z hlediska prˇesnosti,
výpočetnı́náročnosti a citlivosti na tvar sı´tě. Pro každou vybranou steˇnu je provedena rekonstrukce
analytickéfunkce z těžiště čtyřstěnu, kde se prˇedpokládá známé, přesnéřešenı́ do jeho steˇny. Pro
experiment byla pouzˇita sı́t’, původněurčenápro výpočet laminárnı́ meznı´ vrstvy. Tloušt’ka nejtenčı́
vrstvy u stěny byla1.0× 10−5m při celkovédélce domény 1.5m.

Na obrázku 1 je vynesena za´vislost relativnı´ chyby rekonstrukce na sˇtı́hlosti prvku pro pu˚vodnı́
metody oznacˇenéjako LAPL, INV a navrženémodifikace K10, K11, K12. Z obra´zku 1 vyplývá, že
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navrženýzpůsob rekonstrukce K12, K11 vykazuje mensˇı́ chybu nezˇ původnı́metoda rekonstrukce s
oběma způsoby výpočtůvah v celém rozsahu sˇtı́hlostı́resp.dx/dz > 1.0. Chyba rekonstrukce metody
K10 je mensˇı́ nežpůvodnı́rekonstrukce s va´hami vypočtenými metodou inverznı´ vzdálenosti pouze
při dx/dz > 10.0

2.2.2 Diskretizace vazkých členů

Problém diskretizace vazky´ch členů je v zásaděstejný jako výpočet gradientu pro rekonstrukci
v předchozı´ kapitole. Na rozdı´l od rekonstrukce je v tomto prˇı́padězapotřebı́ stanovit derivace
proměnnéna stěněčtyřstěnu.

Přı́stup při diskretizaci prave´ho členu v rovnici 1 pouzˇitý v této práci vycházı́ z následujı́cı́ho
vztahu

[�v12�v34�v56]
T


 qx

qy

qz


 =


 qp2 − qp1

qp4 − qp3

qp6 − qp5


 , (17)

kde

�v12 = �p2− �p1 ,

�v34 = �p4− �p3 , (18)

�v56 = �p6− �p5

a �p1, �p2, �p3, �p4, �p5, �p6 jsou počátečnı́ a koncove´ body vektoru˚.
Vztah 17 prˇedstavuje soustavu linea´rnı́ch rovnic, kde jedinou nezna´mou je gradient velicˇiny

q. Tento postup poprve´ použil Mitchell [22]. Pro konstrukci vektoru˚ využil pouze uzlových bodů
sdı́lejı́cı́ch stěnu a hodnot obou sousednı´ch prvků. Dva vektory jsou definova´ny v roviněstěny a tedy
využı́vajı́ všechny (tři) uzlovébody stěny. Třetı́ vektor spojuje strˇedy prvkůsousedı´cı́ch se steˇnou.

Vektory lze take´ definovat jiným způsobem. Prˇedloženápráce navrhuje zvy´šit přesnost metody
změnou definice vektoru˚. Pro takto modifikovane´ algoritmy je opeˇt proveden experiment na zdefor-
movanéa rovnomeˇrnésı́ti s cı́lem porovnat prˇesnost vy´počtu gradientu.

Na obrázku 2 je vynesena za´vislost relativnı´ chyby derivace na sˇtı́hlosti prvku pro pu˚vodnı́
metody oznacˇenéjako ORG, MOD a navrzˇenémodifikace K1, K2, K3, K4. Z obra´zku 2 je patrne´,
že navrženémetody diskretizace vazky´ch členů NS rovnic K2 a K3 vykazujı´ řádověmenšı́ chybu
nežpůvodnı́metody. Za´roveňtrend zvýšenı́chyby u rovnomeˇrnésı́tě je spı́še opacˇný nežje tomu u
rekonstrukce. Stejny´ numerickýexperiment byl take´ proveden pro rovnomeˇrnou sı´t’. U metody K2,
kteráse jevı´ jako nejpřesnějšı́ na zdeformovane´ sı́ti bylo u některých stěn zjištěno, že při výpočtu k
docházı́ k aritmetickévýjimce. To může být způsobeno rovnobeˇžnostı́vektorůna rovnomeˇrnésı́ti.
Takto definovana´ matice koeficientu˚ mátotiž nulovýdeterminant.

3 VÝSLEDKY

V této kapitole je neˇkolik vlastnı́ch výpočtů provedeny´ch metodami popsany´mi v předchozı´ch
částech pra´ce. Cı́lem je ověřenı́výsledkůvyvinutého programove´ho vybavenı´. Výsledkůvýpočtů jsou
porovnány s dostupny´mi experimenta´lnı́m daty nebo s vy´sledky z jiných CFD programu˚. Výpočty
jsou provedeny explicitnı´ nebo implicitnı´ metodou. Prˇı́stup, v textu oznacˇen jako explicitnı´, využı́vá
explicitnı́ časovou diskretizaci a pro rˇešenı́výsledných ODR je pouzˇita metoda Runge-Kutta (RK).
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Obrázek 2 : Chyba derivace [%], δ=f(dx/dz)

Jakmile se rˇešenı́ustálı́ jsou mezi kazˇdým krokem RK metody provedeny 2-3 iterace Implicit Residual
Smoothing, cozˇ spolu s metodou pro urychlenı´ konvergence staciona´rnı́ch problémů Local Time
Stepping umozˇňuje zvýšit CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) cˇı́slo asi 2× až 3×. Implicitnı́ přı́stup
využı́vajı́cı́ bodověimplicitnı́ formulaci vede na soustavu linea´rnı́ch rovnic, ktera´ je řešena metodou
Gauss-Seidel. Pro zvy´šenı́ přesnosti oba dva prˇı́stupy pouzˇı́vajı́ metodu rekonstrukce primitivnı´
proměnnépopsanou vztahem 12. V implicitnı´ formulaci je kvůli zjednodušenı́matice koeficientu˚ na
levéstraněrovnic použita diskretizace prvnı´ho řádu. Vazkéčleny jsou v NS rovnicı´ch diskretizova´ny
metodou popsanou vztahem 17. Veˇtšinou výpočet začı́nás diskretizacı´ prvnı́ho řádu a malým CFL
čı́slem. Po 100 iteracı´ch, kdy je proudove´ pole dostatecˇně ustálené a řešenı́ je stabilnı´, zapı́ná
se metoda 2. rˇádu, kteráprovádı́ rekonstrukci primitivnı´ch proměnných. U implicitnı́ metody se
většinou lineárnězvyšuje CFL čı́slo s tı́m jak postupneˇ řešenı́konverguje.

Výpočet proudeˇnı́ kolem křı́dla ONERA M6 demonstruje schopnost vyvinute´ho programove´ho
vybavenı´ řešit prostorové, transsonicke´ a podzvukove´ prouděnı́. Geometrie krˇı́dla je tvořena profilem
ONERA D a šı́p náběžné hrany je 30◦. K dispozici je meˇřenı́ tlakového rozloženı́ [34] v několika
řezech krˇı́dla zahrnujı´cı́ režimy M∞ = 0.7 . . . 0.92 a úhly náběhu α = 0◦ . . . 6◦ . Při zvyšujı́cı́m se
úhlu náběhu na hornı´ straněkřı́dla vznikáefekt oznacˇovanýjakoλ ráz. Dvěslabšı́ rázovévlny jdoucı́
od kořene křı́dla se asi v 80% rozpeˇtı́ spojujı́v jednu silnou ra´zovou vlnu.

Použitá sı́t’má u povrchu, v oblasti prˇedpokládanémeznı´ vrstvy několik vrstev prvkůvygenero-
vaných metodou Advancing Layer (AL), jejı´ž vývoj je součástı́předloženépráce. Cela´ generace sı´tě
je potom rozdeˇlena do dvou fa´zı́.

V první fázi se na povrchu krˇı́dla vytvořı́ sı́t’metodou (AL), ktera´ bude v blı´zkosti povrchu s meznı´
vrstvou. Charakteristickou vlastnostı´ je sı́t’zhuštěnáve směru normály k povrchovéstěně. Nej-
prve se vygenerujı´ normály ke každému povrchove´mu uzlu. V přı́padě, že úhel mezi dveˇma
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Obrázek 3 : Detail povrchové sítě křídla ONERA M6 přiM∞ = 0.84 (izotropická
síť)

stěnami je většı́ neždanákonstanta, uzel lezˇı́ na singula´rnı́ hraně. Na této hraněse vygeneruje
několik normál jejichž počet a jednotlive´ směry závisı́ na geometricke´ konfiguraci singularity.
Potom se zacˇnou generovat prvky prvnı´ vrstvy sı́tě. Vždy se generuje trojice cˇtyřstěnů, které
dohromady da´vajı́ prizmatickýhranol s troju´helnı́kovou podstavou. Tento hranol mu˚že mı́t ně-
kolik konfiguracı´. Náhodnákombinace konfiguracı´ nezarucˇuje, že výslednásı́t’bude korektnı´,
tedy každá vnitřnı́ stěna bude sdı´let dva prvky. Většinou při generaci poslednı´ trojice prvků
uzavı́rajı́cı́ kavitu může nastat proble´m s orientacı´, protože okolnı́stěny jsou již definovány.
Proto byla vyvinuta specia´lnı́ technika pro rˇešenı́ takovýchto situacı´. Jakmile je prvnı´ vrstva
vygenerova´na, ostatnı´ vrstvy se vytva´řı́ pouze kopı´rovánı́m předchozı´ vrstvy. Vrstvy se gene-
rujı́ tak dlouho dokud prizmaticky´ hranol nenı´ přibližně rovnostranny´. Pak generace skoncˇı́.
Výsledkem prvnı´ fáze je sı´t’, kterámána povrchu te´měř rovnostranne´ čtyřstěny. To je důležité
kvůli hladkému přechodu na izotropickou, nestrukturovanou sı´t’. Detail povrchove´ sı́tě křı́dla s
částı́původnı́roviny symetrie je zobrazena na obra´zku 3. Pohled na sı´t’vygenerovanou metodou
AL je na obrázku 4 a celkovy´ pohled na prˇechod z AL sı´těna izotropickou v rovineˇ symetrie je
na obrázku 5.

V druhé fázi je nutnévytvořit sı́t’ ve zbylém prostoru. To je provedeno v preprocesoru TGRID.
Z povrchovésı́tě se nejprve modifikuje rovina symetrie, ktera´ nemůže být použita z původnı́
sı́tě. Vnějšı́ povrch sı´tě vytvořenév prvnı́ fázi se pouzˇije jako hraničnı́ sı́t’spolu s částı́ roviny
symetrie a vneˇjšı́ plochou dome´ny a pro tuto hranicˇnı́ geometrii se vygenerujı´ izotropické
prvky objemovým genera´torem preprocesoru TGRID. Obeˇ sı́těse spojı´ a rozhranı´ mezi nimi se
odstranı´.

Tloušt’ka prvnı́ho prvku u steˇny je 1.0× 10−5 × cSAT , kdecSAT je střednı́aerodynamicka´ tětiva
křı́dla a sı´t’obsahuje 492551 prvku˚, 85498 uzlu˚ a 991908 steˇn.

Transsonicke´ řešenı́Eulerových rovnic je provedeno pro parametry nerozrusˇeného prouduM∞ =
0.84 aα = 3◦. Rozloženı́součinitele tlaku na povrchu krˇı́dla ve dvou rˇezech bezrozmeˇrného rozpětı́
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Obrázek 4 : Externí stěny na konci fáze 1

Obrázek 5 : Přechod z povrchové sítě na izotropickou
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Obrázek 6 : Nevazké řešení na AL síti M∞ = 0.84 - rozložení součinitele tlaku v
řezu η = 0.44

Obrázek 7 : Nevazké řešení na AL síti M∞ = 0.84 - rozložení součinitele tlaku v
řezu η = 0.90

křı́dlaη = 0.44 aη = 0.90 je zobrazeno na obra´zku 6 a 7, kde jsou soucˇasněvyneseny experimenta´lnı́
výsledky [34]. Pru˚běh konvergence je na obra´zku 8.

Výpočet na izotropicke´ sı́ti obsahujı´cı́ 84370 prvku˚ byl proveden explicitnı´ i implicitnı́ metodou.
Na obrázku 9 jsou pru˚běhy konvergence pro ru˚znéparametry rˇešenı́. Jako referencˇnı́ byl proveden
výpočet explicitnı́metodou, kde byloCFL = 3.6 konstantnı´ po celou dobu vy´počtu. Pro druhy´
výpočet byla pouzˇita implicitnı́ metoda s 10ti vnitrˇnı́mi iteracemi rˇešenı́soustavy linea´rnı́ch rovnic a
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Obrázek 8 : Průběh konvergence řešení Eulerových rovnic při M∞ = 0.84 (AL
síť)

přı́růstkem∆CFL = 4.0 během kazˇdéiterace. Trˇetı́výpočet byl proveden s 20ti vnitrˇnı́mi iteracemi
a přı́růstkem∆CFL = 50.0. Na vodorovne´ ose grafu je vynesen cˇas, aby bylo mozˇné přı́mo
srovnávat rychlosti konvergence i s explicitnı´ metodou. Z obra´zku je patrne´, že použitı́ implicitnı́
metody s 20ti vnitrˇnı́mi iteracemi vykazuje prˇibližně4× většı́ rychlost nezˇ explicitnı́ metoda. Je te´ž
zřejmé, že počet vnitřnı́ch iteracı´ implicitnı́ metody významneˇ ovlivňuje rychlost konvergence.

Řešenı́NS rovnic s lamina´rnı́meznı´ vrstvou bylo spocˇteno na AL sı´ti při podmı́nkáchM∞ = 0.5 a
α = 3◦. Reynoldsovo cˇı́slo vztaženéna střednı́aerodynamickou teˇtivu křı́dlacSAT jeRe = 1.0×106.
Proudove´ pole při těchto parametrech proudeˇnı́ neobsahuje zˇádnérázovévlny a proudeˇnı́ je po celé
hloubce bez odtrzˇenı́. Rozloženı́ součinitele tlaku po hloubce krˇı́dla v řezechη = 0.44 a η = 0.90
je na obra´zku 11 a 12. Pro tyto podmı´nky sice neexistujı´ experimenta´lnı́ výsledky, ale v [26] byl
tento přı́pad řešen softwarem USM3D a CFL3D. Pro srovna´nı́ je několik hodnot vyneseno do
grafů. Spočtenérozloženı́ tlakového soucˇinitele souhlası´ s výsledky z ostatnı´ch programu˚ velice
přesněkroměmaximálnı́ sacı´ špičky. Rozdı́l může být způsoben interpolacı´ prvkových hodnot do
vyhodnocovane´ho řezu, jejı́ž vlastnostı´ je vyhlazovánı́ ostrých extrémů.

Průběhy konvergence pro ru˚znévelikosti časového kroku jsou vykresleny na obra´zku 10. Expe-
rimentálně bylo zjištěno, že nejvyššı́ rychlosti konvergence rˇešenı́ lze dosa´hnout s cˇasovým krokem
CFL=100. Z obra´zku dále plyne, že při zvýšenı́ velikosti časového kroku přibližně na trojnáso-
bek (CFL=310) se rychlost konvergence rˇešenı́ již dále nezvyšuje. Tato vlastnost je pravdeˇpodobneˇ
důsledek zjednodusˇenı́při diskretizaci implicitnı´ho oprátoru rovnic popisujı´cı́ch proudeˇnı́.
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Obrázek 11 : Řešení NS rovnic s laminární mezní vrstvou na AL síti M∞ = 0.5
- rozložení součinitele tlaku v řezu η = 0.44

Obrázek 12 : Řešení NS rovnic s laminární mezní vrstvou na AL síti M∞ = 0.5
- rozložení součinitele tlaku v řezu η = 0.90

19



4 ZÁVĚR

Předloženápráce popisuje metodiku numericke´ho modelova´nı́prouděnı́na komplexnı´ch geometriı´ch
se zameˇřenı́m na proble´my vyskytujı́cı́ se v letectvı´. Výsledkem je programove´ vybavenı´ schopne´
predikovat proudove´ pole staciona´rnı́ch problémů v širokém rozsahu Machovy´ch čı́sel běžných v
letectvı́. V práci je uveden podrobny´ popis metod uzˇitých v programove´m vybavenı´. Při vývoji je
kladen zvláštnı́důraz na efektivnost rˇešenı́, kteráje klı́čovým faktorem ve vsˇech výpočetněnáročných
aplikacı́ch. V kapitole 3 jsou prezentovane´ výsledky spocˇtenévyvinutým programovy´m vybavenı´m.
Kapitola je věnována ověřenı́ výsledkůsrovnánı́m s experimentem, empiricky´mi vztahy a jinými
již verifikovanými CFD metodami. Za´věrem je mozˇné řı́ci, že zada´nı́ stanovene´ v kapitole 3 bylo
splněno v plném rozsahu. Hlavnı´ přı́nosy práce lze shrnout do na´sledujı́cı́ch bodů:

Ve srovnánı́ s běžně užı́vanými komerčnı́ CFD balı́ky je rozdı́lný přı́stup v diskretizaci oblastı´ s
vysokými gradienty velicˇin. Komerčnı́ CFD produkty pouzˇı́vajı́ přı́stup izotropicke´ sı́tě v celé
výpočetnı́doméně, a v přı́paděže sı́t’obsahuje sˇtı́hlé prvky je robustnost a konvergence rˇešenı́
negativneˇ ovlivněna. Naproti tomu prezentovany´ přı́stup využı́vámetody, ktere´ dovolujı́diskre-
tizovat sı´t’s vysoce zdeformovany´mi prvky bez podstatne´ degradace konvergencˇnı́ch vlastnostı´.
Tento přı́stup je zejme´na důležitý pro turbulentnı´ prouděnı́při vysokých Reynoldsovy´ch čı́slech,
pro kteréjsou charakteristicke´ vysokégradienty rychlosti u povrchu. Bez diskretizace meznı´
vrstvy aždo sublamina´rnı́ vrstvy může být modelovánı́ odtrženı́proudu a vy´počet povrchovy´ch
třecı́ch napeˇtı́ nekorektnı´.

Vývoj implicitnı́ časovédiskretizace Eulerovy´ch a Navier-Stokesovy´ch rovnic na nestrukturovane´
sı́ti. Implicitnı́ metoda odstranˇuje stabilitnı´ restrikci na cˇasovýkrok, což je hlavnı́nevýhoda
explicitnı́ch metod u proble´mů se sı´tı́ zdeformovanou v oblasti meznı´ vrstvy. Výsledkem je
potom robustneˇjšı́ metoda rˇešenı́a rychlejšı́ průběh konvergence rˇešenı́. Implementacı´ omezo-
vače extrémů primitivnı́ proměnnémetodou Venkatakrishnan bylo dosazˇeno hladsˇı́ho průběhu
konvergence rˇešenı́Navier-Stokesovy´ch rovnic.

Dı́ky vhodnězvolenédatovéstruktuře bylo dosazˇeno velice hospoda´rného využitı́ paměti. I přes
explicitnı́ uchovánı́ Jacobiho matice beˇhem řešenı́ soustavy linea´rnı́ch rovnic metoda pouzˇitá
v předloženépráci vykazuje prˇibližně 2× menšı́ nároky na pameˇt’ než je tomu ve srovna´nı́ s
komerčnı́mi CFD balı́ky .

Úlohy, kterébyly pro srovna´nı́ spočteny komercˇnı́m balı́kem FLUENT, vykazovaly prˇi použitı́ pre-
zentovany´ch metod podstatne´ snı́ženı́celkovédoby výpočtu a podobnou prˇesnost dosazˇených
výsledků. Konvergence rˇešenı́ má téměř lineárnı́ průběh. Tyto vlastnosti jsou zpu˚sobeny roz-
dı́lným přı́m k prostorove´ diskretizaci vysˇšı́ho řádu, cožse projevı´ obzvláště na zdeformovane´
sı́ti. Prezentovana´ metodologie ma´ potom mensˇı́ vliv na degradaci konvergence.

Vyvinutéprogramove´ vybavenı´ je zaměřeno specia´lněna problémy externı´ aerodynamiky v letectvı´.
To umožňuje použitı́ přesných a zároveňrobustnı´ch metod rˇešenı́, kterébyly vyvinuty pro tyto
úlohy. U komerčnı́ch balı́ků je použitı́ nejnovějšı́ch metod vyvinuty´ch pro jeden typ u´loh někdy
obtı́žné, protože je nutne´ zajistit provázanost metod rˇešenı́s několika fyzikálnı́mi modely. Proto
někdy bývá maximálnı́ efektivnost urcˇitého typu úloh obětována ve prospeˇch možnosti řešit
široké spektrum u´loh.

Návrh několika nových způsobůzvýšenı́ přesnosti rˇešenı́ metodou rekonstrukce primitivnı´ pro-
měnnéna nestrukturovane´ sı́ti. Cı́lem bylo zvýšit přesnost stanovenı´ hodnoty primitivnı´ pro-
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měnnéna stěněprvku při zachovánı́ výpočetnı́náročnosti a struktury potrˇebných geometricky´ch
dat původnı́metody. Z analy´zy původnı́metody rekonstrukce v kapitole 2.2.1 vyply´vá, že při
procesu rekonstrukce (sesta´vajı́cı́ se z interpolace uzlove´ho řešenı́a extrapolace na steˇnu prvku)
se chyba vznikajı´cı́ ve fázi interpolace sˇı́řı́ do výslednérekonstruovane´ hodnoty. V navrzˇených
metodách bylo implementova´no několik způsobůjak zmensˇit vliv této chyby. Byl proveden
numerickýexperiment, v ktere´m byly srovnány a vyhodnoceny vlastnosti novy´ch a původnı́ch
metod rekonstrukce. Z vy´sledkůvyplývá, že zlepšenı́se týkápředevšı́m zdeformovany´ch prvků
v oblasti meznı´ vrstvy.

Návrh modifikace jedne´ ze stávajı́cı́ch metod diskretizace vazky´ch členůNavier-Stokesovy´ch rovnic
pro nestrukturovane´ sı́tě. Cı́lem bylo zvýšit přesnost vy´počtu prostorove´ho gradientu velicˇin
na stěněprvku při zachovánı́ výhodných vlastnostı´ stávajı́cı́ho algoritmu výpočtu. Na základě
podobných úvah o původu chyby jako prˇi návrhu rekonstrukce promeˇnnébylo navrženo několik
nových modifikacı´ algoritmu. Numericky´ experiment, ktery´ byl proveden jak na izotropicke´ sı́ti
tak na sı´ti obsahujı´cı́ zploštělé čtyřstěnnéprvky, ukazuje podstatne´ zmenšenı́chyby diskretizace
v celém rozsahu sˇtı́hlostı́prvků.

Vývoj genera´toru objemove´, povrchove´ sı́tě pro diskretizaci meznı´ch vrstev. Prˇi generaci se vyu-
žı́váprizmatickéstruktury trojice cˇtyřstěnných prvků. Sı́t’přecházı́ plynule ze sˇtı́hlých prvkůna
povrchu do izotropicke´ sı́tě, kde je generace ukoncˇena prˇi splněnı́ zadane´ podmı́nky. Na externı´
plochu povrchove´ sı́tě navazuje sı´t’generovana´ standardnı´m, automaticky´m genera´torem izot-
ropickésı́tě. Metoda pouzˇı́vámı́sto počátečnı́ orientace grafu povrchove´ sı́těvyvinutou metodu
dodatecˇnéopravy orientace trojice prvku˚.

Vývoj omezovacˇe extrémůpro hypersonicke´ problémy. Funkce rˇešenı́hypersonicke´ho proudove´ho
pole se vyznacˇuje velmi silnými rázovými vlnami, kterépři rekonstrukci promeˇnnézpůsobujı́
oscilace rˇešenı́s následkem zhorsˇenı́konvergence u´lohy. Dodatecˇnáredukce oscilacı´ stávajı́cı́mi
metodami se neprojevila jako dostatecˇně účinná pro vysokáMachova cˇı́sla (M∞ > 10) ve
spojitosti s nestrukturovanou sı´tı́. Proto byla na za´kladěnumerických experimentu˚ navržena
modifikace sta´vajı́cı́ metody, ktera´ rozšı́řila oblast jejı´ho použitı́ i pro hypersonicke´ prouděnı́.
Modifikace metody spocˇı́váv zavedenı´ dalšı́ omezujı´cı́ funkce, ktera´ se projevı´ při detekci silné
rázovévlny. Navrženýomezovacˇ extrémůspolu s pouzˇitými metodami prostorove´ diskretizace
představujı´ robustnı´ metodologii pro rˇešenı́hypersonicky´ch problémů.

To, že je vyvinutéprogramove´ vybavenı´ s implicitnı́ časovou diskretizacı´ otevřenédává velké
možnosti jeho dalsˇı́ho využitı́.

Otevřenost syste´mu umožňuje snadnou implementaci diferencia´lnı́ch, turbulentnı´ch modelu˚. Ob-
vykle se DR turbulentnı´ho modelu rˇešı́ volně provázaným způsobem. Z prˇedem stanoveny´ch
proměnných proudove´ho pole se integrujı´ veličiny turbulentnı´ho modelu, ktere´ se v dalsˇı́ iteraci
použijı́ pro stanovenı´ vazkých členů základnı́ch rovnic proudeˇnı́. Takovýmto způsobem lze
modulárněimplementovat vı´ce turbulentnı´ch modelu˚.

Implementacı´ metody dua´lnı́ho časového kroku lze jednodusˇe zı́skat efektivnı´ nástroj pro nestacio-
nárnı́ problémy. Na rozdı´l od staciona´rnı́ formulace, kde prˇesnost evoluce v cˇase nenı´ podstatna´,
je nutnéčasovou derivaci v ODR 2 nahradit centra´lnı́m diferenciálnı́m operátorem, ktery´ je o
řád přesnějšı́ nežjednostranny´ operátor. Navı́c v úlohách, kde se vyskytujı´ deformujı́cı́ se sı´tě
je nutnédo integrace rovnic proudeˇnı́ zahrnout kontrolnı´ objem, ktery´ se může měnit během
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řešenı́. Takto formulovane´ řešenı́ nestaciona´rnı́ úlohy je vhodne´ i pro modelova´nı́ rychlých
přechodovy´ch dějů typu aeroelasticka´ odezva nebo proble´můdynamickéstability.

5 SUMMARY

Submitted work presents a methodology of numerical solution of flow equations with an ability to
handle complex configurations in aeronautics. A result of this work is development of the code that is
able to predict a flow field of the steady problems with wide range of Mach numbers commonly used in
aerospace. The work includes detailed description of methods used in the code. During development
a special attention was paid to an efficiency of the used algorithms that is key in all floating point
intensive computations. The section 4 presents the results obtained with the developed code. Part
of the section is aimed on verification of the results performed by comparison to experimental and
empirical data or comparison with other, already verified codes. The robustness of used methods and
ability to deal with problems involving typical complex configuration is demonstrated by solution of
few examples from external aerodynamics. Therefore, the objectives stated in the beginning of this
work were satisfactorily met. The major contributions of the presented work can be summarized in
following section.

Unlike the commonly used commercial CFD packages, presented methodology uses different ap-
proach to resolve the high gradient regions of boundary layer. Methods used here allow to
discretize highly stretched grids without significant negative impact on convergence rate and
accuracy while commercial CFD packages use the isotropic mesh in entire domain with a wall
function implemented in the turbulence model. This property is important particularly for high
Reynolds number flows containing high velocity gradients in the vicinity of the solid walls.
Poor mesh density can lead to incorrect resolution of the separated flows.

Development of the implicit time formulation on unstructured mesh for Euler and Navier-Stokes
equations. Implicit method eliminates a time step restriction which is limiting factor of the
explicit method. The stability condition of explicit time integration further reduces CFL number
due to stretched grids in the region of boundary layers and discretization of the diffusive terms
in the Navier-Stokes equations. A solution calculated by implicit method shows more robust
and faster convergence. Implementation of Venkatakrishnan limiter enforcing the monotonicity
of the reconstructed primitive variable makes the solution convergence smoother and more
stable for transonic speeds.

It was achieved very efficient memory usage by implementing of the face-based data structure.
The developed code requires almost twice less memory than similar commercial packages even
though the Jacobian matrix in the implicit method is directly stored in core.

It was proposed Several modifications to the current higher order reconstruction process on un-
structured mesh. The goal was to improve the accuracy of the reconstructed variable at the face
while keeping the same computational effort of the algorithm and same data structure requi-
red by the method. Analyzing of the original method it was found that during reconstruction
(consisting of nodal interpolation and center-to-face extrapolation) the error originating in the
phase of interpolation propagates to the resulting face value. Proposed modifications incorpo-
rate several ways how to reduce the error. Numerical experiment was conducted to investigate
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properties of the original and modified reconstruction methods. Results show that improvement
was achieved mostly on stretched grids.

Several modifications were proposed to discretization of viscous terms of the Navier-Stokes equati-
ons on unstructured mesh. The goal was to improve the accuracy of calculated gradient at the
face while keeping the same computational effort of the algorithm and same data structure
required by the method. Proposed modification is based on the assumption similar to modifi-
cation of reconstruction method. Numerical experiment that was performed for both isotropic
and stretched grids shows significant error reduction throughout the range of cell aspect ratio.

Development of the unstructured (tetrahedral) volume mesh generator for the discretization of the
viscous regions. The approach is based on generating of the triad of cells with prismatic structure
on each surface triangle. The generation of next layer on each triangle is stopped when criteria
expressing prismatic equilaterality is satisfied. This approach ensures the smooth transition
between stretched and isotropic mesh. The external surface of the generated viscous mesh is
connected to the isotropic mesh generated by standard, automatic Advancing-Front generator
which is a part of commercial CFD packages. The presented methodology proposes subsequent
check and correction of the prismatic face configuration for surface triangles instead of usual
initial graph orientation.

Development of the limiter for hypersonic problems on unstructured mesh. A solution of hypersonic
flow field contains strong shock waves that can cause oscillatory behavior during higher order
reconstruction and consequently have negative impact on robustness of the method. Subsequent
limitation process using standard limiters did not seemed to work well for higher hypersonic
velocity (M∞ > 10) on unstructured mesh. Based on numerical experiments modification
of currently used Barth-Jespersen limiter was proposed with a aim to extend the range of
applicable Mach numbers. The modification lies in introduction of another limiter function that
is switched-on when strong shock wave is detected. This approach together with used space
discretization present robust methodology for solving 3D high speed hypersonic problems.

Developed CFD code based on presented methods is written such a way it can be easily extended
or modified to be able to solve various engineering tasks and applications in aerospace.

Differential turbulence models can be easily implemented because of an organization of the code.
Differential equations of the turbulence model can be solved in loosely coupled way. First the
field variables are determined from governing flow equations. Calculated flow field variables
together with independent turbulence variables are used to determine quantities required by tur-
bulent model. Then turbulence equations can be integrated and calculated turbulence quantities
are used in next time step to update the flow variables. The advantage of this approach is that
several turbulence models can implemented modular way.

Efficient tool for unsteady problems can be obtained by incorporating of the dual time step. Unlike
the steady state integration where time accuracy is not essential, for unsteady problems the
time derivatives needs to be discretized with second order central operator. Moreover problems
involving the deforming grids need to be reformulated such a way that the volume cannot be
taken out of the integral because the control volume in each cell changes within time. Resulting
unsteady formulation can be used to solve fast, transitional effects such as an aeroelastic response
or dynamic stability effects.
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