
VYSOKÉ UČEŃI TECHNICKÉ V BRNĚ
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1 ÚVOD

P̌redkĺadańa disertǎcńı práce ječleňena na sedm kapitol, jejichž obsahem jsou pře-
vážně články publikovańe či přijaté k publikaci v ňekteŕych mezińarodńıch mate-
maticḱych časopisech nebo sbornı́ćıch konferenćı. Ceĺa pŕace je pak zam̌ěrena na
vyšeťrováńı asymptoticḱych vlastnost́ı řěseńı diferencíalńı rovnice s neohraničeńym
zpǒzděńım a jej́ı diskŕetńı analogie (p̌rı́slušńe difereňcńı rovnice). V pŕaci jsou rovňež
dány do souvislosti asymptotické výsledky odpov́ıdaj́ıćı spojit́emu a diskŕetńımu p̌rı́-
padu.

1.1 SOUČASNÝ STAV PROBLEMATIKY

Diferencíalńı rovnice se zpǒzděńım maj́ı své uplatňeńı v mnoha oborech technické
praxe.Řadu proces̊u totiž nem̊užeme popsat klasickou obyčejnou diferencíalńı rov-
nićı, nebot’ je nutńe zahrnouťclen obsahujı́ćı hodnotu źavisle prom̌enńe v posunut́em
časov́em okam̌ziku (obvykle v minulosti). P̌rı́klady takov́ych model̊u lze naĺezt nap̌r.
v [16]. Ve skaĺarńım p̌rı́paďe naḿısto pǒcátěcńıho probĺemu popsańeho klasickou
obyčejnou diferencíalńı rovnićı (ODE)

ẋ(t) = f(t, x(t)), x(t0) = x0 (1.1)

uvǎzujeme pǒcátěcńı probĺem

ẋ(t) = f(t, x(t), x(τ(t))), (1.2)

x(t) = ξ(t), t ∈ [tmin, t0], tmin := inf
t≥t0

τ(t), (1.3)

kde ξ je p̌redepsańa pǒcátěcńı funkce; je-li tmin = t0, pak podḿınka (1.3) dege-
neruje na tvarx(t0) = x0. O funkci τ se d́ale obvykle p̌redpokĺad́a, že je spojitou
funkćı na uvǎzovańem intervalu a splňuje zde nerovnostτ(t) ≤ t. Z tohoto d̊uvodu
funkci τ naźyvámezpǒzďeńym argumentema rovnici (1.2) pak diferencíalńı rovnićı
se zpǒzďeńym argumentem(DDE).

Existuje ňekolik způsob̊u, jak klasifikovat typy zpǒzděńych argument̊u; jeden z nej-
poǔźıvaňejš́ıch spǒćıvá v rozlǐseńı, zda funkcet − τ(t), naźyvańa strǔcně zpǒzďe-
ńı, je ohranǐceńa, či nikoliv. Podle toho hovǒrı́me o rovnićıch sohranǐceńym, resp.
neohranǐceńym zpǒzďeńım. Patrňe nejjednodǔšśım p̌rı́kladem DDE s ohraničeńym
zpǒzděńım je

ẋ(t) = ax(t− r), a 6= 0, r > 0,

zobečnuj́ıćı klasickou Malthusovu rovnici̇x = ax. Nejzńamějš́ı DDE s neohranǐce-
ným zpǒzděńım je tzv.rovnice pantografu

ẋ(t) = ax(t) + bx(qt), q ∈ (0, 1), t ≥ 0 (1.4)

s pǒcátěcńı podḿınkou x(0) = x0. Jej́ı tvar byl odvozen v souvislosti šrěseńım
probĺemu sb̌erǎce elektricḱeho proudu lokomotivy u British railways v roce 1970 (viz
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Obr. 1.1:Sch́ema pantografu (A-tlumič, B-prǔzina).

[27]). Tento sb̌erǎc je modelov́an dv̌ema ťelesy spojeńymi pružinou a tlumǐcem (viz
Obr.1.1). Horńı těleso je v neustálém kontaktu s trolejov́ym vedeńım a dolńı je uchy-
ceno tlumǐcem ke sťrěse lokomotivy a p̊usob́ı na ňej p̌rı́tlačná śıla G směrem vzh̊uru.
Dynamika sb̌erǎce a dynamika trolejov́eho vedeńı jsou spjaty kontaktńı podḿınkou. V
blı́zkosti podpor troleje lze zanedbat tuhost a pružnost dŕatu a vzniḱa probĺem popsańy
čtyřmi DDE s proporciońalńım zpǒzděńım, jehǒz řěseńım uřćıme vertiḱalńı posunut́ı
obou ťeles pantografu, kontaktnı́ śılu drátu a horńıho ťelesa pantografu. Ve zmı́něńe
aplikaci se tedy jedńa o vektorovou rovnici, která modeluje i jińe probĺemy, a kteŕa
byla (s r̊uzńymi modifikacemi) p̌redm̌etem zkouḿańı ji ž mnoha matematik̊u. V této
souvislosti uved’me rovňež obecňejš́ı rovnici

ẋ(t) = ax(t) + bx(qt) + cẋ(pt), p, q ∈ (0, 1) , (1.5)

kteŕa modelujěradu daľśıch probĺemů, jako nap̌r. absorpci sv̌etla mezihv̌ezdnou hmo-
tou, Cherenkovovu radiaci, aplikace v mechanice kontinua nebo teorii dielektrických
materíalů. Tato rovnice v̌sak neńı DDE, a to vzhledem k p̌rı́tomnostičlenuẋ(pt). Paťrı́
mezi rovnice neutŕalńıho typu, kteŕymi se v pŕaci nezab́yváme.

Z vı́ce hledisek (kvalitativńı teorie, numericḱa teorie) je vy̌seťrováńı DDE s ohrani-
čeńym zpǒzděńım zálězitost́ı jednodǔšśı, časťeji studovanou áuplnějš́ı něz v p̌rı́paďe
rovnic s neohraničeńym zpǒzděńım. Z řady praćı, týkaj́ıćıch se rovnic s ohraničeńym
zpǒzděńım, a kteŕe maj́ı vztah k d́ale vy̌seťrovańe problematice, uved’me alespǒn pŕace
[1], [2], [8], [9].

Cı́lem disertǎcńı práce je formulovat ňekteŕe ot́azky a probĺemy teorie DDE s ne-
ohranǐceńym zpǒzděńım a naznǎcit způsoby jejich řěseńı. Uved’me proto nejprve
strǔcný přehled ňekteŕych vybrańych praćı, kteŕe maj́ı bezprosťredńı vztah k ťemto
probĺemům.
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Kvalitativn ı́ řešeńı DDE s neohranǐceńym zpožděńım

Teoreticḱe źazeḿı týkaj́ıćı se kvalitativńıch vlastnost́ı řěseńı se zǎcalo pro diferenci-
álńı rovnice s neohraničeńym zpǒzděńım budovat v sedmdesátých letech minuĺeho
stolet́ı. Základńı praćı byl v roce 1971̌clánek autor̊u Kato - McLeod (viz [15]), ktěrı́
se zab́yvali diferencíalńı rovnićı (1.4). Následovala paǩrada praćı, ve kteŕych autǒri
provedli zobecňeńı v růzńych sm̌erech. V roce 1975 Heard [11] odvodil asymptoticḱe
formule pro obecňejš́ı přı́pad rovnice

ẋ(t) = ax(t) + bx(τ(t)), (1.6)

kdea < 0, b 6= 0 jsou réalné konstanty aτ vyhovuje jist́ym p̌redpoklad̊um (z kteŕych
specíalně vyplývá,že rovnice (1.6) je DDE s neohraničeńym zpǒzděńım). V roce 1976
se Lim [21] zab́yval soustavou diferenciálńıch rovnic

ẋ(t) = Ax(t) + Bx(λt)

a v roce 1978 doplnil tentýž autor (viz [22]) rovnici (1.4) o silový člen f na prav́e
straňe p̌rı́slušńe rovnice a op̌et diskutoval jej́ı kvalitativńı vlastnosti. P̌revážně ǎz v
devadeśatých letech pak ńasledovala śerie zobecňeńı daľśımi směry. Iserles a Liu
vyšeťrovali kvalitativńı vlastnosti rovnice (1.5) ve skaĺarńım i vektorov́em p̌rı́paďe (viz
nap̌r. [12], [14] nebo [23]), v práci [20] je nav́ıc uvǎzováno i zahrnut́ı silovéhočlenuf .
Asymptoticḱe vlastnostǐrěseńı rovnice (1.4) s nekonstantńımi koeficienty byly disku-
továny v pŕaci [25] a zobecňeńı těchto v́ysledk̊u pro ňekteŕe rovnice s obecńym ne-
ohranǐceńym zpǒzděńım (zahrnuj́ıćım proporciońalńı zpǒzděńı jako specíalńı přı́pad)
bylo provedeno ve skalárńım i vektorov́em p̌rı́paďe v článćıch [4], [5], [6].

Numerické řešeńı DDE s neohranǐceńym zpožděńım

Protǒze je v pŕaci diskutov́ana rovňež diskŕetńı analogie diferenciálńıch rovnic s ne-
ohranǐceńym zpǒzděńım, uvedeme ňekteŕe pŕace zab́yvaj́ıćı se numericḱym řěseńım
těchto rovnic. V ťechto praćıch jsou diskutov́any i p̌rı́slušńe difereňcńı rovnice a jejich
vlastnosti.

Prvńı postupy numericḱehořěseńı diferencíalńıch rovnic se zpǒzděńım se objevuj́ı
v padeśatých letech minuĺeho stolet́ı, a to pro jednodǔšśı přı́pady (zejḿena rovnic
s konstantńım zpǒzděńım). Byly odvozeny p̌rı́mou aplikaćı známých metod (p̌rede-
vš́ım lineárńı vı́cekrokov́e metody) pro oby̌cejńe diferencíalńı rovnice na pǒcátěcńı
probĺem

ẋ(t) = f(t, x(t), x(τ(t))), t0 ≤ t ≤ tf (1.7)

x(t) = ξ(t), t ∈ [tmin, t0], tmin := inf
t≥t0

τ(t). (1.8)

Nav́ıc se zde p̌redpokĺadala existence množiny ∆ = {t0, t1, . . . , tN = tf} děĺıćıch
bod̊u tak, že pro v̌sechnatn ∈ ∆ plat́ı bud’ τ(tn) < t0 neboτ(tn) ∈ ∆. Podle
toho, jaḱa je d́ana śıt’ , takov́a může b́yt implementov́ana metoda. Např. p̌rı́má Eulerova
metoda pro problém (1.7), (1.8) je tvaru

Xn+1 = Xn + hn+1f(tn, Xn, Xq), Xn ≈ x(tn), n = 0, . . . , N − 1
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pro ňejaḱaq < n, kdehn+1 := tn+1−tn. Tento p̌rı́stup v̌sak byl poňekud neprakticḱy,
nebot’ nap̌r. v přı́paďe

ẋ(t) = x(t/2), 0 ≤ t ≤ 1,

x(0) = 1

by pro libovolńet ∈ ∆, mělo rovňež t/2 paťrit do mnǒziny ∆. Pak ale pǒcátěcńı délka
kroku neexistuje. Nav́ıc, protǒze ďeĺıćı body muśı splňovattn+1 = 2tn pro n ≥ 1,
mámehn+1 = tn. Tedy posledńı délka kroku je v̌zdy rovna1/2 a o konvergenci
metody nelze v̊ubec diskutovat.

Výhodňejš́ı přı́stup navrhl Feldstein (viz [10], nebo [3]). Jeho v́yhoda spǒćıvá p̌re-
dev̌śım v tom,že volba diskretizace je nezávisĺa na tvaru zpǒzděńeho argumentu:
Abychom vy̌rěsili počátěcńı probĺem (1.2), (1.3), zavedeme diskretizaci

tn+1 = tn + nh, Xn ≈ x(tn), n = 1, 2, . . . , (1.9)

kdeh je (konstantńı) délka kroku. Numericḱe ńahrady derivaćı jsou analogicḱe jako
u numericḱehořěseńı ODE. Zb́yvá nahradit hodnotux(τ(t)). Jednou z nejjednoduš-
š́ıch aproximaćı je x(τ(tn)) ≈ Xb τ(tn)−t0

h c, kde symbolb c znǎćı celǒćıselnoučást

výrazu. Źıskáme tak konvergentnı́ numerickou formuli

Xn+1 = Xn + hf(tn, Xn, Xb τ(tn)−t0
h c). (1.10)

K numericḱe ńahraďe zpǒzděńehočlenu lze poǔźıt i interpolaci mezi uzly, kteŕe bez-
prosťredňe soused́ı s hodnotouτ(t) (nap̌r. lineárńı interpolace),̌ci jiné vhodńe metody
přibli žného uřceńı hodnoty v dańem boďe p̌ri znalosti ňekolika okolńıch hodnot. Je
však vhodńe volit optimálńı přı́stup z hlediska pǒzadovańe p̌resnosti, slǒzitosti a roz-
sahu v́ypočtu a poǔzitému v́ypočetńımu vybaveńı.

Numericḱe řěseńı diferencíalńıch rovnic s neohraničeńym zpǒzděńım se v literatǔre
objevuje v devadesátých letech dvaćat́eho stolet́ı, předev̌śım v souvislosti šrěseńım
rovnice pantografu. V této souvislosti uved’me alespǒn pŕace matematik̊u Iserlese
a Liu ([13], [24]), kteřı́ se zab́yvali probĺemy spojeńymi s numericḱym řěseńım ně-
kterých zobecňeńı rovnice pantografu. Za zḿınku stoj́ı rovněž kniha autor̊u Bellena
a Zennara (viz [3]) zasv̌eceńa uceleńemu pohledu na numerické vy̌seťrováńı dife-
rencíalńıch rovnic se zpǒzděńım (specíalně pak se zpǒzděńım neohranǐceńym).

1.2 ZVOLEN É METODY ZPRACOV ÁN Í

Poǔzité matematicḱe postupy p̌ri odvozov́ańı jednotlivých tvrzeńı vycházej́ı z již zńa-
mých důkazov́ych technik, kteŕych bylo ǔzito p̌ri hledáńı analogicḱych výsledk̊u v jed-
nodǔšśıch p̌rı́padech. Tyto postupy jsou modifikovány a zobecňeny na ńami studo-
vańe probĺemy. Konkŕetňe vyǔźıváme k nalezeńı asymptoticḱych odhad̊u řěseńı x
diferencíalńı i difereňcńı rovnice se zpǒzděńım řěseńı ρ jisté pomocńe funkciońalńı
rovnice. Ńasledňe pak metodou krok̊u ukážeme ohranǐcenost pod́ılu x(t)/ρ(t) při
t →∞.
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V kapitole ṕat́e disertǎcńı práce se k popisu jistého kvalitativńıho výsledku pro
řěseńı difereňcńı rovnice obecňe s prom̌enńym řádem vyǔźıvá výsledk̊u kvalitativńı
teorie pro difereňcńı rovnice konstantńıho řádu (se zam̌ěreńım na anaĺyzu charakte-
ristického polynomu p̌rı́slušńe difereňcńı rovnice).

1.3 CÍLE DISERTA ČNÍ PRÁCE

Prvńım z ćılů disertǎcńı práce je vy̌seťreńı kvalitativńıch vlastnost́ı řěseńı zobecňeńe
rovnice pantografu, a to skalárńı diferencíalńı rovnice prvńıho řádu s neohraničeńym
zpǒzděńım (nebo v́ıce zpǒzděńımi). Z hlediska kvalitativńıch vlastnost́ı se zam̌ěrujeme
zejména na ot́azky stability a asymptotiky̌rěseńı. V návaznosti na tuto kvalitativnı́
anaĺyzu je daľśım ćılem pŕace vy̌seťrit kvalitativńı vlastnostǐrěseńı difereňcńıch rov-
nic, odpov́ıdaj́ıćıch vybrańe numericḱe formuli, kterou lze poǔźıt při přibli žnémřěseńı
analyzovańe zobecňeńe rovnice pantografu.

Dalš́ım úkolem je srovńańı výsledk̊u kvalitativńı anaĺyzy exaktńıho řěseńı DDE a
řěseńı přı́slušńe difereňcńı rovnice. V d̊usledku tohoto srovńańı stanov́ıme podḿınky
na parametry (d́elka kroku) tak, aby z̊ustaly zachov́any uřcité kvalitativńı vlastnosti
(stabilitařěseńı, asymptoticḱe odhady̌rěseńı apod.).

Na źavěr je sestaven program pro numerické řěseńı uvǎzovańeho okruhu DDE
(tj. rovnice pantografu a ňekteŕa jej́ı zobecňeńı) a provedeno otestováńı źıskańych
výsledk̊u na vybrańych p̌rı́kladech.

2 PŘEHLED V ÝSLEDK Ů

V tétočásti jsou prezentov́any v́ysledky uvedeńe v jednotliv́ych kapitoĺach disertǎcńı
práce. V disertǎcńı práci se v kapitoĺach 3 a 4 zab́yváme asymptoticḱym chov́ańım
řěseńı někteŕych linéarńıch diferencíalńıch rovnic s neohraničeńym zpǒzděńım. V ka-
pitolách 5 a 6 jsou pak diskutovány ňekteŕe kvalitativńı vlastnostǐrěseńı difereňcńıch
rovnic, zejḿena v souvislosti se známými výsledky pro odpov́ıdaj́ıćı spojit́e p̌rı́pady.

2.1 KAPITOLA 3: L INEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH UNBOUNDED

DELAYS AND A FORCING TERM

V této kapitole se zab́yváme hled́ańım asymptoticḱeho odhadu pro v̌sechnǎrěseńı
lineárńı diferencíalńı rovnice s v́ıce neohranǐceńymi zpǒzděńımi

ẋ(t) = −a(t)x(t) +
n∑

i=1

bi(t)x(τi(t)) + f(t), t ∈ I = [t0,∞), (2.1)

kdea > 0, bi, f jsou spojit́e funkce naI, τi jsou spojiťe diferencovatelńe funkce naI
takov́e, žeτi(t) < t, 0 < τ̇i(t) ≤ qi < 1 pro v̌sechnat ∈ I a τi(t) →∞ pro t →∞,
i = 1, . . . , n. Poznamenejme,̌ze podḿınka τ̇i(t) ≤ qi < 1 implikuje, že zpǒzděńı
t− τi(t) je neohranǐcenou funkćı při t →∞.
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Ve formulaci hlavńıho výsledku t́eto kapitoly vyǔzijeme pojem p̌rı́slušnosti funkćı
do iterǎcńı grupy. Tento pojem je zaveden pro množinu funkćı {τ1, . . . , τn}.
Definice 2.1 Necht’ ψ ∈ C1(I−1), ψ̇ > 0 naI−1 := [t−1,∞), kdet−1 := min {τi(t0),
i = 1, 2 . . . , n}. Řekneme,̌ze mnǒzinu funkćı {τ1, . . . , τn} lze v̌clenit do iterǎcńı grupy
[ψ], jestlǐze pro v̌sechnaτi existuje takov́a konstantadi, že

τi(t) = ψ−1(ψ(t)− di), t ∈ I. (2.2)

Probĺem p̌rı́slušnosti dańych funkćı {τ1, . . . , τn} k iterǎcńı grup̌eúzce souviśı s exis-
tenćı spolěcnéhořěseńı ψ soustavy simult́anńıch Abelov́ych rovnic

ψ(τi(t)) = ψ(t)− di, t ∈ I, i = 1, . . . , n.

Úplné řěseńı těchto probĺemů bylo popśano v [26], [28] a [29]. Tyto články obsahujı́
podḿınky, za kteŕych (2.2) plat́ı pro v̌sechnaτi, i = 1, . . . , n (viz rovněž [17, Theorem
9.4.1]).

Hlavńı výsledek t́eto kapitoly, jeňz je zobecňeńım výše zḿıněńych p̌rı́pad̊u, je pak
formulován v podob̌e ńasleduj́ıćı věty, kteŕa d́avá asymptoticḱy odhadřěseńı rovnice
(2.1).
Věta 2.2 Necht’ {τ1, . . . , τn} mohou b́yt včleňeny do iterǎcńı grupy [ψ]. Necht’ x je

řešeńım (2.1), kdea(t) ≥ K
/

exp{ηψ(t)}, 0 <
n∑

i=1
|bi(t)| ≤ Ma(t) pro v̌sechna

t ∈ I a vhodńe réalné konstantyK > 0, M > 0, η < 1. Je-lif(t) = O(exp{νψ(t)})
při t →∞ pro vhodńe réalnéν, pak plat́ı odhad

x(t) = O(exp{γψ(t)}) při t →∞, γ > max (η + ν,
log M

d1
, . . . ,

log M

dn
),

(2.3)
kdedi, i = 1, . . . , n jsou d́any vztahem (2.2).

Důkaz t́eto v̌ety je uveden v [7]. Hlavńı výsledek je d́ale v citovańem článku do-
plněn pozńamkami a p̌rı́klady.

2.2 KAPITOLA 4: THE ASYMPTOTIC PROPERTIES OF SOLUTIONS OF

LINEAR DELAY DIFFERENTIAL EQUATIONS

V této kapitole se zab́yváme asymptoticḱym chov́ańım nehomogenńı lineárńı dife-
rencíalńı rovnice

ẋ(t) = a(t)x(t) + b(t)x(τ(t)) + f(t), t ∈ I := [t0,∞) , (2.4)

kdea > 0, b 6≡ 0, τ af jsou spojit́e funkce naI.
Hlavńı výsledek t́eto kapitoly d́avá asymptoticḱy popis v̌sechřěseńı rovnice (2.4)

pomoćı řěseńı funkciońalńı rovnice

ϕ(t) = c(t)ϕ(τ(t)), t ∈ I, (2.5)

kdec je vhodńa spojit́a a nerostoućı funkce. Existence kladnéhořěseńı rovnice (2.5)
vyplývá z teorie funkciońalńıch rovnic.
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Věta 2.3 Uvǎzujme rovnici (2.4), kdea, b, f ∈ C0(I), τ ∈ C1(I), a(t) > 0, τ(t) <

t pro v̌sechnat ∈ I, τ(t) → ∞ při t → ∞, f(t) = O(|b(t)| exp{∫ τ(t)
t0

a(s)ds}) při
t →∞ a necht’ existuje nerostoucı́ funkcec ∈ C0(I) takov́a, že|b(t)| ≤ c(t)a(t) pro
všechnat ∈ I. Dále necht’ pro vhodńe réalné0 < δ < 1 a libovolńe t ∈ I je splňena
relace

0 < a(τ(t))τ̇(t) ≤ δa(t). (2.6)

Pak pro kǎzdou réalnou konstantuL existujeřešeńı xL rovnice (2.4) s vlastnost́ı

exp{−
∫ t

t0

a(s)ds}xL(t) → L při t →∞. (2.7)

Nav́ıc, je-li x libovolnýmřešeńım rovnice (2.4), pak existuje takov́a reálná hodnotaL
že

x(t) = xL(t) + O(ϕ(t)) při t →∞,

kdeϕ je spojit́e kladńe řešeńı rovnice (2.5).

Tento v́ysledek byl publikov́an ve slab̌śı formě v [22], resp. [15]. Jeho zobecňeńı na
rovnici (2.4) s dalekoširš́ım okruhem zpǒzděńych argument̊u lze naĺezt v [5] a taḱe
v [4], kde byl studov́an p̌rı́pad rovnice (2.4) s b(t) = ka(t), k 6= 0. Poznamenejme,
že kĺıčový předpoklad v [4] je a neklesaj́ıćı. Věta2.3 plat́ı pro obecňejš́ı typy rov-
nice (2.4), něz bylo vy̌seťrováno ve zḿıněńych článćıch (plat́ı nap̌r. i pro a klesaj́ıćı).
Zdůrazňeme jěsťe, že podḿınka (2.6) je splňena p̌redev̌śım op̌et pro rovnice (2.4)
s neohranǐceńym zpǒzděńım. V přı́paďe rovnice s ohraničeńym (nap̌r. konstantńım)
zpǒzděńım by tato podḿınka znamenala velmi restriktivnı́ omezeńı na koeficienta.

Analogicky k v́ysledku kapitoly 3 by bylo z hlediska celistvosti práce logicḱe uv́est
přı́pad rovnice (2.4) s v́ıce zpǒzděńımi. I přes autorovu snahu zůst́avá zobecňeńı věty
2.3na rovnici (2.4) s v́ıce zpǒzděńımi otev̌reńym probĺemem.

2.3 KAPITOLA 5: ON A DISCRETIZATION OF SOME DELAY DIFFERENTIAL

EQUATIONS

Cı́lem t́eto kapitoly je dokumentovat a vysvětlit někteŕe zvĺǎstńı jevy, kteŕe nast́avaj́ı
při numericḱemřěseńı počátěcńıho probĺemu

ẋ(t) = ax(t) + bx(τ(t)), t ∈ I := [t0,∞) , x(t0) = x0, (2.8)

kdea, b jsou réalné konstanty vyhovujı́ćı podḿınce|a|−|b| < 0 a funkceτ je spojitou
a neohranǐcenou funkćı na [t0,∞) s vlastnostmiτ(t0) = t0, τ(t) < t pro v̌sechna
t > t0, přičem̌z op̌et p̌redpokĺad́ame,že zpǒzděńı t−τ(t) je neohranǐceńa p̌ri t →∞.

V souvislosti s numericḱym řěseńım probĺemu (2.8) analyzujeme jednu z nejjed-
nodǔšśıch diskretizaćı (specíalńı modifikace Eulerovy metody) ve tvaru

Xn+1 = Xn + h(aXn + bXq(n)), n = 0, 1, 2, . . . , (2.9)
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kdeX0 = x0, Xn aproximuje hodnotux(tn) v časetn = t0 + nh, h > 0 oznǎcuje

délku kroku aq(n) =
⌊

τ(tn)−t0
h

⌋
, n = 0, 1, 2, . . .. Metoda (2.9) byla poprv́e navřzena

v práci [10], viz též [3], kde je mimo jińe doḱaźana konvergence této metody.

Numericḱe výpočty (s omezenou p̌resnost́ı výpočtu) ňekteŕych p̌rı́kladů rovnice
(2.8) vzbuzuj́ı dojem,že p̌resńa řěseńı výše uvedeńych rovnic konvergujı́ s rostoućım
t k nule. Tento źavěr je v̌sak v źasadńım rozporu s ňekteŕymi výsledky kvalitativńı
teorie diferencíalńıch rovnic s neohraničeńym zpǒzděńım (viz nap̌r. Heard [11, The-
orem 3.1]). Tento fenoḿen je v literatǔre zńam pod pojmem ”numerical nightmare”.
Hlavńım ćılem t́eto kapitoly je tedy vysv̌etlit tento rozpor a pouḱazat na nebezpeč́ı
mechanicḱeho akceptov́ańı numericḱych výsledk̊u bez hlub̌śıch znalost́ı kvalitativńıch
vlastnost́ı řěseńı.

Difereňcńı rovnice (2.9) je obecňe prom̌enńehořádu (rostoućıho se zvy̌suj́ıćım se
t). Lze v̌sak sestrojit posloupnost intervalů, na nicȟz je rovnice (1.2) rovnićı kon-
stantńıho řádum + 1 s charakteristicḱym polynomem

Pm(λ) := λm+1 − (1 + ah)λm − bh. (2.10)

Užitı́m kvalitativńıch vlastnost́ı difereňcńıch rovnic konstantńıho řádu (se zam̌ěreńım
na anaĺyzu charakteristicḱeho polynomuPm(λ)) lze formulovat ńasleduj́ıćı:

• Je-lia ≤ b < −a, pakPm(λ) je Schurova typu pro v̌sechnam ≥ 0.
• Je-li b ≥ −a, pakPm(λ) neńı Schurova typu pro v̌sechnam ≥ 0.
• Ve zb́yvaj́ıćıch p̌rı́padech platı́, že polynomPm(λ) je Schurova typu pro v̌sechna

m ≤ m∗ a neńı Schurova typu prǒzádńe m > m∗. Jinak vyj́aďreno, řěseńı
přı́slušńe difereňcńı rovnice (v nǎsem p̌rı́paďe formule (2.9)) má ”tendenci” kon-
vergovat k nule ǎz po jistou kritickou hodnotun∗. Naopak, aproximaceXn pro
n > n∗ k nule nekonvergujı́, nebot’ přı́slušný charakteristicḱy polynom neńı
Schurova typu.

Protǒze ńami studovańe probĺemov́e p̌rı́pady spadajı́ do ťret́ı z výše uvedeńych
možnost́ı, zbývá uřcit okam̌zik t∗ zḿıněńe kvalitativńı změny (tj. hodnotut∗ takovou,
že prot > t∗ maj́ı přı́slušńa řěseńı ”tendenci” nekonvergovat k nule). V disertačńı
práci je odvozen horńı odhadt∗ tohoto okam̌ziku jakořěseńı (obecňe nelinéarńı) rov-
nice

t∗ − τ(t∗) = ν(a, b), (2.11)

kde funkceν na prav́e straňe rovnice je d́ana vztahem

ν(a, b) =





min
{

1√
b2−a2

arctan
√

b2−a2

a , 1
a

}
, a > 0,

π
2|b| , a = 0,

1√
b2−a2

(
π + arctan

√
b2−a2

a

)
, a < 0.

(2.12)

Protǒze diskretizace (2.9) dává numericḱe výsledky konvergujı́ćı k přesńemuřěseńı,
hodnotat∗ je odhadem kvalitativńı změny chov́ańı přesńehořěseńı (2.8).
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Výsledky t́eto kapitoly zobečnuj́ı ve smyslu obecňejš́ıho zpǒzděńeho argumentu
původńı výsledky odvozeńe v [24].

2.4 KAPITOLA 6: ON ASYMPTOTIC PROPERTIES OF SOLUTIONS OF THE

DIFFERENCE EQUATION

∆x(t) = −ax(t) + bx(τ (t))

V kapitole 6 jsou odvozeny asymptotické odhady̌rěseńı difereňcńı rovnice

∆x(t) = −ax(t) + bx(τ(t)), t ∈ I := [t0,∞), (2.13)

kdea > 0, b 6= 0 jsou réalné konstanty aτ je spojit́a funkce spľnuj́ıćı někteŕe daľśı
vlastnosti. Rovnice (2.13) je diskretizaćı diferencíalńı rovnice se zpǒzděńım

ż(t) = −az(t) + bz(τ(t)), t ∈ I, (2.14)

tedy rovnice (2.8), jej́ıž chov́ańı na kompaktńım intervalu bylo vy̌seťrováno v p̌red-
cházej́ıćı části.

Jednou z d̊uležitých teoreticḱych ot́azek t́ykaj́ıćıch se t́eto diskretizace je, za jakých
podḿınek se asymptoticḱe chov́ańı řěseńı x rovnice (2.13) ”podob́a” asymptoticḱemu
chov́ańı řěseńı z rovnice (2.14).

Nejprve uved’me,že z v́ysledku publikovańeho v [11, Theorem 3.1]) (rovňež uve-
deńeho v disertǎcńı práci) specíalně vyplývá ńasleduj́ıćı asymptoticḱy odhadřěseńı
rovnice (2.14): Je-liz libovolné řěseńı rovnice (2.14), pak

z(t) = O(ρ(t)) při t →∞,

kdeρ je kladńe spojit́e řěseńı funkciońalńı rovnice

0 = −aρ(t) + |b|ρ(τ(t)). (2.15)

Následuj́ıćı hlavńı výsledek kapitoly 6 ud́avá podḿınky, za kteŕych plat́ı výše zḿı-
něńy odhaďrěseńı také pro difereňcńı analogii rovnice (2.14), tedy pro rovnici (2.13).

Věta 2.4 Necht’ x je řešeńım rovnice (2.13), kde0 < a < 1, b 6= 0 jsou réalné
konstanty a necht’ τ je rostoućı spojitá funkce naI takov́a, že τ(t + h) − τ(t) je
nerostoućı funkce pro v̌sechna0 < h ≤ 1 na I. Necht’ ρ je kladńe spojit́e řešeńı
funkciońalńı rovnice (2.15) takov́e,že pro|b|/a ≥ 1 jeρ neklesaj́ıćı, a pro|b|/a < 1 je
ρ klesaj́ıćı, při čem̌zρ(t+h)−ρ(t) je neklesaj́ıćı funkćı naI pro libovolńe0 < h ≤ 1.
Pak plat́ı následuj́ıćı odhadyřešeńı:

(i) Je-li |b|/a ≥ 1, pakx(t) = O(ρ(t)) při t →∞.

(ii) Je-li |b|/a < 1 a nav́ıc
∞∑

k=1

−∆ρ(tk−1)
ρ(tk+1)

< ∞, pakx(t) = O(ρ(t)) při t →∞.

Pozńamka 2.5 V kapitole 6 je doḱaźano,že řěseńı ρ rovnice (2.15) s výše pǒzado-
vańymi vlastnostmi skutěcně existuje.
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Pozńamka 2.6 Tuto větu lze vyǔźıt i při hledáńı asymptoticḱeho odhadǔrěseńı di-
fereňcńı rovnice

x(t + h)− x(t) = −ahx(t) + bhx(τ(t)), t ∈ I, (2.16)

kdea > 0, b 6= 0 a 0 < h ≤ 1 je délka kroku, kteŕa p̌redstavuje formuli źıskanou
z (2.13) pomoćı nejjednodǔšśı difereňcńı náhrady̌clenuẋ. Necht’ jsou splňeny v̌sechny
předpoklady naτ . Je-lih < 1/a, pak pro v̌sechnǎrěseńı rovnice (2.16) plat́ı asympto-
tické odhady uvedeńe ve v̌eťe2.4. Jinak vyj́aďreno, pro v̌sechnǎrěseńı rovnice (2.14) a
jejı́ diskretizace (2.16) plat́ı stejńy asymptoticḱy odhad za podḿınky volby dostatěcně
maĺeho krokuh.

3 ZÁV ĚR

V disertǎcńı práci jsou prezentov́any v́ysledky t́ykaj́ıćı se asymptoticḱeho chov́ańı zo-
becňeńe skaĺarńı rovnice pantografu. Jedná se o speciálńı okruh diferencíalńıch rovnic
s neohranǐceńym zpǒzděńım, kteŕe maj́ı řadu technicḱych aplikaćı. V posledńı dob̌e
roste źajem o tuto problematiku, což dokazujěrada publikovańych monografíı a od-
borńych článk̊u. Vzhledem k absenci jednotné asymptoticḱe teorie pro diferenciálńı
rovnice s neohraničeńym zpǒzděńım je obvykle nutńe studovat kvalitativńı chov́ańı
jednotlivých p̌rı́pad̊u.

Jedńım z ćılů této disertǎcńı práce je proto shrnout a zobecnit někteŕe asymptoticḱe
výsledky pro dańy okruh ťechto rovnic. P̌ri hledáńı asymptoticḱych odhad̊u je vyǔzito
řěseńı pomocńych funkciońalńıch rovnic.

Protǒze hled́ańı analyticḱehořěseńı výše uvedeńych probĺemů je prakticky nemǒz-
né, v technicḱe praxi se v drtiv́e věťsině p̌rı́pad̊u hled́a řěseńı numericḱe. Numericḱa
formule je pak konstruov́ana jako difereňcńı rovnice, jej́ıž volba źaviśı na pǒzadovańe
přesnosti a poǔzitém v́ypočetńım vybaveńı. V této pŕaci je studov́ana difereňcńı rov-
nice vych́azej́ıćı z modifikovańe Eulerovy metody. Pro tuto diferenčńı rovnici byl jed-
nak vy̌seťren jist́y probĺem na kompaktńım intervalu, a rovňež byl odvozen asympto-
tický odhad s podḿınkou na d́elku kroku, p̌ri jejı́mž splňeńı tento odhad odpovı́dá
asymptoticḱemu odhadu spojité analogie (tj. p̌rı́slušńe diferencíalńı rovnice).

Existuje ňekolik sm̌erů, ve kteŕych lze v́ysledky uvedeńe v t́eto pŕaci rozv́ıjet.

• Lze se zab́yvat diferencíalńımi rovnicemi se zpǒzděńım neutŕalńıho typu, tj. ve
studovańych rovnićıch nav́ıc uvǎzovat derivaci v posunutém argumentu.

• Asymptoticḱa teorie pro diskŕetńı zobecňenou rovnici pantografu je podstatně
méňe rozvinuta, něz je tomu v p̌rı́paďe jej́ı spojit́e analogie. To je mimo jińe
způsobeno obtı́žnost́ı vyšeťrováńı difereňcńıch rovnic vy̌šśıch řád̊u. V daľśım je
tedy mǒzné studovat asymptotické chov́ańı přesňejš́ıch diskretizaćı rovnice pan-
tografu, něz dává poǔzité sch́ema vych́azej́ıćı z Eulerovy metody.

• V soǔcasnosti se zǎćıná budovat nov́a teorie, kde uvǎzovańe dynamicḱe rov-
nice jsou studov́any na obecňejš́ıch struktuŕach, tzv. time scales. V́yše studo-
vanou problematiku tedy lze vyšeťrovat z hlediska t́eto teorie, zastřěsuj́ıćı teorii
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diferencíalńıch a difereňcńıch rovnic, a t́ım sjednotit, p̌rı́padňe rožśıřit zı́skańe
výsledky.
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diferencíalńıch rovnic.
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ABSTRACT

This thesis deals with the generalized pantograph equation (particularly, the first order
linear differential equation with a general unbounded delay) in the continuous and dis-
crete form. There are derived asymptotic formulae and estimates for some particular
cases of these equations. We discuss the resemblances between asymptotic behaviour
of solutions in both cases. Moreover, some conditions concerning the discrete case
are derived to preserve the required asymptotic properties known from the continuous
case. Finally, the obtained results are illustrated utilizing software Maple 9.5.
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