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1 Uvob

Predkladara disert&ni prace jecleréna na sedm kapitol, jejighobsahem jsoufp-

vazne clanky publikovag Ci prijaté k publikaci v rektefych mezirarodrich mate-
matickych Casopisech nebo sbadth konferent Cek prace je pak zagfena na
vySefovan asymptotickch vlastnostieSen diferencalni rovnice s neohraerym

zpazdénm a jej diskretn analogie (pislusre diferertni rovnice). V péaci jsou roviéz

dany do souvislosti asymptoti€kwsledky odpoidajici spojittmu a disketimu pFi-

padu.

1.1 SOUCASNY STAV PROBLEMATIKY

Diferencélni rovnice se zpbdernim maj sve uplaten v mnoha oborech techniék
praxe.Radu proce totiz neniizeme popsat klasickou obgjnou diferendlni rov-
nici, nebdtje nutreé zahrnoutlen obsahuagi hodnotu Avisle prongénré v posuntém
casoem okanziku (obvykle v minulosti). Fiklady takowch modell Ize naézt naj.
v [16]. Ve skabrnm pfipace namsto paate&niho probeEmu popsadho klasickou
obyCejnou diferend@lni rovnici (ODE)

a(t) = f(t,x(t)),  (to) =z (1.1)

uvazujeme p@atecni problem
w(t) = f(t,x(t), x(7(t))), (1.2)
x(t) =&(t), t € [tmin,to], tmin := inf 7(1), (1.3)

t>to
kde ¢ je pfedepsaa pcateni funkce; je-lit,,;, = to, pak podninka (1.3) dege-
neruje na tvarc(ty) = zo. O funkci T se dile obvykle edpokbda, Ze je spojitou
funkd na uvaovarem intervalu a sgiuje zde nerovnost(t) < t. Z tohoto divodu
funkci 7 naz/vamezpa@denym argumentena rovnici (1.2) pak diferencélni rovnici
se zpadenym argumenter{DDE).

Existuje rékolik zplisohl, jak klasifikovat typy zpbdénych argument; jeden z nej-
powivargjSich spdiva v rozlSen, zda funkcet — 7(t), nazvara stricné zpade-
ni, je ohran€era, ¢i nikoliv. Podle toho hoviime o rovniéch sohranicerym, resp.
neohranterym zpaderim. Patrré nejjednod&im prfikladem DDE s ohragenym
zpazdénm je

t(t) = ax(t —r), a#0, r>0,
zobeawjici klasickou Malthusovu rovnict = ax. Nejzramgjsi DDE s neohrartie-
nym zpadenm je tzv.rovnice pantografu

&(t) = ax(t) + bx(qt), qe€(0,1), t>0 (1.4)

s pdateni podnminkou z(0) = xy. Jej tvar byl odvozen v souvislosti BESerim
probemu skérete elektricleho proudu lokomotivy u British railways v roce 1970 (viz
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Obr. 1.1:Sckema pantografu (A-tlungi B-pruzina).

[27]). Tento sleéraC je modeloan dvema &lesy spojeymi pruzinou a tluméem (viz
Obr.[1.1). Horni téleso je v neudiém kontaktu s trolejoym vedefim a dolri je uchy-
ceno tluméem ke dteSe lokomotivy a fisobd na rgj pritlacna dla G smérem vzliiru.
Dynamika srate a dynamika trolej@@ho vedenjsou spjaty kontaktrpodninkou. V
blizkosti podpor troleje Ize zanedbat tuhost azmast datu a vznila probEm popsan
Ctyfmi DDE s proporcioalnim zpd@&dérnim, jeh@ feSerim urcime vertilalni posuntit
obou €les pantografu, kontaktsilu dratu a horitho tlesa pantografu. Ve améré
aplikaci se tedy jedm o vektorovou rovnici, ktér modeluje i jire probEmy, a ktea
byla (s fiznymi modifikacemi) pednétem zkourari jiZ mnoha matematik V této
souvislosti uvedne rovréz obec®@jsi rovnici

&(t) = ax(t) + bx(qt) + ci(pt), p,q € (0,1), (1.5)

ktera modelujeadu dasich probEmll, jako najp. absorpci s&tla mezinezdnou hmo-
tou, Cherenkovovu radiaci, aplikace v mechanice kontinua nebo teorii dielgldhick
materalll. Tato rovnice 8ak neDDE, a to vzhledem kifitomnosti¢lenuz (pt). Pati
mezi rovnice neutlniho typu, kteymi se v paci nezaljvame.

Z vice hledisek (kvalitativinteorie, numericé teorie) je vgefovan DDE s ohrani-
cerym zpazdénm zalezitost jednod$Si, Casgji studovanou auplnéjsi nez v pripace
rovnic s neohrartierym zpazdérnim. Z rady prag, tykajicich se rovnic s ohrabenym
zpazdénim, a kteé maj vztah k chle vySetovare problematice, uvédhe alespi prace
[11, [2], [8], [9].

Cilem diserténi prace je formulovat éktee otaizky a probémy teorie DDE s ne-
ohranternym zpazdérim a naznéit zplisoby jejichfeSeri. Uvedme proto nejprve
struitny prehled rékteych vybrarych praé, ktere maj bezprostedri vztah k €mto
problemiim.



Kvalitativn i feSeri DDE s neohrantenym zpozdénim

Teoreticle zazem tykajici se kvalitativiich vilastnodgtireSen se z&alo pro diferenci-
alni rovnice s neohragernym zpazdénm budovat v sedmdasg/ch letech minuého
stolef. Zakladr prad byl v roce 1971¢lanek autall Kato - McLeod (viz [15)]), ktefi

se zalyvali diferencalni rovnid (1.4). Nasledovala pakada prag ve ktefch autdi

provedli zobecan v rliznych snérech. V roce 1975 Heard 1] odvodil asymptotick

formule pro obec@jsi pfipad rovnice

t(t) = ax(t) + bz (7(1)), (1.6)

kdea < 0, b # 0 jsou rélné konstanty a vyhovuije jist/m predpokladim (z ktegch
specalné vyplyva, ze rovnice/l.€) je DDE s neohrartierym zpazdérim). V roce 1976
se Lim [21] zabyval soustavou diferenginich rovnic

x(t) = Ax(t) + Bx(\t)

a v roce 1978 doplnil tefiz autor (viz R2]) rovnici (1.4) o silow Clen f na prae
straré @FisluSré rovnice a opt diskutoval jej kvalitativni vlastnosti. Pevazné & v
devadeatych letech pak asledovala &rie zobecéri dakimi sméry. Iserles a Liu
vySetovali kvalitativri vlastnosti rovnicel.5) ve skaérnm i vektorovem @ipace (viz
nag. [12], [14] nebo R3)), v praci [20] je navic uvazovano i zahrndtsiloveéhoclenuf.
Asymptoticke vlastnostieSen rovnice (1.4) s nekonstanfimi koeficienty byly disku-
tovany v pi@aci [25] a zobecgri téchto Wsledkl pro rekte@ rovnice s obegm ne-
ohranterym zpazdénm (zahrnuicim proporciomlni zpazden jako spealni pripad)
bylo provedeno ve skafnm i vektorovem g@ipack v €landch 4], [5], [6].

Numerické reSeri DDE s neohrantenym zpozdénim

Protcze je v pAci diskutovana roviéz disketn analogie diferendilnich rovnic s ne-
ohranterym zpazdénm, uvedeme ékteé prace zalgvajici se numerickm reSerim
téchto rovnic. V &chto pratch jsou diskuto@ny i pfislusré diferertni rovnice a jejich
vlastnosti.

Prvn postupy numerickhofeSer diferencalnich rovnic se zpbdérim se objevdj
v padegtych letech minugého stolet a to pro jednodssi prfipady (zejnéna rovnic
s konstantim zpazdérnim). Byly odvozeny pimou aplikat znamych metod (pede-
v38im linearn vicekrokowe metody) pro ob§ejré diferencalni rovnice na poéateni
problem

i(t) = f(ta(t)2(r(t),  t<t<t (17)
x(t) =&(t), t € [tmin,to], tmin = tigtf 7(t). (1.8)
Navic se zde fedpokbdala existence midmy A = {ty,t1,...,ty =t} délicich

bodl tak, ze pro Bechnat,, € A plaf bud 7(t,) < t, nebor(t,) € A. Podle
toho, jaka je cana &, takova miize byt implemento@ana metoda. Nd&pprima Eulerova
metoda pro prol@m (1.7), (1.8) je tvaru

Xor1 = X + bt f(t, X, X)), Xn~2a(t,), n=0,...,N—1



pro rejakag < n, kdeh,, .1 := t, .1 —t,. Tento gFistup \Bak byl pogkud nepraktick,
nebotnag. v pfipace

() = z(t/2), 0<t<1,
z(0) =1

by pro libovolrét € A, mélo rovréz ¢ /2 pafit do mnaziny A. Pak ale péateni délka
kroku neexistuje. Nae, prot@ze cklici body mu$ splhovatt,, ., = 2t, pron > 1,
mameh,.1 = t,. Tedy posledndélka kroku je Zdy rovnal/2 a o konvergenci
metody nelze ubec diskutovat.

Vyhodrgjsi pristup navrhl Feldstein (vizll0], nebo B]). Jeho wWhoda spéiva pre-
dev8im v tom, Ze volba diskretizace je naxisk na tvaru zpbdérého argumentu:
Abychom vyresili poCateni problem (1.2), (1.3), zavedeme diskretizaci

tne1 = t, +nh, X, ~ x(ty), n=12..., (1.9)

kde h je (konstanti) delka kroku. Numerick mahrady derivaicjsou analogick jako

u numericlehofeSernt ODE. Zbyva nahradit hodnotu(7(t)). Jednou z nejjednodu

Sich aproximatje z(7(t,)) ~ XLT(tn)_tOJ, kde symbol| | zn&i celctiselnoucast
h

vyrazu. 4skame tak konvergentmumerickou formuli
Xni1 = X+ hf(tn, Xn, X\-T(tn})—to ). (2.10)

K numericke mahradt zp@dénehoclenu Ize podit i interpolaci mezi uzly, kter bez-
prostedreé sousets hodnotour(¢) (nagd. linearri interpolace)¢i jiné vhodré metody
priblizného ucen hodnoty v daém bo@ @i znalosti rékolika okolrich hodnot. Je
vSak vhode volit optimalni pfistup z hlediska ptadovag presnosti, slaitosti a roz-
sahu ypoCtu a poditemu Wpocetimu vybavei

NumerickéfeSen diferencalnich rovnic s neohradenym zpadérim se v literatiie
objevuje v devadeédych letech dvaateho stoleit, predesim v souvislosti geSerim
rovnice pantografu. Véto souvislosti uvédhe alesph prace matematik Iserlese
a Liu ([13], [24]), ktefi se zaKvali problemy spojegmi s numerickm feSerim né-
kterych zobec@n rovnice pantografu. Za zimku stoj rovnéz kniha autol Bellena
a Zennara (viz3]) zaswecera uceleemu pohledu na numeriékvysetovari dife-
rencéalnich rovnic se zpbdenm (specalné pak se zppderim neohrarierym).

1.2 ZVOLENE METODY ZPRACOV ANI

Powité matematic& postupy p odvozoan jednotliwych tvrzen vychazej z jiz zra-
mych dikazovwch technik, kteych bylo wito pfi hledan analogickch wsledk v jed-
nodwsSich pfipadech. Tyto postupy jsou modifikany a zobecdny na @ami studo-
varé probeBmy. Konkeétré vywivame k nalezeinasymptoticch odhad feSen z

diferencalni i diferencni rovnice se zpbdenim feSen p jisté pomoce funkcioralni

rovnice. Nasledi® pak metodou krak ukdzeme ohrariienost podu xz(t)/p(t) pri

t — 00.
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V kapitole m@ate diserténi prace se k popisu jigho kvalitativiaino wsledku pro
feSen diferertni rovnice obecé s prongénrym fadem vyiiva vysledki kvalitativri
teorie pro diferetni rovnice konstanfino fadu (se za&enm na analzu charakte-
ristického polynomu fislusré diferertni rovnice).

1.3 CILE DISERTA CNi PRACE

Prvrim z dlU disert&ni prace je vgeten kvalitativnich vlastnodtireSer zobeci@éné
rovnice pantografu, a to skah diferencalni rovnice prvahofadu s neohragenym
zpazdénim (nebo Yce zp@dérimi). Z hlediska kvalitativich vliastnodtse zangéfujeme
zejména na dizky stability a asymptotikyeSen. V navaznosti na tuto kvalitatiin
anaf/zu je dasim cilem prace vygefit kvalitativni vliastnostifeSen diferertnich rov-
nic, odpovdajicich vybrare numericle formuli, kterou Ize poxit pri pfibliznemfesen
analyzova@ zobeceré rovnice pantografu.

Daldim Ukolem je srovarni vysledkl kvalitativii anaf/zy exaktiho feSeri DDE a
feSen prislusré diferergni rovnice. V disledku tohoto srovari stano¥me podninky
na parametry (@ka kroku) tak, aby @staly zacho@ny ugité kvalitativri vlastnosti
(stabilitafeSen, asymptoticke odhadyeSen apod.).

Na zAver je sestaven program pro numegBdleSen uvazovareho okruhu DDE
(. rovnice pantografu a@kte@ jeji zobec®n) a provedeno otestavi ziskarych
vysledkl na vybragch prikladech.

2 PREHLED V YSLEDK U

V tétocasti jsou prezent@ny vsledky uvedea v jednotliych kapitohch disertani
prace. V diserténi praci se v kapitdch 3 a 4 zajyame asymptotickm chovanim
feSen nékterych linearrich diferencalnich rovnic s neohragerym zpadénim. V ka-
pitolach 5 a 6 jsou pak diskutany réktee kvalitativi vlastnostifeSen diferercnich
rovnic, zejnéna v souvislosti se amymi vysledky pro odpoidaijici spojite pripady.

2.1 KAPITOLA 3: LINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH UNBOUNDED
DELAYS AND A FORCING TERM

V této kapitole se zaglvame hledrnim asymptotickho odhadu pro 8echnareSen
linearn diferencalni rovnice s ¥ce neohrarderymi zpazdenimi

#(t) = —a(t)z(t) + sz-(t)x(n(t)) + /@), tel=lt,00), (2.1)

kdea > 0, b;, f jsou spojié funkce nal, 7; jsou spojie diferencovatekd funkce nal
takowe, zer;(t) < t,0 < 7;(t) < ¢; < 1 provsechna € [ at;(t) — oo prot — oo,
i = 1,...,n. Poznamenejme&e podninka7;(t) < ¢; < 1 implikuje, Ze zp@dén
t — 7;(t) je neohrantenou funkepfi ¢ — oco.



Ve formulaci hlavilho wsledku &to kapitoly vywijeme pojem fisluSnosti funk@
do iter&ni grupy. Tento pojem je zaveden pro namau funkd {7, ..., 7,}.
Definice 2.1 Nechty € C'(I_y),4) > 0nal_; := [t_y, 00), kdet_; := min {7(to),
i=1,2...,n}. Reknem&e mndainu funké{r, ..., 7,} Ize Wlenit do iter&ni grupy
[4], jestlize pro ¥echnar; existuje tako& konstantal;, ze

Ti(t) =0 (Y(t) —d;), tel (2.2)

ProbEm @isluSnosti dagich funkd {4, ..., 7,,} kiterani grupé tizce souviss exis-
tend spol&€nehofesen ) soustavy simuéinrich Abelovch rovnic

(1) =) —d;, teli=1,...,n.
UplIné feseri téchto probdnl bylo pop&no v 26], [29] a [29]. Tyto &lanky obsahij
podninky, za kteych (2.2) plati provSechnar;,: = 1,...,n (vizrovnéz [17, Theorem
9.4.1)).

Hlavni vysledek éto kapitoly, jei je zobec@rim vySe zmnénych pripadi, je pak
formulovan v podoi rasleduici vety, ktea dava asymptotick odhadreSern rovnice
(2.2).

Véta 2.2 Necht{r,...,7,} mohou iyt \&lerény do iter&ni grupy [¢)]. Nechtz je

feSerim (2.1), kdea(t) > K /exp{ny¥(t)}, 0 < X |b;(¢)| < Ma(t) pro vsechna
=1

t € I avhodre realné konstanty<’ > 0, M > 0,71 < 1. Je-li f(t) = O(exp{vy(t)})

pfi t — oo pro vhodre realné v, pak plat odhad

log M log M

dl VAER) dn )7
(2.3)

z(t) = O(exp{yy(t)}) pfit—o00,  y>max(n+v,

kded;,» = 1,...,n jsou cany vztahema.2).
Dilkaz €to \éty je uveden V(7). Hlavni vysledek je dle v citova@m ¢lanku do-
plnén pozamkami a piklady.

2.2 KAPITOLA 4: THE ASYMPTOTIC PROPERTIES OF SOLUTIONS OF
LINEAR DELAY DIFFERENTIAL EQUATIONS

V této kapitole se zagtvame asymptotickm chovarim nehomogennlinearn dife-
rencilni rovnice

z(t) = a(t)x(t) + b(t)x(7(t)) + f(t), t el :=[ty,00), (2.4)
kdea > 0,b # 0, T a f jsou spojie funkce nal.

Hlavni vysledek &to kapitoly éiva asymptoticit popis \sechfeSern rovnice 2.4)
pomog reSen funkcioralni rovnice

p(t) = c)p(r(t),  tel, (2.5)

kde ¢ je vhodra spojifi a nerostouddunkce. Existence kladrhofeSen rovnice R.5)

vyplyva z teorie funkcioalnich rovnic.
10



Véta 2.3 Uvazujme rovnici2.4), kdea, b, f € C'(I), 7 € C*(I),a(t) > 0,7(t) <
t pro vBechnat € 1, 7(t) — oo pi t — oo, f(t) = O([b(t)| exp{ [, a(s)ds}) pfi
t — oo a nechitexistuje nerostoldunkcec € C°(I) tako\a, ze|b(t)| < c(t)a(t) pro
vSechna € I. Dale nechtpro vhodre realne 0 < § < 1 a libovolret € I je splréna

relace
0 <a(r(t))r(t) < dal(t). (2.6)

Pak pro kadou rélnou konstantu. existujefeSen x, rovnice R.4) s vlastnost

t
exp{— [ a(s)ds}x(t) — L pri t — oo. (2.7)
to
Nawc, je-li x libovolnymfeSenm rovnice R.4), pak existuje takavrealna hodnotal
ze
z(t) = xp(t) + O(p(t)) pri t — 00,
kdey je spojie kladre reSen rovnice 2.5).

Tento Wsledek byl publiko@n ve slaBi formeé v [22], resp. [L5]. Jeho zobeagn na
rovnici (2.4) s dalekosirSim okruhem zpadénych argumerit Ize naézt v [5] a take
v [4], kde byl studoan dipad rovnice2.4) sb(t) = ka(t), k # 0. Poznamenejme,
Ze kiicow predpoklad v #] je a neklesaici. Véta2.3 plati pro obecijsi typy rov-
nice 2.4), nez bylo vySetfovano ve zrménych ¢landch (plat nag. i pro a klesajci).
ZdUrazréme j&t, Ze podninka 2.6) je splréna gededim opét pro rovnice 2.4)
s neohrarGerym zpazdénim. V pfipace rovnice s ohraGerym (nag. konstantim)
zpazdéenim by tato podrimka znamenala velmi restriktivomezenna koeficient.

Analogicky k wsledku kapitoly 3 by bylo z hlediska celistvostéae logicle uvest
pripad rovnice2.4) s vice zp@dérimi. | pfes autorovu snahuliztiva zobecen véty
2.3narovnici 2.4) s vice zp@dénmi otewenym probEmem.

2.3 KAPITOLA 5: ON A DISCRETIZATION OF SOME DELAY DIFFERENTIAL
EQUATIONS

Cilem této kapitoly je dokumentovat a vystlit néktee zviastr jevy, ktele nasavaj
pfi numerickemfieSen pocateniho probEmu

(t) = ax(t) + bx(7(t)), tel:=[ty,00), xz(ty) = o, (2.8)
kdea, b jsou réalné konstanty vyhovigi podmrince|a| — |b| < 0 a funkcer je spojitou
a neohrar@enou funke na [ty, o) s vlastnostmir(ty) = ty, 7(t) < t pro vSechna
t > to, pfiCent opet predpokbdame,ze zpa@dén t — 7(t) je neohrartera @i t — oo.

V souvislosti s numerickm feSerim probemu R.8) analyzujeme jednu z nejjed-
nodwsSich diskretizat(specalni modifikace Eulerovy metody) ve tvaru
Xni1 = Xy +h(aX, +0Xym)), n=20,1,2,..., (2.9)

11



kde Xy = x¢, X,, aproximuje hodnotw(t,) v Caset,, = t; + nh, h > 0 ozn&uje
delku kroku ag(n) = r(t"—}Z_tOJ ,n=0,1,2,.... Metoda 2.9) byla popné naviena
v praci [10], viz téz [3], kde je mimo jire dokazana konvergencé&to metody.

Numericke wpotty (s omezenou igsnost vypottu) rnekterch prikladl rovnice
(2.8) vzbuzuj dojem,ze FesrafeSen vySe uvedench rovnic konvergujs rostouam
t k nule. Tento awer je \Bak v Asadiim rozporu s Bktefymi vysledky kvalitativi
teorie diferendlnich rovnic s neohragerym zpazdenm (viz nag. Heard [L1, The-
orem 3.1]). Tento fenoén je v literatiie zram pod pojmem "numerical nightmare”.
Hlavnim cilem teto kapitoly je tedy vys#tlit tento rozpor a poukzat na nebezge
mechanickho akcepto&ri numerickch wsledki bez hluBich znalostkvalitativrich
vlastnostresen.

Difererctni rovnice 2.9) je obec@ pronénrehofadu (rostoutho se zvgujicim se
t). Lze Wak sestrojit posloupnost interéialna niclz je rovnice [1.2) rovnici kon-
stantnhofadum + 1 s charakteristickm polynomem

Pp(\) := A" — (1 + ah)\™ — bh. (2.10)

Uzitim kvalitativrich vlastnodtdiferercnich rovnic konstanfino fadu (se zagenm
na anajzu charakteristickho polynomuP,,()\)) Ize formulovat fsleduici:

e Je-lia <b< —a, pakP,()) je Schurova typu proSechnan > 0.

e Je-lib> —a, pakP,,(\) nerd Schurova typu proSechnan > 0.

e Ve zhyvajicich gfipadech pldt Ze polynomF,, () je Schurova typu proSechna
m < m* a nen Schurova typu pr@adre m > m*. Jinak vypdeno, fesen
prislusré difererni rovnice (v ndem gipade formule 2.9)) ma "tendenci” kon-
vergovat k nule 2 po jistou kritickou hodnotw*. Naopak, aproximac&,, pro
n > n* k nule nekonvergllj nebot pfislusny charakteristicit polynom nei
Schurova typu.

Protaze rami studovaa probeEmowe pipady spadajdo trefi z vySe uvedepch
moznost, zbyva urcit okanrzik ¢t* zminéré kvalitativii zmeény (tj. hodnotu* takovou,
Ze prot > t* maiji pfisluSra FeSen "tendenci” nekonvergovat k nule). V disetta
praci je odvozen hoirodhadt* tohoto okaniku jakofeSeri (obecré nelingrn) rov-
nice

t* —7(t") = v(a,b), (2.11)
kde funkcer na prae strai@ rovnice je éna vztahem

P—a2 « a
v(a,b) = ¢ 5 a =0, (2.12)
bzl—a2 (7r + arctan —Vbz_ag> : a < 0.

Protdze diskretizaced.S) dava numericle wsledky konvergugi k presremureSen,
hodnotat* je odhadem kvalitativiemény chowan presrehofesen (2.8).
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Vysledky &to kapitoly zobeuji ve smyslu obea&iSiho zp@dereho argumentu
plvodri vysledky odvozea v [24].

2.4 KAPITOLA 6: ON ASYMPTOTIC PROPERTIES OF SOLUTIONS OF THE
DIFFERENCE EQUATION
Ax(t) = —ax(t) + bx(7(t))

V kapitole 6 jsou odvozeny asymptotielodhadyeSen diferercni rovnice
Ax(t) = —ax(t) + bx(7(t)), tel:=[ty,0), (2.13)

kdea > 0, b # 0 jsou rélné konstanty a je spojita funkce spiujici néktee daki
vlastnosti. Rovnice2.13) je diskretizacdiferencalni rovnice se zpbdérim

2(t) = —az(t) + bz(7(t)), tel, (2.14)

tedy rovnice 2.8), jejiz chovani na kompaktim intervalu bylo vygetfovano v ged-
chazejci casti.

Jednou z dlezitych teoretickch otizek fkajicich se &to diskretizace je, za jgkh
podminek se asymptotiékchowan feSen x rovnice 2.13 "podoka” asymptoticlemu
chovan feSen z rovnice 2.14).

Nejprve uvedne,ze z Wsledku publikovagho v [11, Theorem 3.1]) (rovéz uve-
derého v disertani praci) specalné vyplyva rasleduici asymptotick odhadreSen
rovnice R.14): Je-li z libovolné feSen rovnice 2.14), pak

z(t) = O(p(t)) pfi ¢ — oo,
kde p je kladre spojie feSen funkcioralni rovnice
0= —ap(t) + [blp(7(1)). (2.15)

Nasleduici hlavr vysledek kapitoly 6 uava podmnky, za kteych plai vySe zm-
nény odhadreSen také pro diferegni analogii rovnice2.14), tedy pro rovnici2.13.

Véta 2.4 Nechtzx je feSenm rovnice .13, kde0 < a < 1, b # 0 jsou relné
konstanty a necht je rostoud spojita funkce nal takowa, ze (¢t + h) — 7(t) je
nerostout funkce pro gechnald < h < 1 naI. Nechtp je kladré spojie feSern
funkciorélni rovnice 2.15) takow,ze pro|b|/a > 1 je p neklesadici, apro|b|/a < 1je
p klesajci, pficent p(t+ h) — p(t) je neklesdgi funkd na ! pro libovolre0 < h < 1.
Pak plai nasledujci odhadyreSern:

(i) Jde-lijb|/a > 1, pakz(t) = O(p(t)) pfi t — oc.
(i) Je-li|b|/a < 1anavc % < 00, pakz(t) = O(p(t)) pfi t — oo,
k=1

(trt1)
Poznamka 2.5 V kapitole 6 je dolzano,zefeSen p rovnice .15 s wse p@ado-
vanymi vlastnostmi skuténé existuje.
13



Pozramka 2.6 Tuto Vetu lze vydit i pfi hledan asymptoticlkeho odhadueSen di-
ferertni rovnice

x(t+ h) — x(t) = —ahx(t) + bhx(7(1)), tel, (2.16)

kdea > 0,b # 0 a0 < h < 1 je délka kroku, ktead predstavuje formuli iskanou
Z (2.13 pomod nejjednodssi diferertni nahradytlenuz. Nechtjsou splény sechny
predpoklady nar. Je-lih < 1/a, pak pro $echndeSeri rovnice 2.16) plati asympto-
tické odhady uvedanve \ete 2.4. Jinak vypdeno, pro echndeseri rovnice R.14) a
jeji diskretizace2.16) plati stejry asymptotic odhad za podinky volby dostaténé
makho krokuh.

3 ZAVER
V disert&ni praci jsou prezentany Wsledky §/kajici se asymptotickho choan zo-
becrére skahrr rovnice pantografu. Jedrse o speéini okruh diferencalnich rovnic
S neohrarierym zpazdenm, kteie maj fadu technicitch aplikaé. V posledn dobke
roste Ajem o tuto problematiku, @odokazujefada publikovagich monografia od-
bornych ¢lankll. Vzhledem k absenci jednd@rasymptotick teorie pro diferendini
rovnice s neohragerym zpadénm je obvykle nute studovat kvalitativhchovan
jednotliwch pripadi.

Jednm z dll této diserténi prace je proto shrnout a zobecnéktee asymptotick
vysledky pro daf okruh €chto rovnic. B hledani asymptotickch odhad je vywzito
feSen pomocrych funkcioralnich rovnic.

Protaze hledni analytickehoreSen vySe uvedepch probEml je prakticky nema-
ne, v technick praxi se v drtie vesiné pripadi hleda feSeri numericke. Numericla
formule je pak konstruana jako difereéni rovnice, jejz volba Avid na p&adovae
presnosti a pokiteém vypoCetrim vybaven. V téeto piéci je studoana diferetni rov-
nice vyclazejci z modifikovare Eulerovy metody. Pro tuto diferén rovnici byl jed-
nak vyseten jisty problem na kompakfim intervalu, a rovéz byl odvozen asympto-
ticky odhad s podfimkou na @lku kroku, @i jejimz splrén tento odhad odpdda
asymptoticlkemu odhadu spogtanalogie (tj. pisluSre diferencalni rovnice).

Existuje rékolik smert, ve ktegch Ize Wsledky uvedea v ©to péaci rozvjet.

e Lze se zafvat diferencalnimi rovnicemi se zpbdenm neutéalniho typu, tj. ve
studovagch rovnidch navc uvazovat derivaci v posunam argumentu.

e Asymptoticla teorie pro diskétri zobec®@nou rovnici pantografu je podstétn
meéné rozvinuta, ng je tomu v gipact jeji spojitt analogie. To je mimo ji
zplisobeno obiznost vySetovari diferercnich rovnic vy&ichfadl. V dakim je
tedy mané studovat asymptotiékchowan presrejSich diskretizatrovnice pan-
tografu, ng dava pouité sclema vyclazejci z Eulerovy metody.

e V sowasnosti se Zana budovat no#@ teorie, kde uveovare dynamicle rov-
nice jsou studo&ny na obec@Sich struktuach, tzv. time scales. e studo-

vanou problematiku tedy Ize ggfovat z hlediskaéto teorie, zageSujici teori
14



diferencalnich a diferegnich rovnic, a tm sjednotit, pipadré roAifit ziskare
vysledky.
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ABSTRACT

This thesis deals with the generalized pantograph equation (particularly, the first order
linear differential equation with a general unbounded delay) in the continuous and dis-
crete form. There are derived asymptotic formulae and estimates for some particular
cases of these equations. We discuss the resemblances between asymptotic behaviour
of solutions in both cases. Moreover, some conditions concerning the discrete case
are derived to preserve the required asymptotic properties known from the continuous
case. Finally, the obtained results are illustrated utilizing software Maple 9.5.
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