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1 ÚVOD

Práce se zabývá homogenizaćı lineárńı eliptické okrajové úlohy s neurčitostmi
v koeficientech. Homogenizaćı rozumı́me matematickou metodu, která pomáhá
modelovat kompozitńı materiály s jemnou periodickou strukturou. V takových
materiálech je možné určit efektivńı parametry ze znalosti mikrostruktury.
Jinými slovy, homogenizace spoč́ıvá v náhradě periodicky heterogenńıho ma-
teriálu materiálem homogenńım – nespojité koeficienty popisuj́ıćı kompozit
jsou nahrazeny koeficienty konstantńımi. V př́ıpadě, kdy data úlohy (koefi-
cienty, pravá strana, funkce z okrajových podmı́nek) známe přesně, je tato
problematika široce rozpracována v mnoha článćıch a monografíıch. Zde se
budeme zabývat situaćı, kdy vstupńı parametry nejsou určeny přesně, v́ıme
pouze, že se pohybuj́ı v určitých meźıch. To je poměrně přirozené – parametry
se nejčastěji źıskávaj́ı z experimentálńıch měřeńı a následného řešeńı př́ıslušné
inverzńı úlohy, přičemž oba tyto procesy jsou zat́ıženy určitou chybou.

Existuj́ı dva směry řešeńı úloh s neurčitými daty. Prvńı je stochastický
př́ıstup, při kterém data úlohy považujeme za náhodné veličiny s určitým
rozděleńım pravděpodobnosti. V př́ıslušných úlohách potom vystupuj́ı stochas-
tické diferenciálńı rovnice.

Druhý, deterministický př́ıstup, byl nazván metodou spolehlivého řešeńı
nebo také metodou nejhorš́ıho scénáře. Tato metoda předpokládá, že ćılem
výpočtu je nalezeńı maximálńıch (kritických) hodnot daného funkcionálu v pře-
dem známé množině vstupńıch dat, přičemž tento funkcionál je závislý na řešeńı
zkoumaného matematického modelu. Jinak řečeno, metoda vyhledává v jistém
smyslu

”
nebezpečná“ data, i když pravděpodobnost jejich výskytu může být

malá. Tento př́ıstup bude využit při řešeńı naš́ı modelové úlohy.

1.1 Ćıle, př́ınos a popis práce

Ćılem práce je začlenit metodu spolehlivého řešeńı do homogenizace. Přesněji,
pomoćı metody dvoǰskálové konvergence budeme homogenizovat lineárńı elip-
tickou okrajovou úlohu s periodickými koeficienty. O těchto koeficientech před-
pokládáme, že jsou po částech konstantńı, přičemž konstanty se pohybuj́ı
v určitých předem daných meźıch.

Uvedená modelová úloha je formulována v kapitole 2 a následně homo-
genizována v kapitole 3. Metodě nejhorš́ıho scénáře je věnována kapitola 4.
Polož́ıme si zde tři otázky na jejichž základě budou voleny účelové funkcionály.
V prvńım př́ıpadě se zaj́ımáme o

”
spolehlivost“ homogenizovaných koeficient̊u

– přesněji, přirozenou otázkou je, zda hraničńı hodnoty p̊uvodńıch koeficient̊u
dávaj́ı také nejvyšš́ı (resp. nejnižš́ı) hodnoty homogenizovaných koeficient̊u.
Ve druhém př́ıpadě bude funkcionál aproximovat hodnoty zobecněného gradi-
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entu (tepelného toku) řešeńı uε v mı́stech přechod̊u složek materiálu. V těchto
mı́stech nabývaj́ı derivace největš́ıch hodnot – ptáme se tedy pro jakou matici
koeficient̊u A dosáhneme největš́ıch (kritických) hodnot toku. Ve třet́ı úloze
bude funkcionál představovat pr̊uměrnou hodnotu homogenizovaného řešeńı u0
na nějaké vhodně zvolené podmnožině oblasti Ω – obvykle je možné odhadnout
několik mı́st, kde řešeńı může nabývat maxima. Ptáme se, jak matice koefici-
ent̊u A ovlivňuje homogenizované řešeńı při daných okrajových podmı́nkách
a pravé straně.

Z úsporných d̊uvod̊u nebudeme v této zkrácené verzi disertačńı práce uvádět
d̊ukazy př́ıslušných tvrzeńı. Dále vynecháváme formulaci přibližných řešeńı,
d̊ukazy konvergence k řešeńı přesným a př́ıklady, které byly poč́ıtány meto-
dami uvedenými v kapitole 5.

V celém textu je použita Einsteinova konvence o sč́ıtáńı přes opakované
indexy. Dále budeme pracovat s posloupnost́ı malých kladných parametr̊u {εn}
konverguj́ıćı k nule, což budeme zapisovat stručně ε→ 0.

2 FORMULACE ÚLOHY

2.1 Fyzikálńı interpretace

Budeme uvažovat skalárńı eliptickou úlohu druhého řádu, která modeluje na-
př́ıklad ustálené vedeńı tepla, vedeńı elektrického proudu, dif̊uzi, pr̊uhyb tenké
membrány apod. Budeme preferovat interpretaci vedeńı tepla.

Předpokládejme, že hranice oblasti Ω, ve které úlohu uvažujeme, se skládá
ze dvou část́ı ΓD a ΓN . Označme u funkci rozložeńı teploty v Ω, f hustotu
vnitřńıch zdroj̊u, w vektor hustoty tepelného toku, uD předepsanou teplotu
na části hranice ΓD, wN předepsaný tok část́ı hranice ΓN . Podle Fourierova
zákona můžeme v určitém rozmeźı teplot psát

wi = −aij
∂u

∂xj
,

kde A = (aij)
N
i,j je symetrická, pozitivně definitńı matice koeficient̊u tepelné

vodivosti, tj.

aij = aji , aijξjξi > 0 ∀ξ ∈ RN .

V př́ıpadě, kdy materiál má hlavńı směry ve směru souřadných os, plat́ı pro
nediagonálńı složky aij = aji = 0 a u izotropńıho materiálu jsou si nav́ıc
diagonálńı složky rovny.

Jinými slovy, předpokládáme, že existuje lineárńı závislost mezi hustotou
tepelného toku a teplotńım gradientem ∇u. To vede na následuj́ıćı lineárńı
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eliptickou rovnici, kterou doplńıme vhodnými okrajovými podmı́nkami

− ∂

∂xi

(
aij

∂u

∂xj

)
= f v Ω ,

u = uD na ΓD , (2.1)

aij
∂u

∂xj
νi = wN na ΓN .

Poznamenejme, že je možné uvažovat i jiné kombinace okrajových podmı́nek,
na naše úvahy to však nebude mı́t vliv. Důraz bude kladen pouze na koefici-
enty aij, které budou specifikovány později v kapitole 4. V př́ıpadě kompozitu
se v mı́stech přechodu materiálu měńı vlastnosti skokem, tj. koeficienty jsou
nespojité funkce. Nemá proto smysl uvažovat úlohu (2.1) v klasickém smyslu,
data úlohy nejsou dostatečně hladká – rovnici převedeme na slabý tvar.

2.2 Slabá formulace

Necht’ Ω je oblast s lipschitzovskou hranićı ∂Ω = ΓD ∪ ΓN , kde ΓD,ΓN jsou
disjunktńı relativně otevřené podmnožiny s kladnou (N -1) rozměrnou mı́rou.
Definujme prostor

V = {v ∈ W 1,2(Ω) : v = 0 na ΓD (ve smyslu stop)} .

Plat́ı W 1,2
0 (Ω) ⊂ V ⊂ W 1,2(Ω). Vynásobeńım rovnice libovolnou testovaćı

funkćı v ∈ V , integraćı přes Ω, převedeńım integrálu na levé straně (integrace
per-partes) dostáváme integrálńı identitu∫

Ω
aij

∂u

∂xj

∂v

∂xi
dx =

∫
Ω
fv dx+

∫
ΓN

wNv dS ,

přičemž jsme využili Neumannovu okrajovou podmı́nku a předpoklad v = 0
na ΓD. Označme

aS(u, v) =

∫
Ω
aij

∂u

∂xj

∂v

∂xi
dx , bS(v) =

∫
Ω
fv dx+

∫
ΓN

wNv dS .

Slabá formulace potom zńı:

(S) Hledáme funkci u ∈ W 1,2(Ω) takovou, že u− uD ∈ V a rovnost

aS(u, v) = bS(v)

plat́ı pro všechny funkce v ∈ V .

7



Aby formulace měla smysl, musej́ı být všechny integrály konečné. Podle Hölde-
rovy nerovnosti bude integrál na levé straně konečný, když aij ∈ L∞(Ω) – to
je splněno d́ıky fyzikálńı interpretaci úlohy, ∂xi

u ∈ L2(Ω), ∂xi
v ∈ L2(Ω) – to je

splněno d́ıky volbě prostoru V a tomu, že řešeńı u hledáme v prostoru W 1,2(Ω).
Podobně, integrály na pravé straně budou konečné, když f ∈ L2(Ω) – plyne to
ze Schwarzovy nerovnosti a wN ∈ L2(ΓN) – plyne to z věty o stopách a Sch-
warzovy nerovnosti. Má-li být u− uD ∈ V , předpokládejme, že uD ∈ W 1,2(Ω).

Věta 2.1. Necht’ jsou splněny požadavky na data podle předchoźıho od-
stavce a nav́ıc necht’ koeficienty aij splňuj́ı podmı́nku elipticity, tj. plat́ı

aijξjξi ≥ α|ξ|2, ∀ξ ∈ RN . (2.2)

Potom úloha (S) má právě jedno řešeńı. Toto řešeńı nav́ıc splňuje odhad

‖u‖W 1,2(Ω) 6
β

α
+

(
1 +

M

α

)
‖uD‖W 1,2(Ω) , (2.3)

kde β = ‖f‖L2(Ω) + C(ΓN ,Ω)‖wN‖L2(ΓN ) a M =
∑N

i,j=1 ‖aij‖L∞(Ω).

3 HOMOGENIZACE

3.1 Y - periodické funkce

Definice 3.1. Necht’ Y = (0; 1)N je základńı jednotková perioda. Řekneme,
že funkce v : RN → R je Y - periodická, jestliže v(y + k) = v(y), y ∈ RN ,
∀k ∈ ZN . Má-li funkce v ještě daľśı proměnné, řekneme, že je Y - periodická
v y.

Zaved’me prostory periodických funkćı X#(Y ). Funkce v ∈ X#(Y ) je Y -
periodická a v ∈ Xloc(RN), tj. v ∈ X(Q) pro každou kompaktńı podmnožinu
Q ⊂ RN . V př́ıpadě C∞

# (Y ) jsou si všechny derivace rovny na protilehlých

stranách ∂Y . V př́ıpadě v ∈ W 1,2
# (Y ) se na protilehlých stranách skoro všude

rovnaj́ı stopy funkce v. Normu prostor̊u X#(Y ) zavedeme jako ‖ · ‖X#(Y ) =
= ‖ · ‖X(Y ).

Zaved’me dále prostory periodických funkćı s nulovým pr̊uměrem

X#0(Y ) = {v ∈ X#(Y ) :

∫
Y

v(y) dy = 0} .
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3.2 Základńı myšlenka

Jak již bylo zmı́něno v úvodu, homogenizaćı rozumı́me náhradu periodicky os-
ciluj́ıćıch koeficient̊u koeficienty konstantńımi, které aproximuj́ı p̊uvodńı ma-
teriál v makroskopickém měř́ıtku. Jde o to, jak tuto náhradu provést. V minu-
losti autoři nahrazovali koeficienty r̊uzně, přičemž často hrálo roli subjektivńı
hledisko. Počátkem 70-tých let navrhl Babuška postup (viz [3], [4]), při kterém
se na p̊uvodńı úlohu ned́ıváme samostatně, ale považujeme ji za jeden pr-
vek z určité posloupnosti rovnic, ve kterých se perioda koeficient̊u zmenšuje.
Následnou analýzou konvergence př́ıslušných řešeńı lze doj́ıt k homogenizo-
vanému řešeńı u0, které splňuje tzv. homogenizovanou úlohu. Posloupnost rov-
nic je sestavena následovně. Uvažujme Y - periodické koeficienty aij(y). Vzta-
hem aε

ij(x) = aij(x/ε) dostáváme posloupnosti funkćı se zmenšuj́ıćı se perio-
dou o hraně ε. Tyto posloupnosti definuj́ı posloupnost diferenciálńıch rovnic
(jedńım členem je p̊uvodńı úloha (2.1))

− ∂

∂xi

(
aε

ij

∂uε

∂xj

)
= f v Ω ,

uε = uD na ΓD , (3.4)

aε
ij

∂uε

∂xj
νi = wN na ΓN .

Posloupnost budeme stejně jako v předchoźı kapitole nadále chápat ve slabém
smyslu:

(Sε) Hledáme uε ∈ W 1,2(Ω) takové, že uε − uD ∈ V a

aε
S(uε, v) = bS(v) ∀v ∈ V , (3.5)

kde

aε
S(u, v) =

∫
Ω
aε

ij

∂u

∂xj

∂v

∂xi
dx , bS(v) =

∫
Ω
fv dx+

∫
ΓN

wNv dS .

Lemma 3.2. Posloupnost řešeńı {uε} je ohraničená ve W 1,2(Ω), tj. plat́ı

‖uε‖W 1,2(Ω) 6 C ,

přičemž konstanta C je rovna pravé straně výrazu (2.3). Protože posloupnost
{uε} je ohraničená ve W 1,2(Ω), existuje funkce u0 taková, že vybraná pod-
posloupnost {uε′} konverguje slabě k u0 ve W 1,2(Ω). Homogenizovanou úlohu
hledáme tak, aby tato limitńı funkce, byla jej́ım řešeńım. Klasickým př́ıstupem
k určeńı homogenizované úlohy je metoda asymptotického rozvoje (viz např.
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[5], [6]), která je založena na předpokladu, že řešeńı uε úlohy (3.4) lze vyjádřit
ve tvaru rozvoje

uε(x) = [u0(x, y) + εu1(x, y) + ε2u2(x, y) + . . . ]y=x/ε , (3.6)

kde funkce ui(x, y) jsou Y - periodické v y. Touto metodou lze poměrně jed-
noduše odvodit limitńı homogenizovanou úlohu a vzorce pro výpočet homo-
genizovaných koeficient̊u, neńı však vyřešena otázka konvergence posloupnosti
{uε} k homogenizovanému řešeńı u0. Dále nemáme zaručeno, že řešeńı uε lze
skutečně vyjádřit ve tvaru (3.6). Snaha o zpr̊uhledněńı celého procesu vedla
k zavedeńı daľśıch typ̊u konvergence, z nichž zřejmě nejúčinněǰśım nástrojem
je dvoǰskálová konvergence, při které limita obsahuje dvojnásobný počet pro-
měnných než p̊uvodńı posloupnost, což umožňuje narozd́ıl od běžné slabé li-
mity v některých př́ıpadech zachovat v́ıce informace o p̊uvodńım periodickém
chováńı. Odvod’me nyńı naši homogenizovanou úlohu touto metodou.

3.3 Odvozeńı homogenizované úlohy metodou dvoǰská-

lové konvergence

Pojem dvoǰskálové konvergence zavedl poprvé Nguetseng v [10] a později
rozš́ı̌ril Allaire v [1], [2].

Definice 3.3. Řekneme, že posloupnost {uε} ⊂ L2(Ω) dvoǰskálově konver-
guje k funkci u0(x, y) ∈ L2(Ω× Y ), jestliže plat́ı

lim
ε→0

∫
Ω
uε(x)ψ

(
x,
x

ε

)
dx =

∫
Ω

∫
Y

u0(x, y)ψ(x, y) dxdy

pro každou testovaćı funkci ψ(x, y) ∈ C∞[Ω;C∞
# (Y )]. Pokud nav́ıc plat́ı

lim
ε→0

∥∥∥uε(x)− u0

(
x,
x

ε

)∥∥∥
L2(Ω)

= 0 ,

řekneme, že {uε} konverguje silně dvoǰskálově.

Stěžejńı vlastnosti umožňuj́ıćı aplikovat dvoǰskálovou konvergenci jsou popsány
následuj́ıćımi větami.

Věta 3.4. Z každé ohraničené posloupnosti {uε} ⊂ L2(Ω) lze vybrat
dvoǰskálově konvergentńı podposloupnost.

Věta 3.5. Necht’ posloupnost {uε} konverguje slabě k limitě u ve W 1,2(Ω).
Potom {uε} konverguje ve W 1,2(Ω) silně a zároveň dvoǰskálově k u 1. Nav́ıc

1Limity ve skutečnosti nejsou stejné, protože dvoǰskálová limita patř́ı do L2(Ω× Y ), ale je nezávislá na y,
tj. u0(x, y) = u(x)
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existuje funkce u1(x, y) ∈ L2[Ω;W 1,2
#0 (Y )], že vybrané podposloupnosti {∂xi

uε′}
dvoǰskálově konverguj́ı k ∂xi

u+ ∂yi
u1.

Podle předchoźıho odstavce je posloupnost řešeńı {uε} ohraničená ve W 1,2(Ω).
Existuje tedy funkce u0 a vybraná podposloupnost ε′ → 0 taková, že posloup-
nost {uε′} konverguje slabě k u0 ve W 1,2(Ω). Dı́ky větě 3.5 existuje funkce
u1 ∈ L2[Ω;W 1,2

#0 (Y )] taková, že {∇uε′} dvoǰskálově konverguje k ∇u0(x) +

∇yu1(x, y). Z tohoto tvaru limity lze očekávat, že uε lze vyjádřit jako součet
u0(x) + εu1(x, x/ε). V souladu s t́ım volme testovaćı funkci ve tvaru v0(x) +
εv1(x, x/ε), kde v0 ∈ C∞(Ω) (v0 = 0 na ΓD), v1 ∈ C∞[Ω;C∞

#0(Y )] a dosad’me
ji do rovnosti (3.5):∫

Ω
aij

(x
ε

) ∂uε

∂xj

[
∂v0

∂xi
(x) +

∂v1

∂yi

(
x,
x

ε

)
+ ε

∂v1

∂xi

(
x,
x

ε

)]
dx =

=

∫
Ω
f(x)

[
v0(x) + εv1

(
x,
x

ε

)]
dx+

∫
ΓN

wN(x)
[
v0(x) + εv1

(
x,
x

ε

)]
dS .

Výraz aij[
∂v0

∂xi
+ ∂v1

∂y1
] tvoř́ı tzv. př́ıpustnou testovaćı funkci pro dvoǰskálovou

konvergenci. Přejdeme-li ke dvoǰskálové limitě, dostáváme∫
Ω

∫
Y

aij(y)

[
∂u0

∂xi
(x) +

∂u1

∂y1
(x, y)

]
·
[
∂v0

∂xi
(x) +

∂v1

∂yi
(x, y)

]
dxdy = (3.7)

=

∫
Ω
f(x)v0(x) dx+

∫
ΓN

wN(x)v0(x) dS ,

což je integrálńı identita přidružená následuj́ıćımu systému rovnic

− ∂

∂yi

(
aij(y)

[
∂u0

∂xj
(x) +

∂u1

∂yj
(x, y)

])
= 0 v Ω× Y ,

− ∂

∂xi

(∫
Y

aij(y)

[
∂u0

∂xj
(x) +

∂u1

∂yj
(x, y)

]
dy

)
= f v Ω ,

u0(x) = uD na ΓD ,∫
Y

aij(y)

[
∂u0

∂xi
(x) +

∂u1

∂yi
(x, y)

]
dy · νj = wN na ΓN ,

(3.8)

který se nazývá dvoǰskálový homogenizovaný systém (rovnost (3.7) dostaneme
tak, že vynásob́ıme prvńı rovnici funkćı v1(x, y), druhou funkćı v0(x), integru-
jeme per-partes podle př́ıslušné proměnné a rovnice sečteme).

Zaved’me prostor W = V × L2[Ω;W 1,2
#0 (Y )] s normou

‖(v0, v1)‖W =

[∫
Ω

(
v2

0 +
N∑

i=1

[
∂v0

∂xi

]2
)

dx+

∫
Ω

∫
Y

(
v2

1 +
N∑

i=1

[
∂v1

∂yi

]2
)

dxdy

]1/2

.
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Dı́ky hustotě hladkých funkćı ve W , plat́ı vztah (3.7) také pro každou funkci
(v0, v1) ∈ W . Věta 3.5 tedy umožňuje při výše uvedené volbě testovaćı funkce
dvoǰskálový limitńı přechod v posloupnosti úloh (Sε) k tzv. slabé dvoǰskálové
formulaci:

(S2Š) Hledáme funkci u = (u0, u1) ∈ W 1,2(Ω) × L2[Ω;W 1,2
#0 (Y )] takovou, že

u0 − uD ∈ V a plat́ı

aS2(u,v) = bS2(v), ∀v = (v0, v1) ∈ W ,

kde

aS2(u,v) =

∫
Ω

∫
Y

aij(y)

[
∂u0

∂xi
(x) +

∂u1

∂y1
(x, y)

]
·
[
∂v0

∂xi
(x) +

∂v1

∂yi
(x, y)

]
dxdy ,

bS2(v) =

∫
Ω
f(x)v0(x) dx+

∫
ΓN

wN(x)v0(x) dS .

Věta 3.6. Úloha (S2Š) má právě jedno řešeńı (u0, u1).

3.4 Srovnáńı s klasickým př́ıstupem

Srovnejme výše uvedené výsledky s klasickou homogenizovanou úlohou, kterou
bychom dostali užit́ım metody asymptotického rozvoje

−a0
ij

∂2u0

∂xi∂xj
= f v Ω ,

u0 = uD na ΓD , (3.9)

a0
ij

∂u0

∂xj
νi = wN na ΓN ,

kde koeficienty a0
ij jsou určeny vzorci

a0
ij =

∫
Y

(
aij − aik

∂χj

∂yk

)
dy . (3.10)

a funkce χj ∈ W 1,2
#0 (Y ) jsou Y - periodická řešeńı lokálńı úlohy

− ∂

∂yi

(
aik
∂χj

∂yk

)
= −∂aij

∂yi
. (3.11)

Slabá formulace homogenizované úlohy (3.9) zńı:
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(SH) Hledáme funkci u0 ∈ W 1,2(Ω) takovou, že u0 − uD ∈ V a pro každou
funkci v ∈ V plat́ı

aSH(u0, v) = bSH(v) ,

kde

aSH(u, v) =

∫
Ω
a0

ij

∂u

∂xj

∂v

∂xi
dx , bSH(v) =

∫
Ω
fv dx+

∫
ΓN

wNv dS .

Slabá formulace lokálńı úlohy (3.11) zńı:

(SL) Hledáme funkci χj ∈ W 1,2
#0 (Y ) takovou, že plat́ı

aSL(χj, µ) = bjSL(µ) ∀µ ∈ W 1,2
#0 (Y ) ,

kde

aSL(λ, µ) =

∫
Y

aik
∂λ

∂yj

∂µ

∂yi
dy , bjSL(µ) =

∫
Y

aij
∂µ

∂yi
dy .

Lemma 3.9. Dvoǰskálovou homogenizovanou úlohu (3.8) lze rozseparovat
na globálńı a lokálńı část ve tvaru (3.9)-(3.11) prostřednictv́ım vztahu

u1(x, y) = −∂u0

∂xj
(x)χj(y) .

Dvoǰskálová homogenizovaná úloha obsahuje dvojnásobný počet proměn-
ných, ale je stejného typu jako p̊uvodńı periodický problém. Z numerického
hlediska je zřejmě výhodněǰśı mı́t úlohu rozseparovánu. Poznamejme, že sepa-
race na globálńı a lokálńı úlohu neńı vždy možná nebo vede na př́ılǐs kompli-
kovaný tvar. Zde je to umožněno d́ıky linearitě a relativńı jednoduchosti úlohy.
Oproti metodě asymptotického rozvoje je zde výhodou, že dvoǰskálová metoda
pracuje pouze v jednom kroku, tj. během procesu odvozováńı homogenizované
úlohy dokážeme také př́ıslušné konvergence posloupnost́ı {uε} a {∇uε}.

Lemma 3.10. Homogenizované koeficienty a0
ij splňuj́ı podmı́nku eliptič-

nosti

a0
ijξjξi > α|ξ|2 , ∀ξ ∈ RN

se stejnou konstantou α jako ve (2.2).

Věta 3.11. Úlohy (SH) a (SL) maj́ı právě jedno řešeńı.
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4 METODA SPOLEHLIVÉHO ŘEŠENÍ

Mnohé matematické modely vyžaduj́ı vstupńı parametry, které neńı možné
určit přesně, ale pouze v jistých toleranćıch, které plynou z přesnosti použitých
experimentálńıch metod. Jeden z př́ıstup̊u jak zohlednit tyto neurčitosti v da-
tech představil Hlaváček v článćıch [7], [8]. Předpokládá zde, že ćılem výpočt̊u
je nalezeńı maximálńıch hodnot určitého funkcionálu, který záviśı na datech
a řešeńı použitého matematického modelu. Tento funkcionál je volen s ohledem
na fyzikálńı interpretaci problému. Následně je možné zformulovat př́ıslušnou
maximalizačńı úlohu a využ́ıt techniky použ́ıvané v teorii optimálńıho ř́ızeńı.
Tento př́ıstup byl nazván metoda spolehlivého řešeńı nebo metoda nejhorš́ıho
scénáře. Názvy jsou přirozené v tom smyslu, že je kladen d̊uraz na data, která
dávaj́ı

”
nejhorš́ı“ řešeńı (např. maximum teploty nebo teplotńıho gradientu

v kritických mı́stech materiálu apod.) i když pravděpodobnost jejich výskytu
může být malá. Jednou z přednost́ı uvedené metody je jej́ı čistě deterministický
charakter. Obecný postup při metodě je popsán v [8].

4.1 Specifikace neurčitost́ı v datech (koeficientech)

Doplňme nyńı úlohy z kapitol 2 a 3 o neurčitosti v datech – speciálně, zaměřme
se na koeficienty aij, o kterých předpokládáme, že jsou neurčité v následuj́ıćım
smyslu. Necht’ jednotková perioda Y se skládá z konečného počtu disjunktńıch
podoblast́ı Yk takových, že Yk ⊂ Y , k = 1, . . . ,m a jejich doplňku Y0 v Y .
Zaved’me množiny U ad

ij

U ad
ij = {a ∈ L∞# (Y ) : a = konst. na Yk , a|Yk

∈
〈
Cd

ij,k, C
h
ij,k

〉
, k = 0, . . . ,m} ,

kde Cd
ij,k 6 Ch

ij,k jsou dané konstanty (dolńı a horńı hranice) takové, aby pro

každou kombinaci funkćı aij ∈ U ad
ij nebyla porušena podmı́nka eliptičnosti

(2.2). Přirozeným předpokladem je Cd
ij,k = Cd

ji,k a Ch
ij,k = Ch

ji,k. Definujme
množinu př́ıpustných koeficient̊u

U ad =
{
A = (aij)

N
ij : aij = aji , aij ∈ U ad

ij

}
.

Celkově tedy, Y - periodické koeficienty aij tvoř́ı symetrickou maticovou funkci

A ∈ U ad a jsou konstantńı na každé podoblasti Yk, přičemž tyto konstanty
jsou z daných interval̊u.
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4.2 Volba účelových funkcionál̊u

Homogenizované koeficienty

Zabývejme se nejprve situaćı, kdy se ptáme na rozmeźı (toleranci) homogenizo-
vaných koeficient̊u. To znamená, že účelový funkcionál Φij bude představovat
hodnotu homogenizovaného koeficientu a0

ij, který je dán vzorcem (3.10). Tento
funkcionál bude maximalizován (resp. minimalizován) přes matice koeficient̊u
A ∈ U ad. Přirozenou otázkou je, zda extrémńı hodnoty (tj. hodnoty na hra-
nićıch množiny U ad) p̊uvodńıch nespojitých koeficient̊u dávaj́ı také extrémńı
hodnoty homogenizovaných koeficient̊u. Funkcionály Φij jsou tedy definovány

Φij(A,χ) =

∫
Y

(
aij − aik

∂χj

∂yk

)
dy , (4.12)

kde χ = (χ1, . . . , χN). Př́ıslušná maximalizačńı (resp. minimalizačńı) úloha
zńı:

(Ú1) Hledáme A (resp. A) takové, že

Φij(A,χ(A)) > Φij(A,χ(A)) ∀A ∈ U ad ,

(resp. Φij(A,χ(A)) 6 Φij(A,χ(A)) ∀A ∈ U ad ) .
(4.13)

Věta 4.1. Úloha (Ú1) má alespoň jedno řešeńı.

Zobecněný gradient (tepelný tok)

Ve druhé úloze se zaměř́ıme na pomocné funkce χj. Tyto funkce vystupuj́ı
v tzv. řešeńı s korektorem uK

ε (x) = u0(x) − εχj(x/ε)∂xj
u0(x). Pro dostatečně

hladké řešeńı u0 již plat́ı silná konvergence ‖uε−uK
ε ‖W 1,2(Ω) → 0. Jinými slovy,

funkce uK
ε aproximuje nejen hodnoty řešeńı uε, ale také derivace ∂xi

uε. V tech-
nické praxi má význam tzv. zobecněný gradient řešeńı, který v naš́ı úloze
hraje roli tepelného toku v souřadných směrech. Protože koeficienty aij jsou
ohraničené v L∞# (Y ), plat́ı také konvergence∥∥∥∥aε

ij

∂uε

∂xj
− aε

ij

∂uK
ε

∂xj

∥∥∥∥
L2(Ω)

→ 0 pro ε→ 0 .

Výraz aε
ij∂xj

uK
ε tedy představuje pro malé ε

”
rozumnou“ aproximaci zobecně-

ného gradientu aε
ij∂xj

uε. Plat́ı

aij
∂uK

ε

∂xj
= aij

(x
ε

) ∂

∂xj

(
u0(x)− εχk

(x
ε

) ∂u0

∂xk
(x)

)
=

= aij

(x
ε

)[∂u0

∂xj
(x)− ε

∂χk

∂xj

(x
ε

) ∂u0

∂xk
(x)

1

ε
− εχk

(x
ε

) ∂2u0

∂xk∂xj
(x)

]
.
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Zanedbejme výraz εχk (1/ε) ∂2
xkxj

u0(x) a zaved’me vektor w vztahem

wi = aij(y)

[
∂u0

∂xj
(x)− ∂χk

∂xj
(y)

∂u0

∂xk
(x)

]
.

Ve výrazu vystupuj́ı
”
lokálńı“ funkce aij, ∂xj

χk a
”
globálńı“ funkce ∂xk

u0. Eli-
minujme vliv těchto

”
globálńıch“ funkćı vazebnou podmı́nkou |∇u0(x)| = 1. To

je poměrně přirozené, nebot’ funkce wi potom maj́ı význam složek zobecněného
gradientu za podmı́nky jednotkového vektoru derivaćı funkce u0. Jinak řečeno,
wi již nebudou záviset na poloze v oblasti Ω, ale pouze na mikrostruktuře.
Protože se zaj́ımáme o maximalńı (kritické) hodnoty tepelného toku w, defi-
nujme funkcionál Φ takto:

Φ(A,χ(A)) =
1

|Ỹ |

[∫
Ỹ

N∑
i=1

[wi(A,χ(A)))]2

]1/2

, (4.14)

kde

wi = max
|∇u0|=1

wi

a Ỹ je vhodně zvolená podoblast základńı periody Y (v mı́stech
”
ostrých“

přechod̊u složek materiálu, kde je
”
nár̊ust“ hodnot derivaćı největš́ı). Funkce wi

jsou v proměnných ∂xk
u0 lineárńı typu

∑N
i=1 biξi. Metodou Lagrangeových mul-

tiplikátor̊u neńı těžké odvodit, že tato lineárńı funkce nabývá na množině |ξ| =
1 maximálńı hodnoty

√
b21 + · · ·+ b2N a minimálńı hodnoty −

√
b21 + · · ·+ b2N .

Tedy

N∑
i=1

w2
i =

N∑
i=1

{
[
ai1

(
1− ∂χ1

∂y1

)
− ai2

∂χ1

∂y2
− ai3

∂χ1

∂y3
− · · · − aiN

∂χ1

∂yN

]2

+

+

[
−ai1

∂χ2

∂y1
+ ai2

(
1− ∂χ2

∂y2

)
− ai3

∂χ2

∂y3
− · · · − aiN

∂χ2

∂yN

]2

+

...

+

[
−ai1

∂χN

∂y1
− ai2

∂χN

∂y2
− ai3

∂χN

∂y3
− · · ·+ aiN

(
1− ∂χN

∂yN

)]2

} .

Formulujme maximalizačńı úlohu:

(Ú2) Hledáme A ∈ U ad tak, že

Φ(A,χ(A)) > Φ(A,χ(A)) ∀A ∈ U ad .
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Věta 4.2. Úloha (Ú2) má řešeńı.

Poznámka. Eliminace vlivu gradientu ∇u0 vazebnou podmı́nkou |∇u0| je
provedena pro každou složku wi zvlášt’, tedy maximum může nabývat pokaždé
jiné hodnoty. Vhodněǰśı by bylo použ́ıt tuto vazebnou podmı́nku až pro funkci
|w|2, která představuje kvadrát velikosti vektoru w. To však vede na mnohem
komplikovaněǰśı tvar.

Homogenizované řešeńı u0

Ve třet́ı úloze zaved’me funkcionál Φ vztahem

Φ(u0(A)) =
1

|Ω̃|

∫
Ω̃
u0 dx .

To představuje pr̊uměrnou hodnotu homogenizovaného řešeńı u0 na nějaké
podoblasti Ω̃ ⊂ Ω. Ptáme se tedy, jak matice koeficient̊u A ovlivňuje homoge-
nizované řešeńı u0 (teplotu) v určitých (kritických) mı́stech oblasti Ω.

(Ú3) Hledáme A tak, že

Φ(u0(A)) > Φ(u0(A)) ∀A ∈ U ad .

Věta 4.3. Úloha (Ú3) má řešeńı.

5 POUŽITÉ METODY VÝPOČTU

Numerické experimenty byly prováděny vždy v rovinném př́ıpadě. Využity
byly následuj́ıćı metody.

5.1 Výpočet funkćı χ1, χ2

K výpočtu použijeme metodu konečných prvk̊u (viz např. [12]). Použ́ıváme
lineárńı trojúhelńıkové prvky s předepsanými hodnotami ve vrcholech). Algo-
ritmus je potřeba upravit pro potřeby periodického řešeńı. Periodická okrajová
podmı́nka znamená, že hodnoty funkćı χ1, χ2 muśı být na protilehlých stranách
skoro všude stejné. To realizujeme tak, že na těchto protilehlých stranách si
odpov́ıdaj́ı uzly triangulace, tj. lež́ı na stejných úrovńıch a maj́ı předepsanou
stejnou hodnotu. Tuto korespondenci uzl̊u zajist́ıme tak, že př́ıslušné dva uzly
stejně oč́ıslujeme. K integrál̊um přes trojúhelńıky kolem uzl̊u na jedné straně se
potom přič́ıtaj́ı

”
př́ıspěvky“ z trojúhelńık̊u podél protěǰśı strany. Triangulace

je tvořena v Matlabu pomoćı baĺıku PDE toolbox. Výhodou je, že matla-
bovský triangulátor primárně tvoř́ı triangulace s rovnoměrným děleńım na
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hranici obdélńıku a neńı tedy potřeba dělat dodatečné korekce – uzly si již
odpov́ıdaj́ı. Sestav́ıme-li t́ımto zp̊usobem př́ıslušnou soustavu lineárńıch rov-
nic dostaneme jeden lineárně závislý řádek v matici tuhosti z toho d̊uvodu, že
poloha řešeńı neńı

”
zafixována“. Doplńıme tedy soustavu podmı́nkou nulového

pr̊uměru funkćı χ1 resp. χ2, tj. nahrad́ıme libovolný řádek v matici hodnotami
objemů, které zauj́ımaj́ı bázové funkce a na odpov́ıdaj́ıćım mı́stě ve vektoru
pravé strany dosad́ıme nulu. To plyne z vyjádřeńı řešeńı pomoćı bázových
funkćı wi a jeho pr̊uměru. Označ́ıme-li Ci přibližné hodnoty řešeńı χ1 v uzlech
Pi, potom ∫

Y

χh
1 dy =

∫
Y

n(h)∑
i=1

Ciwi dy =

n(h)∑
i=1

Ci

∫
Y

wi dy .

5.2 Výpočet homogenizovaného řešeńı

Homogenizované řešeńı u0 bylo opět poč́ıtáno metodou konečných prvk̊u s li-
neárńımi trojúhelńıkovými prvky. V tomto př́ıpadě byla využita matlabovská
rutina assempde obsažená v knihovně PDE. Vstupńı parametry, které muśıme
dodat, jsou údaje o triangulaci (trojúhelńıky, uzly, popis hranice) a o datech
úlohy (koeficienty, pravá strana, funkce z okrajových podmı́nek). Procedura
potom vraćı hodnotu přibližného řešeńı v uzlech triangulace. Podrobný popis
této procedury je popsán v [11].

5.3 Výpočet homogenizovaných koeficient̊u, zobecněné-

ho gradientu a pr̊uměru homogenizovaného řešeńı

V integrálech pro výpočet homogenizovaných koeficient̊u vystupuj́ı p̊uvodńı
koeficienty aij, které jsou konstantńı nad každým trojúhelńıkem triangulace
a derivace pomocných funkćı χ1, χ2. Protože pro tyto funkce byly použity
po částech lineárńı funkce, derivace jsou nad každým trojúhelńıkem také kon-
stantńı. Hodnota nad jedńım trojúhelńıkem se tedy spoč́ıtá jako konstanta
násobená obsahem trojúhelńıka a celková hodnota homogenizovaného koefici-
entu je potom součtem přes všechny trojúhelńıky. Analogicky poč́ıtáme funk-
cionál Φ definovaný vztahem (4.14) aproximuj́ıćı velikost zobecněného gradi-
entu |Aε∇uε| v mı́stech přechodu materiálu a pr̊uměr homogenizovaného řešeńı
u0.
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5.4 Hledáńı maxima (resp. minima) funkcionálu

Protože matici koeficient̊u A lze reprezentovat 3(m+1) hodnotami (m je počet
podoblast́ı v periodě, viz kapitola 4), hledáńı maxima (resp. minima) funk-
cionálu přejde obecně na hledáńı globálńıho maxima (resp. minima) funkce
3(m + 1) proměnných v kompaktńı množině. Pro hledáńı těchto extrémů byl
použit algoritmus E04JAF numerické knihovny NAG implementovaný pro prost-
řed́ı MATLABu. Jedná se o iteračńı proces založený na Kvazi-Newtonově
metodě, která vhodně aproximuje Hessovu matici druhých derivaćı pomoćı
funkčńıch hodnot a hledá optimálńı směr ve kterém tyto funkčńı hodnoty kle-
saj́ı (rostou). Algoritmus hledá nejprve lokálńı extrémy uvnitř množiny, potom
na hranici a vraćı hodnotu globálńıho extrému. Poznamenejme, že algorit-
mus nevyžaduje striktńı dodržeńı podmı́nek, které zaručuj́ı existenci extrémů
(zejména spojitost druhých derivaćı účelové funkce), v́ıce viz [9].

6 ZÁVĚR

Zabývali jsme se homogenizaćı lineárńı eliptické úlohy s periodicky osciluj́ıćımi
koeficienty, která modeluje chováńı periodicky uspořádaných kompozitńıch
materiál̊u. Materiálové konstanty jednotlivých složek, které určuj́ı tyto koefi-
cienty, nebyly zadány přesně, ale pouze v určitém rozmeźı. Neurčitosti byly
řešeny metodou spolehlivého řešeńı (nejhorš́ıho scénáře). Metoda vyžaduje sta-
novit si ćıl, na jehož základě je volen účelový funkcionál jako kritérium pro

”
špatné“ (resp.

”
dobré“) koeficienty. Volba funkcionál̊u pro naš́ı modelovou

úlohu byla popsána v kapitole 4. Metoda byla demonstrována na numerických
experimentech.

Práce ukazuje, že metoda spolehlivého řešeńı může být aplikována v homo-
genizaci. Vhodnou volbou kritéria lze touto metodou řešit řadu úloh. V této
práci jsme se zaměřili na stanoveńı rozmeźı efektivńıch parametr̊u kompo-
zitńıho materiálu při zadaných rozmeźıch jednotlivých složek, na chováńı zo-
becněného gradientu v rozhrańı složek kompozitu a na homogenizované řešeńı
ve vybrané podoblasti oblasti Ω. Experimenty ukazuj́ı, že v př́ıpadě izot-
ropńıch materiál̊u maj́ı funkcionály monotónńı chováńı ve smyslu A1 > A2 ⇒
Φ(A1) > Φ(A2), př́ıpadně naopak. Tato charakteristika se však vytrat́ı, přejde-
me-li k anizotropńım materiál̊um. Uvědomme si, že výslednou hodnotu funk-
cionál̊u ovlivňuje mnoho parametr̊u – počet složek, ze kterých se skládá kom-
pozit, jejich tvar, uspořádáńı a vzájemný poměr na jednotkové periodě, ko-
eficienty popisuj́ıćı vlastnosti těchto složek, rozmeźı hodnot kterých mohou
koeficienty nabývat.
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Datum narozeńı: 24. 12. 1975

Vzděláńı:
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alizace.
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Práce s PC: programováńı v systémech MATLAB, PASCAL,
dále běžné uživatelské znalosti

Řidičský pr̊ukaz: skupina B

9 ABSTRACT

The paper deals with homogenization of the elliptic problem with uncertain
coefficients. Homogenization is the mathematical method which helps to mo-
del the behaviour of the composite materials with periodic structure. In such
materials it is possible to determine effective parameters from knowledge of
microstructure. In other words, homogenization means a replacement of the
periodically heterogeneous material by an “equivalent” (from the macrosco-
pic point of view) homogeneous one – discontinuous coefficients describing the
composite are replaced by constant coefficients. In the case, when the input
data are known exactly, these problems are developed in many articles and mo-
nographs. Here, we shall deal with the situation, when mentioned data are not
determined exactly, but in certain bounds only. It is natural – parameters are
usually obtained from experimental measurements and from the consequent
solving of inverse problem. Both of these processes are loaded by errors.

There are two different approaches to the problems with uncertainties. The
first one is stochastic, where data of the problem are considered to be stochas-
tic magnitude with certain distribution of probability. Then in appropriate
problems, the stochastic differential equations appear.

The second approach by Hlaváček was named the method of reliable solu-
tion or the worst scenario method. This method is deterministic and it suppo-
ses that the main goal of computations is to obtain maximal values of a cost
functional in a given set of the admissible data. This functional is dependent
on the solution of the model problem. In other words, the method looks for
“dangerous” data even if the probability of their occurrence can be small. Our
model problem is solved by this method.
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