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1 UVOD

Prace se zabyva homogenizaci linearni eliptické okrajové tlohy s neurcitostmi
v koeficientech. Homogenizaci rozumime matematickou metodu, ktera pomaha
modelovat kompozitni materidly s jemnou periodickou strukturou. V takovych
materidlech je mozné urcit efektivni parametry ze znalosti mikrostruktury.
Jinymi slovy, homogenizace spoc¢iva v ndhradé periodicky heterogenniho ma-
terialu materialem homogennim — nespojité koeficienty popisujici kompozit
jsou nahrazeny koeficienty konstantnimi. V piipadé, kdy data tlohy (koefi-
cienty, prava strana, funkce z okrajovych podminek) zndme pfesné, je tato
problematika Siroce rozpracovana v mnoha clancich a monografiich. Zde se
budeme zabyvat situaci, kdy vstupni parametry nejsou urceny presné, vime
pouze, ze se pohybuji v urcitych mezich. To je pomérné prirozené — parametry
se nejcastéji ziskavaji z experimentalnich méreni a nésledného reseni prislusné
inverzni ulohy, pficemz oba tyto procesy jsou zatizeny urcitou chybou.

Existuji dva sméry teSeni uloh s neurcitymi daty. Prvni je stochasticky
pristup, pfi kterém data tlohy povazujeme za nahodné veliciny s urcitym
rozdélenim pravdépodobnosti. V prislusnych tlohach potom vystupuji stochas-
tické diferencialni rovnice.

Druhy, deterministicky pristup, byl nazvan metodou spolehlivého feSeni
nebo také metodou nejhorsiho scénare. Tato metoda predpoklada, ze cilem
vypoctu je nalezeni maximalnich (kritickych) hodnot daného funkcionélu v pie-
dem znamé mnoziné vstupnich dat, pricemz tento funkcional je zavisly na reseni
zkoumaného matematického modelu. Jinak feceno, metoda vyhledava v jistém
smyslu ,, nebezpecna“ data, i kdyz pravdépodobnost jejich vyskytu muze byt
mald. Tento pristup bude vyuzit pti feSeni nasi modelové tulohy.

1.1 Cile, prinos a popis prace

Cilem prace je zaclenit metodu spolehlivého feseni do homogenizace. Presnéji,
pomoci metody dvojskalové konvergence budeme homogenizovat linearni elip-
tickou okrajovou ulohu s periodickymi koeficienty. O téchto koeficientech pred-
pokladame, ze jsou po castech konstantni, pricemz konstanty se pohybuji
v ur¢itych predem danych mezich.

Uvedena modelova tloha je formulovana v kapitole 2 a nésledné homo-
genizovana v kapitole 3. Metodé nejhorsiho scénére je vénovana kapitola 4.
Polozime si zde tii otazky na jejichz zakladé budou voleny ucelové funkcionaly.
V prvnim piipadé se zajimame o ,,spolehlivost “ homogenizovanych koeficienti
— presnéji, prirozenou otazkou je, zda hraniéni hodnoty puvodnich koeficientu
davaji také nejvyssi (resp. nejnizs$i) hodnoty homogenizovanych koeficienti.
Ve druhém piipadé bude funkcional aproximovat hodnoty zobecnéného gradi-
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entu (tepelného toku) feseni u. v mistech prechodu slozek materidlu. V téchto
mistech nabyvaji derivace nejvétsich hodnot — ptame se tedy pro jakou matici
koeficienti A dosdhneme nejvétsich (kritickych) hodnot toku. Ve tieti uloze
bude funkciondl predstavovat prumérnou hodnotu homogenizovaného reseni
na néjaké vhodné zvolené podmnoziné oblasti €2 — obvykle je mozné odhadnout
nékolik mist, kde feSeni muze nabyvat maxima. Ptame se, jak matice koefici-
enti A ovliviiuje homogenizované feseni pti danych okrajovych podminkach
a pravé strané.

Z uspornych duvodu nebudeme v této zkracené verzi disertacni prace uvadét
dukazy prislusnych tvrzeni. Déale vynechdvame formulaci ptibliznych feSeni,
dukazy konvergence k feseni presnym a ptiklady, které byly pocitany meto-
dami uvedenymi v kapitole 5.

V celém textu je pouzita Einsteinova konvence o s¢itani pres opakované
indexy. Déle budeme pracovat s posloupnosti malych kladnych parametra {e,}
konvergujici k nule, coz budeme zapisovat struéneé ¢ — 0.

2 FORMULACE ULOHY

2.1 Fyzikalni interpretace

Budeme uvazovat skalarni eliptickou ulohu druhého tadu, ktera modeluje na-
priklad ustalené vedeni tepla, vedeni elektrického proudu, diftizi, pruhyb tenké
membrany apod. Budeme preferovat interpretaci vedeni tepla.

Predpokladejme, ze hranice oblasti €2, ve které tlohu uvazujeme, se sklada
ze dvou casti I'p a I'y. Oznaé¢me u funkci rozlozeni teploty v €2, f hustotu
vnitnich zdroju, w vektor hustoty tepelného toku, up predepsanou teplotu
na c¢asti hranice I'p, wy predepsany tok ¢asti hranice I'y. Podle Fourierova
zakona muzeme v urcitém rozmezi teplot psat

ou
Wi = —Qjjo—,
833]'
kde A = (aij)% je symetrickd, pozitivné definitni matice koeficientu tepelné
vodivosti, tj.
i = Qjj , aijfj& > 0 Vg c RN.

V pripadé, kdy materidl ma hlavni sméry ve sméru souradnych os, plati pro
nediagondlni slozky a;; = aj;; = 0 a u izotropniho materidlu jsou si navic
diagonalni slozky rovny.

Jinymi slovy, predpokladame, ze existuje linearni zavislost mezi hustotou
tepelného toku a teplotnim gradientem Vu. To vede na nasledujici linearni
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eliptickou rovnici, kterou doplnime vhodnymi okrajovymi podminkami

0 ou

u=up nalp, (2.1)

ou

aij%%ﬁ = wyN Nha FN .

Poznamenejme, Ze je mozné uvazovat i jiné kombinace okrajovych podminek,
na nase uvahy to vSak nebude mit vliv. Duraz bude kladen pouze na koefici-
enty a;;, které budou specifikovany pozdéji v kapitole 4. V pripadé kompozitu
se v mistech pfechodu materidlu méni vlastnosti skokem, tj. koeficienty jsou
nespojité funkce. Nemé proto smysl uvazovat tlohu (2.1) v klasickém smyslu,
data ulohy nejsou dostatecné hladka — rovnici prevedeme na slaby tvar.

2.2 Slaba formulace

Necht Q je oblast s lipschitzovskou hranici 9Q = T'p U Ty, kde T'p, Ty jsou
disjunktni relativné oteviené podmnoziny s kladnou (N-1) rozmérnou mirou.
Definujme prostor

V={veW" Q) :v=0nalp (ve smyslu stop)}.

Plat! W,*(Q) ¢ V ¢ W'(Q). Vynasobenim rovnice libovolnou testovaci
funkci v € V| integraci pres (), prevedenim integralu na levé strané (integrace
per-partes) dostavame integralni identitu

ou Ov
/a”()x] o7 dr = /fvdx+/FN wyvdS,

pricemz jsme vyuzili Neumannovu okrajovou podminku a predpoklad v = 0
na I'p. Ozna¢me

ou Ov
as(u’v):/gaijﬁ_xjﬁ_xidx : bg(v):/vadx—k/FNwNUdS.

Slaba formulace potom zni:

(S) Hledame funkci u € W2(Q2) takovou, Ze u — up € V a rovnost

ag(u,v) = bg(v)

plati pro vSechny funkce v € V.



Aby formulace méla smysl, museji byt vSechny integraly konecné. Podle Holde-
rovy nerovnosti bude integral na levé strané konecny, kdyz a;; € L*(2) — to
je splnéno diky fyzikéalni interpretaci ilohy, 0,,u € L*(Q), d,,v € L*(Q) — to je
splnéno diky volbé prostoru V' a tomu, ze fesen{ u hleddme v prostoru W12(Q).
Podobné, integraly na pravé strané budou koneéné, kdyz f € L*(Q) — plyne to
ze Schwarzovy nerovnosti a wy € L?(T'y) — plyne to z véty o stopdch a Sch-
warzovy nerovnosti. Ma-li byt u — up € V, piedpoklddejme, ze up € W1h2(Q).

Véta 2.1. Necht jsou splnény pozadavky na data podle piedchoziho od-
stavce a navic necht koeficienty a;; spliuji podminku elipticity, tj. plati
ai&6 = aleP, Ve eRY (2.2)
1SS — ) . .

Potom 1loha (S) ma pravé jedno reseni. Toto feSeni navic spliuje odhad

16} M
[ullwiz9) < o + 11+ o |up w2y, (2.3)

N
kde 8 = | fllzz@ + C(Tn, Q) lwn |l z2@y) a M =325 llaijll=(o)-

3 HOMOGENIZACE

3.1 Y-periodické funkce

Definice 3.1. Necht Y = (0;1)" je zdkladn{ jednotkové perioda. Rekneme,
7e funkce v : RY — R je Y-periodickd, jestlize v(y + k) = v(y), y € RY,
Vk € ZN. M&-li funkce v jesté dalsi proménné, fekneme, ze je Y- periodicks
V.

Zavedme prostory periodickych funkei X4(Y). Funkce v € Xu(Y) je Y-
periodickd a v € Xjoe(RY), tj. v € X(Q) pro kazdou kompaktni podmnozinu
Q c RN. V pifpadé C’;f(?) jsou si vSechny derivace rovny na protilehlych
stranach Y. V piipadé v € W;Q(Y) se na protilehlych stranach skoro vsude
rovnaji stopy funkce v. Normu prostori X4 (Y') zavedeme jako | - [|x,v) =
= lIxw)-

Zavedme dale prostory periodickych funkef s nulovym primérem

Xl) = {0 € Xp(¥): [ ola)dy =0},



3.2 Zakladni myslenka

Jak jiz bylo zminéno v ivodu, homogenizaci rozumime nahradu periodicky os-
cilujicich koeficientu koeficienty konstantnimi, které aproximuji puvodni ma-
terial v makroskopickém meéritku. Jde o to, jak tuto ndhradu provést. V minu-
losti autofi nahrazovali koeficienty ruzné, pricemz casto hralo roli subjektivni
hledisko. Pocatkem 70-tych let navrhl Babuska postup (viz [3], [4]), pri kterém
se na puvodni tlohu nedivdme samostatné, ale povazujeme ji za jeden pr-
vek z urc¢ité posloupnosti rovnic, ve kterych se perioda koeficienttu zmensuje.
Naslednou analyzou konvergence prislusnych teseni lze dojit k homogenizo-
vanému feseni ug, které splnuje tzv. homogenizovanou tilohu. Posloupnost rov-
nic je sestavena nasledovné. Uvazujme Y- periodické koeficienty a;;(y). Vzta-
hem af;(z) = a;j(z/¢) dostavdme posloupnosti funkef se zmensujici se perio-
dou o hrané . Tyto posloupnosti definuji posloupnost diferencialnich rovnic
(jednim ¢lenem je puvodni tloha (2.1))

_9 <a56u5>=f v Q,

(%Z- gl 8xj
u-=up na ['p, (3.4)

a’?%

v 8xj

v; =wy naly.

Posloupnost budeme stejné jako v predchozi kapitole nadale chéapat ve slabém
smyslu:

(S.) Hleddme u. € WH2(Q) takové, Ze u, —up € V a

ag(us,v) =bg(v) YveV, (3.5)
kde

. B . Ou Ov B
ag(u,v) = /Qaijé?xj o7, dz , bg(v) = /vada:nL/rN wyvdS'.

Lemma 3.2. Posloupnost feseni {u.} je ohrani¢end ve W1%(Q), tj. plati
|te||wi2@) < C,

pticemz konstanta C' je rovna pravé strané vyrazu (2.3). Protoze posloupnost
{u.} je ohranicend ve W12(Q), existuje funkce uy takova, Ze vybrand pod-
posloupnost {u.} konverguje slabé k ug ve W1H2(Q2). Homogenizovanou tilohu
hledame tak, aby tato limitni funkce, byla jejim fesenim. Klasickym piistupem
k urc¢eni homogenizované tlohy je metoda asymptotického rozvoje (viz napf.
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5], [6]), ktera je zalozena na predpokladu, Ze feseni u. tlohy (3.4) lze vyjadrit
ve tvaru rozvoje

ue(x) = [ug(z,y) + eur(z,y) + 2ua(z, y) + .. Ny=z/e » (3.6)

kde funkce wu;(x,y) jsou Y- periodické v y. Touto metodou lze pomérné jed-
noduse odvodit limitni homogenizovanou tulohu a vzorce pro vypocet homo-
genizovanych koeficientu, neni vSak vyfeSena otazka konvergence posloupnosti
{u.} k homogenizovanému feseni uy. Dédle nemame zaruceno, ze feseni u. lze
skuteéné vyjadrit ve tvaru (3.6). Snaha o zpruhlednéni celého procesu vedla
k zavedeni dalsich typu konvergence, z nichz zfejmé nejuc¢innéjsim nastrojem
je dvojskalova konvergence, pti které limita obsahuje dvojnasobny pocet pro-
ménnych nez puvodni posloupnost, coz umoznuje narozdil od bézné slabé li-
mity v nékterych piipadech zachovat vice informace o puvodnim periodickém
chovani. Odvod'me nyn{ nasi homogenizovanou tlohu touto metodou.

3.3 Odvozeni homogenizované tilohy metodou dvojska-
lové konvergence

Pojem dvojskdlové konvergence zavedl poprvé Nguetseng v [10] a pozdéji
rozsitil Allaire v [1], [2].

Definice 3.3. Rekneme, ze posloupnost {u.} C L*(Q) dvojskélové konver-
guje k funkei ug(x,y) € L*(Q x Y), jestlize plati

lim ng(x)@D(x,g) dxz/ﬁ/yuo(a:,y)w(aj,y) dzdy

e—0

pro kazdou testovaci funkci ¢(z,y) € C*[Q; CF(Y)]. Pokud navic plati

us(x) — ug (x, E) ‘

£

lim
e—0

=0 ,
()

fekneme, ze {u.} konverguje silné dvojskélove.

Stézejni vlastnosti umoznujici aplikovat dvojskalovou konvergenci jsou popsany
nasledujicimi vétami.

Véta 3.4. Z kazdé ohraniéené posloupnosti {u.} C L?(Q) Ize vybrat
dvojskalové konvergentni podposloupnost.

Véta 3.5. Necht posloupnost {u.} konverguje slabé k limité u ve W12(Q).
Potom {u.} konverguje ve W12(Q) silné a zdroven dvojskdlové k ul. Navic

Limity ve skute¢nosti nejsou stejné, protoze dvojskalovd limita patif do L2(Q2 x Y), ale je nezavisld na y,

10



existuje funkce u1(x,y) € L?[$; W;g(Y)], Ze vybrané podposloupnosti {0, u }
dvojskalove konverguji k Op,u + 0y,u1.

Podle piedchoziho odstavce je posloupnost fesenf {u.} ohrani¢ena ve W1%(Q).
Existuje tedy funkce ug a vybrand podposloupnost ¢’ — 0 takova, ze posloup-
nost {us} konverguje slabé k uy ve W12(Q). Diky vété 3.5 existuje funkce
u; € L2[Q; Wm( )] takova, ze {Vu~} dvojskalové konverguje k Vug(z) +
Vyui(z,y). Z tohoto tvaru limity lze ocekavat, ze u. lze vyjadrit jako soucet
up(z) + euy(x,x/e). V souladu s tim volme testovaci funkci ve tvaru vy(z) +
evi(z,x/e), kde vy € C®°(Q) (vg = 0 na I'p), v; € C®[QY; C;OO(Y)] a dosadme
ji do rovnosti (3.5):

fios () 3 [t + 3 (=) i (5 3) s -
— /Qf(x) {vo(m) + evy (x, g)} dz + /FN wy () [vg(az) + vy <x, g)} ds.
v,

Vyraz a”[gvo + 8_y1] tvori tzv. pripustnou testovaci funkci pro dvojskalovou
konvergenci. Prejdeme-li ke dvojskalové limite, dostavame

[ st |52+ G| - [ + G [ asty = (3
_ / F(@)eo(w) da + / y(a)un(r) dS.

coz je integralni identita pridruzena nésledujicimu systému rovnic
0 Ouyg Ouy
—— | a;; —(z) + —(x, =0 vQxY,
o () [ 3260+ G2 )

(Lot |50+ G| a) =1 voo

up(x) =up mnalp,

ou ou
/YCLZ]< )|:ax(z)( )—l_ ayj(xay)] dyV]:wN na FN)

ktery se nazyva dvojskalovy homogenizovany systém (rovnost (3.7) dostaneme
tak, ze vynasobime prvni rovnici funkei vy (z, i), druhou funkef vg(x), integru-
jeme per-partes podle prislusné proménné a rovnice secteme).

Zavedme prostor W =V x L?[Q; Wl’g(Y)] s normou

|(Uo,v1)||W=[/Q (v% Z [gﬂ )dx+//<vl+z [‘%1] )dxdy] 2.
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Diky hustoté hladkych funkei ve W, plati vztah (3.7) také pro kazdou funkci
(vo,v1) € W. Véta 3.5 tedy umoznuje pii vyse uvedené volbé testovaci funkce
dvojskalovy limitni pfechod v posloupnosti tloh (S;) k tzv. slabé dvojskalové
formulaci:

(S2S) Hleddme funkci u = (ug,u;) € WH(Q) x LQ[Q;W;’S(Y)] takovou, Ze
up —up € V a plati

CLSQ(U.,V) = bSQ(V)a Vv = (UO,Ul) S W7

kde

8u0 Ouy Ovy oy
aSQ u, V //a’lj [8!17@ +a_1(xay)][axl(x)+ ayl (.CU,y) d.fl?dy,

bsa (v /f x ) v ( )dx—I—/FNwN( x)vg(x)dS .

Véta 3.6. Uloha (S2S) mé pravé jedno reseni (ug, u1).

3.4 Srovnani s klasickym pristupem

Srovnejme vySe uvedené vysledky s klasickou homogenizovanou tlohou, kterou
bychom dostali uzitim metody asymptotického rozvoje

0%u
0 0
_ab _ 0
a”c?xi(?xj f v ’
up=up nalp, (3.9)
ou
?ja 0y, = =wy naly,

kde koeficienty a! ; Jsou urceny vzorci

X
al. = / (a — a; ‘7) dy . 3.10
)y " Oyk i (3.10)

a funkce y; € W;g (Y) jsou Y-periodickd reseni lokalni 1lohy

8 an o aaij
5 (aZkayk) =~ (3.11)

Slaba formulace homogenizované lohy (3.9) zni:
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(SH) Hleddme funkci ug € Wh23(Q) takovou, Ze ug — up € V a pro kazdou
funkci v € V plati

asm(ug,v) = bsu(v),

kde

ou Ov
— 0 77 d — d d
CLSH(U, U) /Q CLU z; 01; xr bSH(U) '/Q fU T+ /FN WNV S.

Slaba formulace lokalni tdlohy (3.11) zni:

(SL) Hledame funkci x; € W;g (Y) takovou, ze plati

CLSL(Xj? :u) - b{S‘L(:u) v/’L € W#(?(Y) )
kde

O\ O ;
asz(A 1) /Yakayj 0y; vy bslw) /Yajayi Y

Lemma 3.9. Dvojskalovou homogenizovanou iilohu (3.8) Ize rozseparovat
na globalni a lokalni ¢ast ve tvaru (3.9)-(3.11) prostrednictvim vztahu

w () = —g—;j<x>xj<y> |

Dvojskalova homogenizovand uloha obsahuje dvojnasobny pocet promeén-
nych, ale je stejného typu jako puvodni periodicky problém. Z numerického
hlediska je ziejmé vyhodnéjsi mit ulohu rozseparovanu. Poznamejme, ze sepa-
race na globalni a lokalni tlohu neni vzdy mozna nebo vede na pfilis kompli-
kovany tvar. Zde je to umoznéno diky linearité a relativni jednoduchosti tlohy.
Oproti metodé asymptotického rozvoje je zde vyhodou, ze dvojskalova metoda
pracuje pouze v jednom kroku, tj. béhem procesu odvozovani homogenizované
ulohy dokazeme také prislusné konvergence posloupnosti {u.} a {Vu.}.

Lemma 3.10. Homogenizované koeficienty a?j spinuji podminku eliptic-
nosti

ai&& = aldf, Ve eRY
se stejnou konstantou « jako ve (2.2).
Véta 3.11. Ulohy (SH) a (SL) maji prévé jedno fesent.
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4 METODA SPOLEHLIVEHO RESENI]

Mnohé matematické modely vyzaduji vstupni parametry, které neni mozné
urcit presné, ale pouze v jistych tolerancich, které plynou z presnosti pouzitych
experimentalnich metod. Jeden z pristupu jak zohlednit tyto neurcitosti v da-
tech predstavil Hlavacek v clancich [7], [8]. Pfedpoklada zde, ze cilem vypocti
je nalezeni maximalnich hodnot urc¢itého funkciondlu, ktery zavisi na datech
a feSeni pouzitého matematického modelu. Tento funkciondl je volen s ohledem
na fyzikalni interpretaci problému. Nésledné je mozné zformulovat ptislusnou
maximalizacni ulohu a vyuzit techniky pouzivané v teorii optimélniho fizeni.
Tento pristup byl nazvan metoda spolehlivého reseni nebo metoda nejhorsiho
scénare. Nazvy jsou prirozené v tom smyslu, ze je kladen duraz na data, kterd
davaji ,nejhorsi* feseni (napf. maximum teploty nebo teplotniho gradientu
v kritickych mistech materialu apod.) i kdyz pravdépodobnost jejich vyskytu
muze byt mala. Jednou z prednosti uvedené metody je jeji Cisté deterministicky
charakter. Obecny postup pii metodé je popsan v [8].

4.1 Specifikace neurcitosti v datech (koeficientech)

Doplnme nyni ulohy z kapitol 2 a 3 o neurcitosti v datech — specialné, zaméirme
se na koeficienty a;;, o kterych predpokladame, Ze jsou neurcité v nasledujicim
smyslu. Necht jednotkova perioda Y se skladé z koneéného poctu disjunktnich
podoblasti Y, takovych, ze Y, C Y, k = 1,...,m a jejich doplnku Y, v Y.
Zavedme mnoziny %’

%i‘;d ={a€ Ly(Y) : a=konst.na Yy, aly, € <Cflj7k, Cihj,k> k=0,...,m},

kde C’Z.deC < C’Z’;k jsou dané konstanty (dolni a horni hranice) takové, aby pro

kazdou kombinaci funkei a;; € %i‘}d nebyla porusena podminka elipti¢nosti
(2.2). Prirozenym ptedpokladem je C%‘,k = C';.li,k a Ch, = C'hzk Definujme

(3 Zj7k J
mnozinu piipustnych koeficientu

%ad = {A = (am)g DA = G, G5 € OZ/%d

Celkové tedy, Y- periodické koeficienty a;; tvoii symetrickou maticovou funkci
A € % a jsou konstantni na kazdé podoblasti Y}, pFicemz tyto konstanty
jsou z danych intervalu.
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4.2 Volba ucelovych funkcionalu
Homogenizované koeficienty

Zabyvejme se nejprve situaci, kdy se ptame na rozmezi (toleranci) homogenizo-
vanych koeficientt. To znamena, ze ﬁéelovy funkcional ®;; bude piedstavovat
hodnotu homogenizovaného koeficientu aw, ktery je dan vzorcem (3.10). Tento
funkciondl bude maximalizovan (resp. minimalizovén) pres matice koeficienta
A € . Piirozenou otdzkou je, zda extrémni hodnoty (tj. hodnoty na hra-
nicich mnoziny % “?) ptuvodnich nespojitych koeficientit dévaji také extrémni
hodnoty homogenizovanych koeficienti. Funkciondly ®;; jsou tedy definovany

a .
(I)Z'j<A, X) = / (aij — azkﬁ> dy, (412)
Y Y

kde x = (x1,-..,xn). Piislusnd maximaliza¢ni (resp. minimalizacni) tloha
zni:

(U1) Hledéme A (resp. A) takové, ze
q)ij (Za X(Z)) Zj(A7 X(A)) VA S gz/ad )
A

~ y (4.13)
(resp.  @i;(A, x(A4)) < Pi5(A, x(4)) VYAew™).

Véta 4.1. Uloha (Ul) m4 alespor jedno fesent.

Zobecnény gradient (tepelny tok)

Ve druhé tloze se zaméffme na pomocné funkce y;. Tyto funkce vystupuji
v tzv. FeSeni s korektorem ul* (z) = ug(x) — ex;(2/€)dy,up(x). Pro dostatecné
hladké Fesenf g jiz plat{ silnd konvergence ||uz —uZ ||y12q) — 0. Jinymi slovy,
funkce uf aproximuje nejen hodnoty reseni u., ale také derivace 0,,u.. V tech-
nické praxi ma vyznam tzv. zobecnény gradient feseni, ktery v nasi tloze
hraje roli tepelné¢ho toku v souradnych smérech. Protoze koeficienty a;; jsou
ohranicené v L3 (Y'), plati také konvergence

cOu.  _oul
a; ; —a;;
Zj(?il?j J 8:13'j

— 0 pro —0.
L2(Q)

Vyraz a;;0; u tedy predstavuje pro malé € ,rozumnou“ aproximaci zobecné-
ného gradlentu a;;O0y;ue. Plati

55 = 5 (v (O 520) -

= a;j < > [gz(j(x) — sg—zij ( > gZZ( )— — EXk (x> aikgox]( )]
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Zanedbejme vyraz ex;, (1/¢€) 02 o, Uo(2) a zaved'me vektor w vztahem

Oug an g

wi:aij(y> (9_:133( T) — 8% - ()

(%:k

Ve vyrazu vystupuji ,,lokalni* funkce a;;, 0;,xx a ,globalni* funkce 0, up. Eli-
minujme vliv téchto , globalnich “ funkei vazebnou podminkou |Vug(z)| = 1. To
je pomérné piirozené, nebot funkce w; potom maji vyznam slozek zobecnéného
gradientu za podminky jednotkového vektoru derivaci funkce wug. Jinak receno,
w; jiz nebudou zaviset na poloze v oblasti {2, ale pouze na mikrostrukture.
Protoze se zajimame o maximalni (kritické) hodnoty tepelného toku w, defi-
nujme funkcional ¢ takto:

1/2

O(A, (A , (4.14)

/szAx )

kde

w; = max w;
\Vu0|:1

aY je vhodné zvolena podoblast zdkladni periody Y (v mistech ,ostrych*
prechodu slozek materidlu, kde je ,narust “ hodnot derivaci nejvétsi). Funkce w;
jsou v proménnych 0,, up linedrni typu Zf\il b;&;. Metodou Lagrangeovych mul-
tiplikdtoru neni tézké odvodit, ze tato linearni funkce nabyva na mnoziné |£| =
1 maximaln{ hodnoty \/b% + - - - + b%, a minimdln{ hodnoty —+/b% + - - - + b2,
Tedy

ol 2
— dx1 X1 ox1 Ov1
We = |:CLZ‘ (1——>—ai——ai——---—ai— +
Z’:Zl ! z:zl{ ! 8y1 2 (9y2 3 8y3 NayN
X2 ( 3X2> X2 3X2] 2
[ oy Oy P dys N Dy

Formulujme maximalizacni dlohu:

(U2) Hledéme A € %™ tak, ze
O(A, x(A) = B(A,x(A) VYAew™.
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Véta 4.2. Uloha (U2) mé Fesent.

Pozndmka. Eliminace vlivu gradientu Vug vazebnou podminkou |Vug| je
provedena pro kazdou slozku w; zv1ast, tedy maximum muze nabyvat pokazdé
jiné hodnoty. Vhodnéjsi by bylo pouzit tuto vazebnou podminku az pro funkci
|w|?, kterd piedstavuje kvadrat velikosti vektoru w. To vSak vede na mnohem
komplikovanéjsi tvar.

Homogenizované teseni u

Ve tieti 1loze zaved me funkciondl ® vztahem
1
O (up(A)) = T/uo dz .
Q] Ja

To predstavuje prumérnou hodnotu homogenizovaného feseni wuy na néjaké
podoblasti €2 C Q. Ptame se tedy, jak matice koeficientu A ovliviiuje homoge-
nizované resSeni ug (teplotu) v uréitych (kritickych) mistech oblasti €.

(U3) Hleddme A tak, 7e

O(up(A)) = Blug(A)) VA€ ™,

Véta 4.3. Uloha (U3) mé resent.

5 POUZITE METODY VYPOCTU

Numerické experimenty byly provadény vzdy v rovinném ptipadé. Vyuzity
byly nasledujici metody.

5.1 Vypocet funkei xi, x2

K vypoctu pouzijeme metodu koneénych prvku (viz napf. [12]). Pouzivame
linedrni trojuhelnikové prvky s predepsanymi hodnotami ve vrcholech). Algo-
ritmus je potieba upravit pro potieby periodického reseni. Periodicka okrajova
podminka znamena, ze hodnoty funkci x1, x2 musi byt na protilehlych stranach
skoro vsude stejné. To realizujeme tak, Ze na téchto protilehlych stranach si
odpovidaji uzly triangulace, tj. lezi na stejnych trovnich a maji predepsanou
stejnou hodnotu. Tuto korespondenci uzlu zajistime tak, ze ptislusné dva uzly
stejné ocislujeme. K integralum pftes trojihelniky kolem uzli na jedné strané se
potom pricitaji ,,prispévky “ z trojihelniku podél protéjsi strany. Triangulace
je tvorena v Matlabu pomoci baliku PDE toolbox. Vyhodou je, Zze matla-
bovsky triangulator primarné tvoii triangulace s rovnomérnym délenim na
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hranici obdélniku a neni tedy potieba délat dodateéné korekce — uzly si jiz
odpovidaji. Sestavime-li timto zpusobem pfislusnou soustavu linearnich rov-
nic dostaneme jeden linedrné zavisly radek v matici tuhosti z toho duvodu, ze
poloha feSeni neni ,,zafixovana“. Doplnime tedy soustavu podminkou nulového
prumeéru funkei y; resp. o, tj. nahradime libovolny fadek v matici hodnotami
objemu, které zaujimaji bazové funkce a na odpovidajicim misté ve vektoru
pravé strany dosadime nulu. To plyne z vyjadreni feseni pomoci bazovych
funkci w; a jeho prumeéru. Oznacime-li C; priblizné hodnoty feseni x; v uzlech
P;, potom

/ X1 dy = / Zoiwidy = ZCL/ w; dy .
Y Y i—1 i—1 Y

5.2 Vypocet homogenizovaného reSeni

Homogenizované feseni uy bylo opét pocitdno metodou konecnych prvku s li-
nearnimi trojuhelnikovymi prvky. V tomto ptipadé byla vyuzita matlabovska
rutina assempde obsazena v knihovné PDE. Vstupni parametry, které musime
dodat, jsou tudaje o triangulaci (trojuhelniky, uzly, popis hranice) a o datech
ulohy (koeficienty, prava strana, funkce z okrajovych podminek). Procedura
potom vraci hodnotu priblizného feseni v uzlech triangulace. Podrobny popis
této procedury je popsan v [11].

5.3 Vypocet homogenizovanych koeficienti, zobecnéné-
ho gradientu a priméru homogenizovaného reseni

V integralech pro vypocet homogenizovanych koeficientu vystupuji puvodni
koeficienty a;;, které jsou konstantni nad kazdym trojihelnikem triangulace
a derivace pomocnych funkci yi, x2. Protoze pro tyto funkce byly pouzity
po castech linearni funkce, derivace jsou nad kazdym trojuhelnikem také kon-
stantni. Hodnota nad jednim trojuihelnikem se tedy spocita jako konstanta
nasobend obsahem trojuhelnika a celkovd hodnota homogenizovaného koefici-
entu je potom souctem pies vSechny trojihelniky. Analogicky pocitame funk-
cional & definovany vztahem (4.14) aproximujici velikost zobecnéného gradi-
entu |A-Vu.| v mistech pfechodu materidlu a pramér homogenizovaného feseni
Ugp-
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5.4 Hledani maxima (resp. minima) funkcionalu

Protoze matici koeficienti A 1ze reprezentovat 3(m+ 1) hodnotami (m je pocet
podoblasti v periodé, viz kapitola 4), hleddni maxima (resp. minima) funk-
cionalu prejde obecné na hledani globalntho maxima (resp. minima) funkce
3(m + 1) proménnych v kompaktni mnoziné. Pro hledani téchto extrému byl
pouzit algoritmus EO4JAF numerické knihovny NAG implementovany pro prost-
redi MATLABu. Jednd se o itera¢ni proces zalozeny na Kvazi-Newtonové
metodé, kterda vhodné aproximuje Hessovu matici druhych derivaci pomoci
funkénich hodnot a hleda optimalni smér ve kterém tyto funkéni hodnoty kle-
saji (rostou). Algoritmus hleda nejprve lokalni extrémy uvnitt mnoziny, potom
na hranici a vraci hodnotu globalniho extrému. Poznamenejme, ze algorit-
mus nevyzaduje striktni dodrzeni podminek, které zarucuji existenci extrému
(zejména spojitost druhych derivaci icelové funkee), vice viz [9].

6 ZAVER

Zabyvali jsme se homogenizaci linearni eliptické ulohy s periodicky oscilujicimi
koeficienty, ktera modeluje chovani periodicky usporadanych kompozitnich
materialu. Materidlové konstanty jednotlivych slozek, které urcuji tyto koefi-
cienty, nebyly zadany presné, ale pouze v urcitém rozmezi. Neurcitosti byly
reseny metodou spolehlivého feseni (nejhorsiho scénare). Metoda vyzaduje sta-
novit si cil, na jehoz zakladé je volen ucelovy funkciondl jako kritérium pro
»Spatné“ (resp. ,dobré“) koeficienty. Volba funkcionali pro nasi modelovou
ulohu byla popsana v kapitole 4. Metoda byla demonstrovana na numerickych
experimentech.

Prace ukazuje, ze metoda spolehlivého feseni miuze byt aplikovana v homo-
genizaci. Vhodnou volbou kritéria lze touto metodou tesit fadu tloh. V této
praci jsme se zamérili na stanoveni rozmezi efektivnich parametru kompo-
zitnitho materidlu pri zadanych rozmezich jednotlivych slozek, na chovani zo-
becnéného gradientu v rozhrani slozek kompozitu a na homogenizované reseni
ve vybrané podoblasti oblasti ). Experimenty ukazuji, ze v piipadé izot-
ropnich materidli maji funkcionaly monoténni chovani ve smyslu A; > A, =
®(Ay) > P(A,), pripadné naopak. Tato charakteristika se vSak vytrati, prejde-
me-li k anizotropnim materialim. Uvédomme si, ze vyslednou hodnotu funk-
cionalta ovliviiuje mnoho parametru — pocet slozek, ze kterych se sklada kom-
pozit, jejich tvar, usporadani a vzajemny pomér na jednotkové periodé, ko-
eficienty popisujici vlastnosti téchto slozek, rozmezi hodnot kterych mohou
koeficienty nabyvat.
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9 ABSTRACT

The paper deals with homogenization of the elliptic problem with uncertain
coefficients. Homogenization is the mathematical method which helps to mo-
del the behaviour of the composite materials with periodic structure. In such
materials it is possible to determine effective parameters from knowledge of
microstructure. In other words, homogenization means a replacement of the
periodically heterogeneous material by an “equivalent” (from the macrosco-
pic point of view) homogeneous one — discontinuous coefficients describing the
composite are replaced by constant coefficients. In the case, when the input
data are known exactly, these problems are developed in many articles and mo-
nographs. Here, we shall deal with the situation, when mentioned data are not
determined exactly, but in certain bounds only. It is natural — parameters are
usually obtained from experimental measurements and from the consequent
solving of inverse problem. Both of these processes are loaded by errors.

There are two different approaches to the problems with uncertainties. The
first one is stochastic, where data of the problem are considered to be stochas-
tic magnitude with certain distribution of probability. Then in appropriate
problems, the stochastic differential equations appear.

The second approach by Hlavacek was named the method of reliable solu-
tion or the worst scenario method. This method is deterministic and it suppo-
ses that the main goal of computations is to obtain maximal values of a cost
functional in a given set of the admissible data. This functional is dependent
on the solution of the model problem. In other words, the method looks for
“dangerous” data even if the probability of their occurrence can be small. Our
model problem is solved by this method.
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