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1 Úvod

1.1 Pojem kompozitńıho materiálu

Vı́cesložkové materiály – tzv. kompozity, jsou heterogenńı materiály tvořené
dvěma př́ıpadně v́ıce fázemi obvykle rozd́ılného chemického složeńı, které se
lǐśı také svými fyzikálńımi a mechanickými vlastnostmi. Jedna z fáźı tvoř́ı tzv.
matrici kompozitu a je souvislou fáźı. Sekundárńı fáze, která zpevňuje matrici
kompozitu, je obvykle nesouvislá, a je tvořená částicemi r̊uzného typu a tvaru.
Jako př́ıklad uved’me matrici vyztuženou vlákny, kdy hovoř́ıme o vláknovém
kompozitu. Vhodným výběrem vzájemných kombinaćı matrice a zpevňuj́ıćı
fáze a volbou jejich vzájemného objemového poměru (volume fraction) je
možné dosáhnout vysoké úrovně užitných vlastnost́ı kompozit̊u. Matrice kom-
pozitu má v porovnáńı se zpevňuj́ıćı fáźı nižš́ı pevnostńı vlastnosti a větš́ı
plasticitu. Často je požadována také ńızká hustota materiálu matrice. Základńı
funkćı matrice je přenos vněǰśıho zat́ıžeńı na zpevňuj́ıćı fázi. Matrice dále spo-
juje částice zpevňuj́ıćı fáze, chráńı je před mechanickým, popř. chemickým
poškozeńım. Matrice odděluje jednotlivé částice zpevňuj́ıćı fáze a bráńı rozvoji
křehkého porušeńı kompozitu. Dále přenáš́ı převážnou část vněǰśıho zat́ıžeńı.

Vláknové kompozity nacházej́ı v dnešńı době velmi široké uplatněńı v mno-
ha oborech lidské činnosti. Jako př́ıklad se zmiňme o jejich širokém využit́ı
např. v automobilovém, kosmickém či stavebńım pr̊umyslu pro jejich dobré
fyzikálńı vlastnosti. Z hlediska matematického modelováńı nám jde předevš́ım
o znalost některých fyzikálńıch vlastnost́ı bez nutnosti jejich výroby. Experi-
mentálńı měřeńı jsou totiž dosti složitá a nákladná, a nav́ıc vyžaduj́ı nejdř́ıv
vyrobit vzorky, a proto je užitečné umět spoč́ıtat tyto veličiny z parametr̊u
jednotlivých složek a jejich geometrického uspořádáńı.

1.2 Ćıle práce

Matematické modelováńı heterogenńıch materiál̊u je velmi obt́ıžné, zejména
v př́ıpadech kompozitńıch materiál̊u s jemnou strukturou.

Jedńım postupem, jak řešit takové úlohy, je matematická metoda nazývaná
homogenizace. Fyzikálně pod t́ımto pojmem rozumı́me nahrazeńı heterogenńıho
materiálu s periodickou strukturou z makroskopického hlediska

”
ekvivalentńım“

materiálem homogenńım. Tato metoda však předpokládá periodickou struk-
turu daného materiálu.

Jelikož reálné kompozitńı materiály nevykazuj́ı periodickou strukturu, tj.
rozložeńı vláken v matrici má náhodný charakter, tak nás zejména bude zaj́ımat
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otázka, jak velké chyby se dopust́ıme, jestliže neperiodický (reálný) materiál
nahrad́ıme materiálem periodickým.

Ćılem práce bylo proto vytvořeńı algoritmu na generováńı náhodné struk-
tury dvousložkového vláknového kompozitu při zachováńı objemového poměru
(volume fraction) obou fáźı. Daľśım ćılem bylo shromáždit stochastické metody
pro analýzu prostorových struktur a vygenerované struktury pomoćı těchto
metod analyzovat a srovnat s reálnými vzorky.

2 Stochastické procesy

Algoritmy pro generováńı náhodných struktur využ́ıvaj́ı následuj́ıćı pojmy
z teorie stochastických proces̊u.

2.1 Základńı pojmy

Definice 2.1. Necht’ T ⊆ R (T ̸= ∅) a {Xt; t ∈ T} je systém náhodných
veličin definovaných na pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A, P ). Pak {Xt}t∈T
nazýváme stochastickým (náhodným) procesem.

Poznámka 2.2.

1. Je-li T jednobodová, pak {Xt}t∈T je náhodná veličina.

2. Je-li T = {t1, t2, . . . , tn}, pak {Xt} = (Xt1 , . . . , Xtn) je náhodný vektor.

3. Je-li T = (a, b) interval, pak mluv́ıme o stochastickém procesu se spo-
jitým časem.

Poznámka 2.3.

1. Je-li {Xt}t∈T stochastický proces, tak pro ∀t ∈ T je Xt náhodná veličina,
tj. Xt = Xt(ω).

2. {Xt}t∈T = Xt = X(t, ω) = Xt(ω).

3. Je-li ω pevné, pak X(t) = X(t, ω) reprezentuje jednu realizaci (tra-
jektorii) stochastického procesu {Xt}t∈T . Tedy {Xt}t∈T lze chápat jako
množinu trajektoríı.

Definice 2.4 (B́ılý šum). Stochastický proces ξt budeme nazývat b́ılý šum
(white noise process), jestliže pro libovolné časové okamžiky t1 ̸= t2 jsou ξt1 a ξt2
nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny s nulovou středńı hodnotou a kon-
stantńım rozptylem λ, tj. E [ξt] = 0; D [ξt] = λ. Ṕı̌seme pak ξt ∼ WN(0, λ).
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Poznámka 2.5. B́ılý šum nemá spojité trajektorie a nelze je proto nakreslit.

Definice 2.6 (Brown̊uv pohyb). Stochastický proces Bt, kde t ∈ ⟨0,∞)
budeme nazývat Brown̊uv pohyb (nebo též Wiener̊uv proces), jestliže plat́ı:

• B0 = 0 a jednotlivé trajektorie Brownova pohybu jsou spojité funkce
času t.

• Pro 0 < t0 < t1 < . . . < tn jsou př́ır̊ustky (tj. náhodné veličiny)
Bt1 −Bt0 , . . . , Btn −Btn−1 nezávislé.

• Pro libovolné t a h > 0, má Bt+h − Bt normálńı (Gaussovo) rozděleńı
s nulovou středńı hodnotou a rozptylem h, tj. Bt+h −Bt ∼ N(0, h).

Lemma 2.7. Necht’ Bt je Brown̊uv pohyb. Pak plat́ı

• E [B2
t ] = t.

• E [BtBs] = min{t, s} pro t ≥ 0, s ≥ 0.

• E [(Bt −Bs)
2] =| t− s | .

2.2 Karhunen-Loève̊uv rozvoj

Karhunen-Loève̊uv rozvoj stochastického procesu a(x, ω) je založen na spekt-
rálńım rozvoji jeho kovariančńı funkce

C(t1, t2) = E
[(
a(t1, ω)− E [a(t1, ω)]

)(
a(t2, ω)− E [a(t2, ω)]

)]
, ∀t1, t2 ∈ D,

kde t1 a t2 znač́ı časové souřadnice a D znač́ı množinu, na které je daný
stochastický proces definován. Z definice kovariančńı funkce náhodného pro-
cesu plyne, že je ohraničená, symetrická a pozitivně definitńı. Proto existuje
spektrálńı rozklad kovariančńı funkce ve tvaru

C(t1, t2) =
∞∑
n=1

λnΦn(t1)Φn(t2),

kde λn a Φn(·) jsou vlastńı č́ısla a vlastńı funkce př́ıslušného kovariančńıho
jádra, které dostaneme řešeńım následuj́ıćı integrálńı Fredholmovy rovnice
druhého druhu ∫

D

C(t1, t2)Φ(t2) dt2 = λΦ(t1).
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Dá se ukázat, že všechny vlastńı funkce jsou vzájemně ortogonálńı. Karhunen-
Loève̊uv rozvoj pak má tvar

a(t, ω) = E [a(t, ω)] +
∞∑
n=1

√
λnΦn(t)Xn(ω),

kde Xn, n = 1, 2, . . . je posloupnost vzájemně nezávislých náhodných veličin.
Největš́ı význam této spektrálńı reprezentace je ten, že časové náhodné od-
chylky můžeme vyjádřit jako součet deterministických funkćı v časových sou-
řadnićıch vynásobených náhodnými veličinami, které jsou nezávislé na těchto
souřadnićıch. Dále, označ́ıme-li

aK(t, ω) = E [a(t)] +
K∑

n=1

√
λnΦn(t)Xn(ω), (t, ω) ∈ D × Ω,

pak plat́ı
E
[
(a− aK)

2(t)
]
→ 0, pro K → ∞, t ∈ D.

Pro Brown̊uv pohyb definovaný na množině D = ⟨0, T ⟩ se dá ukázat, viz
např. [19], [13], že pro vlastńı funkce a vlastńı hodnoty plat́ı následuj́ıćı vztahy:

Φn(t) =
√
2 sin

(
t√
λn

)
, λn =

4T 2

π2(2n+ 1)2
, n = 0, 1, 2, . . . , t ∈ ⟨0, T ⟩.

Brown̊uv pohyb lze pak psát ve tvaru

Bt =
∞∑
n=0

2
√
2T

π(2n+ 1)
sin

(
(2n+ 1)πt

2T

)
Xn(ω).

Z předchoźıho je jasné, že nahrazeńım uvedené sumy pouze konečným počtem
jejich člen̊u dostaneme trajektorii Brownova pohybu, která ovšem bude

”
hladš́ı“

než skutečný Brown̊uv pohyb.
Nyńı uvedeme Karhunen-Loève̊uv rozvoj s konečným počtem člen̊u pro

stochastický proces S(t, ω) definovaný na intervalu ⟨0, T ⟩, který později využijeme
v jednom algoritmu k simulaci náhodné struktury. Ten má následuj́ıćı tvar

S(t, ω) =
K∑

n=0

sin

(
(2n+ 1)πt

2T

)
Xn(ω).

Tento proces má charakter vyhlazeného b́ılého šumu (smoothed white noise)
a pro naši simulaci je zcela dostačuj́ıćı. Plat́ı, že č́ım v́ıce má daný proces

8



charakter b́ılého šumu, t́ım větš́ı počet člen̊u v rozvoji je třeba. V praxi však
často vystač́ıme jen s několika členy. Na následuj́ıćım obrázku jsou nakresleny
trajektorie pro
K = 5, 10, 15, 20.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−6

−4

−2

0

2

4

6
K=10
K=5
K=15
K=20

Obr. 1. Trajektorie procesu S(t, ω) pro r̊uzná K

3 Simulace náhodné struktury

Jak již bylo řečeno v úvodu, simulace náhodné struktury má sv̊uj význam
jak po stránce teoretické, tak i po stránce praktické. Nyńı ukážeme reálnou
strukturu vláknového kompozitu, která byla převzata z práce [38].

Je d̊uležité připomenout, že většina dosavadńıch výsledk̊u týkaj́ıćı se gen-
erováńı vzork̊u kompozitńıho materiálu vycháźı ze skutečnosti, že středy vláken
reprezentuj́ıćı kompozitńı materiál nejsou bĺıže než je pr̊uměr vlákna, který
byl považován za konstantńı pro všechna vlákna vystupuj́ıćı v daném vzorku.
Algoritmy, generuj́ıćı vzorky tohoto typu jsou založeny zejména na tzv. pros-
torových bodových procesech (spatial point processes), které vycházej́ı z faktu,
že počet a pozice vláken ve vzorku jsou náhodné veličiny. Tyto se však lǐśı od
algoritmů, které budou postupně uvedeny, jelikož umožňuj́ı pracovat s nekon-
stantńımi poloměry vláken vystupuj́ıćı v daném vzorku při zachováńı výsled-
ného objemového pod́ılu vláken ve vzorku.

Celkem byly vytvořeny čtyři algoritmy AI-AIV. Vstupem byla velikost
strany čtvercového vzorku 1144 pixel̊u, objemový pod́ıl vláken ve vzorku a prav-
děpodobnostńı rozdělěńı pr̊uměr̊u vláken ve vzorku. Na základě článku [38]
bylo voleno normálńı rozděleńı pr̊uměr̊u vláken N(71, 87; 20, 96) (jednotkou je
1 pixel) a objemový pod́ıl vláken 0, 4869 (tedy 48,69% obsahu plochy vzorku
tvoř́ı vlákna).

9



Obr. 2. Reálný vzorek kompozitu.

3.1 Algoritmus I

Obr. 3. Výsledná struktura generovaná algoritmem AI.
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Tento algoritmusAI využ́ıvá Karhunen-Loèveova rozvoje procesu, maj́ıćı charak-
ter vyhlazeného b́ılého šumu

S(t, ω) =
K∑

n=0

sin

(
(2n+ 1)πt

2T

)
Xn(ω).

Algoritmus generuje náhodnou strukturu, jak můžeme vidět na Obr. 3.

3.2 Algoritmus II

Obr. 4. Výsledná struktura generovaná algoritmem AII.

Princip algoritmu AII je postaven na několika kroćıch. Nejprve se vy-
generuje vlákno uvnitř vzorku a pak se zvoĺı náhodný směr a vzdálenost,
kam se

”
umı́st́ı“ daľśı vlákno (s náhodným pr̊uměrem). Tento postup se dále

opakuje. Při každém kroku je třeba ověřit, zda nová pozice vlákna je reálná,
tj. zda nedojde k překryvu vláken. Zároveň je přitom kontrolována minimálńı
vzdálenost mezi sousedńımi vlákny. Pokud je skutečná vzdálenost menš́ı než
námi zvolená nebo pokud dojde k překryvu vláken, tak muśıme z výchoźıho
vlákna vygenerovat nový náhodný směr, vzdálenost a následně vše opět zkon-
trolovat. Postup se opakuje tak dlouho, dokud aktuálńı objemový pod́ıl vláken
je menš́ı než požadovaný, tj. 0,4869. Výsledek této simulace můžeme vidět na
Obr. 4.
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3.3 Algoritmus III

Tento algoritmus se od předchoźıch dvou dosti odlǐsuje. Vycháźı ze samotné
fyzikálńı podstaty Brownova pohybu částic. Simulace prob́ıhá tak, že nejprve
nagenerujeme čistě periodickou strukturu, kde všechny poloměry vláken jsou
konstantńı při zachováńı požadovaného objemového pod́ılu. Potom pr̊uměr
každého vlákna náhodně změńıme podle známého rozděleńı pr̊uměr̊u vláken.
Tento postup můžeme vidět na Obr. 5 a 6.

Obr. 5 a 6. K simulaci algoritmu AIII.

V následuj́ıćım kroku simulace podrob́ıme postupně každé vlákno Brownově
pohybu. Jinak řečeno, zvoĺıme náhodný směr a vzdálenost, o kterou každé
vlákno vychýĺıme. V každém kroku muśıme dále kontrolovat, zda nedojde
k překryvu vláken nebo nedodržeńı minimálńı vzdálenosti. Pokud ano, zvoĺıme
jiný náhodný směr a vzdálenost a postup opakujeme do té doby, dokud neńı
všechno v pořádku. Důležité je, že generované náhodné výchylky se pohybuj́ı
řádově v desetinách velikosti pr̊uměru vlákna, tedy jsou relativně malé. Tato
skutečnost tud́ıž odpov́ıdá představě reálného Brownova pohybu. Rozd́ıl je
pouze v tom, že zde neuvažujeme srážky dvou nebo v́ıce částic a předáváńı
hybnosti při nárazu jedné částice do druhé. Výslednou strukturu generovanou
algoritmem AIII můžeme vidět na následuj́ıćım obrázku.
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Obr. 7. Výsledná struktura generovaná algoritmem AIII.

3.4 Algoritmus IV

Obr. 8. Výsledná struktura generovaná algoritmem AIV.
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Princip tohoto algoritmu je velice podobný jako princip algoritmu AIII.
Rozd́ıl je pouze v tom, že pokud dojde při vychýleńı vlákna k překryvu nebo
nedodržeńı minimálńı vzdálenosti, tak se negeneruje nová poloha, ale vlákno
z̊ustane na svém p̊uvodńım mı́stě. Tato skutečnost zp̊usob́ı, že výsledná struk-
tura neńı tak náhodná jako tomu bylo v předchoźım př́ıpadě. Výhoda spoč́ıvá
v tom, že generováńı této struktury je podstatně rychleǰśı. Výsledek je vidět
na Obr. 8.

4 Statistický popis

Nyńı uvedeme některé statistické indikátory použ́ıvané ke správnému popisu
rozd́ıl̊u jednotlivých vzork̊u kompozitńıho materiálu.

4.1 Popisná statistika

Za účelem možnosti použit́ı metod popisné statistiky, muśıme vytvořit sadu
parametr̊u pro každý vzorek, kterou dále použijeme pro daľśı výpočty. Nej-
jednodušš́ı je rozdělit každý vzorek regulárńı abstraktńı n× n čtvercovou śıt́ı.
V našich vzorćıch použijeme n = 10, tj. 10 × 10 śıt’. Dále, pro každou buňku
ci spoč́ıtáme elementárńı objemový pod́ıl(volume fraction) a tuto obdrženou
sadu objemových pod́ıl̊u {fi}n×n

i=1 použijeme pro následné výpočty.

Obr. 9. Rozděleńı vzorku abstraktńı śıt́ı.

Je velmi d̊uležité zvolit optimálńı poměr mezi velikost́ı n a pr̊uměrným pr̊umě-
rem vláken ve vzorku. Je zřejmé, že volba velkého n je bezpředmětná, jelikož
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některé buňky by měly nulový objemový pod́ıl. Na druhou stranu volba malého
n by plně nevystihla náhodnost vzorku. Označme symbolem f j

i , i = 1, . . . , n2,
j = 1, . . . , 15 elementárńı objemové pod́ıly v i−té buňce pro j−tou realizaci.
Výsledky popisné statistiky jsou uvedeny v tabulce 1.

Pr̊uměr Medián Min. Max. Rozsah Rozptyl Sm. odch. Šikm. Špič.

No. 1 51.63 53.35 17.38 92.39 75.01 215.32 14.67 2.97 -0.04

No. 2 51.13 54.21 0.00 86.84 86.84 295.23 17.18 2.99 -0.49

No. 3 47.93 48.53 0.28 86.17 85.90 326.10 18.06 2.85 -0.34

No. 4 44.32 46.51 0.00 74.44 74.44 277.27 16.65 2.91 -0.55

No. 5 53.79 54.44 15.86 93.25 77.39 242.45 15.57 2.60 0.05

No. 6 52.48 54.16 0.00 81.10 81.10 240.03 15.49 3.51 -0.62

No. 7 42.76 44.50 0.00 78.95 78.95 364.05 19.08 2.72 -0.55

No. 8 49.66 52.33 14.79 80.69 65.90 227.93 15.10 2.10 -0.09

No. 9 44.74 45.71 0.00 73.06 73.06 226.27 15.04 2.93 -0.37

No. 10 42.47 41.95 0.00 78.55 78.55 295.63 17.19 2.78 -0.09

No. 11 52.48 53.91 20.09 80.31 60.22 200.27 14.15 2.43 -0.32

No. 12 50.20 52.14 0.00 82.89 82.89 350.25 18.72 3.08 -0.70

No. 13 52.43 51.26 5.76 89.63 83.87 296.10 17.21 2.84 -0.24

No. 14 46.40 46.18 11.48 92.29 80.81 229.73 15.16 2.99 0.19

No. 15 47.90 47.36 0.00 86.14 86.14 275.41 16.60 2.81 -0.15

Pr̊uměr 48.69 49.77 5.71 83.78 78.07 270.80 16.39 2.83 -0.29

Tab. 1. Spoč́ıtané popisné statistiky elem. obj. pod́ıl̊u pro všechny vzorky.

V tabulce 2 jsou uvedeny popisné statistiky pro počet vláken v reálných vzorćıch.

Pr̊uměr Medián Min. Max. Rozsah Rozptyl Sm.odch. Šikm. Špič.

Real 164.60 164 145 189 44 167.40 12.94 2.04 0.14

Tab. 2. Spoč́ıtané popisné statistiky pro celkový počet vláken ve všech vzorćıch.

4.2 Prostorová náhodnost

Úplná prostorová náhodnost(complete spatial randomness(CSR)), viz např.
[9] nebo [8] pro jej́ı definici je středem zájmu v teorii kompozit̊u. Důvodem
je jej́ı fyzikálńı podstata, viz [9]. Testy náhodnosti jsou zpravidla založeny na
následuj́ıćıch třech oblastech metod:
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• Quadrat tests

• Second-order methods

• Distance methods

Metody prvńıho typu jsou nejv́ıce použ́ıvány v základńıch studíıch, ale měly
by být vždy doplněny jinými metodami. Metody druhého typu jsou založeny
na použit́ı metod typu Monte-Carlo a metody třet́ıho typu využ́ıvaj́ı informaci
přesných pozic vláken a maj́ı výhodu, že nevyžaduj́ı děleńı vzorku na jednotlivé
kvadráty(śıt’).

5 Závěr

Kompozitńı vláknové materiály maj́ı v dnešńı době velmi široké uplatněńı
v mnoha oborech lidské činnosti a jsou proto právem velmi intenzivně stu-
dovány a analyzovány. Pro řádný výzkum je však mı́t třeba reálné vzorky
těchto materiál̊u, jejichž zhotoveńı je velmi nákladné. Je proto d̊uvod vyv́ıjet
algoritmy, které nám dokáž́ı s jistou přesnost́ı reálný materiál nasimulovat.

V práci jsou navrženy postupně čtyři r̊uzné algoritmy, které na základě
reálného materiálu dokáž́ı daný materiál nasimulovat s vysokou přesnost́ı. Je-
jich popis je v práci uveden. Využ́ıvaj́ı zejména teorie stochastických proces̊u
a Brownova pohybu. Daľśı krok spoč́ıvá v tom, jak dané vzorky źıskané těmito
algoritmy mezi sebou navzájem statisticky porovnat. To je daľśım ćılem práce.
V praxi existuje celá sada metod, jak tohoto dosáhnout. Mezi nejběžněǰśı
patř́ı metody, které jsou založeny na rozděleńı vzorku na tzv. kvadráty, ve
kterých se jednotlivě spoč́ıtaj́ı elementárńı objemové pod́ıly(volume fractions),
se kterými se nadále pracuje. Mezi druhou tř́ıdu patř́ı metod patř́ı metody,
založené na použit́ı funkćı druhého řádu, kde nejrozš́ı̌reněǰśı je tzv. Ripleyova
funkce. A nakonec třet́ı tř́ıdu tvoř́ı metody využ́ıvaj́ıćı informace o přesných
pozićıch vláken nevyžaduj́ıćı děleńı vzorku na kvadráty, které může být někdy
obt́ıžné zvolit.

Studium vláknových kompozit̊u je velmi složité a proto tvorba nových al-
goritmů a metod jejich statistického porovnáváńı může být otázkou daľśıho
výzkumu.
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4. Posṕı̌sil T.: Mathematical Modelling of Composite Materials, Proceed-
ings of the International Interdisciplinary Honeywell EMI 2005.
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Stavebńı fakulta ČVUT Praha 2005.

6. Posṕı̌sil T.: Generating of Random Structures for Mathematical Mod-
elling of Composite Materials, 5th International Workshop 2006, FAST
VUT v Brně.
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8 Abstrakt

Mathematical modeling of composite materials is very difficult due to their fine
structure and random character. For the computational reasons, the real mate-
rials, i.e. materials with non-periodic structure are replaced by an “equivalent”
structures having almost the same mechanical properties. The dissertation is
devoted to generating of random structures of two-component fibre compos-
ite materials and to statistical methods for analysis of randomness of these
structures. Four algorithms of structures with fibres of random diameter were
developed. The obtained samples were statistically compared with real dates.
Different methods for statistical analysis of plane structures were included.
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