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1 Uvod

1.1 Pojem kompozitniho materialu

Viceslozkové materialy — tzv. kompozity, jsou heterogenni materidly tvorené
dvéma pripadné vice fazemi obvykle rozdilného chemického slozeni, které se
lisi také svymi fyzikalnimi a mechanickymi vlastnostmi. Jedna z fazi tvori tzv.
matrici kompozitu a je souvislou fazi. Sekundéarni faze, ktera zpeviiuje matrici
kompozitu, je obvykle nesouvisld, a je tvorena ¢asticemi ruzného typu a tvaru.
Jako piiklad uvedme matrici vyztuzenou vldkny, kdy hovofime o vldknovém
kompozitu. Vhodnym vybérem vzajemnych kombinaci matrice a zpeviujici
faze a volbou jejich vzajemného objemového poméru (volume fraction) je
mozné dosahnout vysoké trovné uzitnych vlastnosti kompozitu. Matrice kom-
pozitu méa v porovnani se zpevinujici fazi nizsi pevnostni vlastnosti a veétsi
plasticitu. Casto je pozadovana také nizkd hustota materidlu matrice. Zékladni
funkci matrice je prenos vnéjsiho zatizeni na zpevnujici fazi. Matrice dale spo-
juje castice zpevnujici faze, chrani je pred mechanickym, popi. chemickym
poskozenim. Matrice oddéluje jednotlivé ¢astice zpevnujici faze a brani rozvoji
kiehkého poruseni kompozitu. Dale prenasi prevaznou ¢ast vnéjsiho zatizeni.

Vldknové kompozity nachazeji v dnesni dobé velmi Siroké uplatnéni v mno-
ha oborech lidské ¢innosti. Jako piiklad se zminme o jejich Sirokém vyuziti
napt. v automobilovém, kosmickém ¢i stavebnim prumyslu pro jejich dobré
fyzikéalni vlastnosti. Z hlediska matematického modelovani nam jde predevsim
o znalost nékterych fyzikalnich vlastnosti bez nutnosti jejich vyroby. Experi-
mentalni méreni jsou totiz dosti slozitda a nakladna, a navic vyzaduji nejdiiv
vyrobit vzorky, a proto je uzitecné umét spocitat tyto veliciny z parametru
jednotlivych slozek a jejich geometrického usporadani.

1.2 Cile prace

Matematické modelovani heterogennich materidla je velmi obtizné, zejména
v ptipadech kompozitnich materiali s jemnou strukturou.

Jednim postupem, jak fesit takové tlohy, je matematickd metoda nazyvana
homogenizace. Fyzikalné pod timto pojmem rozumime nahrazeni heterogenniho
materialu s periodickou strukturou z makroskopického hlediska ,,ekvivalentnim
materialem homogennim. Tato metoda vsSak predpoklada periodickou struk-
turu daného materialu.

Jelikoz realné kompozitni materialy nevykazuji periodickou strukturu, tj.
rozlozeni vlaken v matrici ma nahodny charakter, tak nas zejména bude zajimat



otazka, jak velké chyby se dopustime, jestlize neperiodicky (redlny) material
nahradime materialem periodickym.

Cilem préace bylo proto vytvoreni algoritmu na generovani ndhodné struk-
tury dvouslozkového vlaknového kompozitu pti zachovani objemového poméru
(volume fraction) obou fazi. Dalsim cilem bylo shromazdit stochastické metody
pro analyzu prostorovych struktur a vygenerované struktury pomoci téchto
metod analyzovat a srovnat s redlnymi vzorky:.

2 Stochastické procesy

Algoritmy pro generovani nahodnych struktur vyuzivaji nésledujici pojmy
z teorie stochastickych procest.

2.1 Zakladni pojmy

Definice 2.1. Necht 7" C R (T # 0) a {X; t € T} je systém ndhodnych
veli¢in definovanych na pravdépodobnostnim prostoru (€2, .4, P). Pak {X;}ier
nazyvame stochastickym (ndhodnym) procesem.

Poznamka 2.2.
1. Je-li T jednobodova, pak {X;}icr je ndhodna veli¢ina.
2. Je-li T = {t1,ta,...,t,}, pak {X;} = (Xyy, ..., Xy,) je ndhodny vektor.
3. Je-li T' = (a,b) interval, pak mluvime o stochastickém procesu se spo-
jitym casem.
Poznamka 2.3.

1. Je-li { X, }er stochasticky proces, tak pro Vt € T' je X; ndhodn4 veli¢ina,

2 (X, her = X, = X(Lw) = X, (w).

3. Je-li w pevné, pak X(t) = X(t,w) reprezentuje jednu realizaci (tra-
jektorii) stochastického procesu {X;}ier. Tedy {X;}ier lze chépat jako
mnozinu trajektorii.

Definice 2.4 (Bily sum). Stochasticky proces & budeme nazyvat bily sum
(white noise process), jestlize pro libovolné casové okamziky t1 # o jsou &, a &,
nezavislé stejné rozdélené nahodné veliciny s nulovou sttedni hodnotou a kon-
stantnim rozptylem A, tj. E[§] = 0; D [&] = \. Piseme pak & ~ WN(0, A).



Poznamka 2.5. Bily Sum nemaé spojité trajektorie a nelze je proto nakreslit.

Definice 2.6 (Brownuv pohyb). Stochasticky proces By, kde t € (0,00)
budeme nazyvat Brownuv pohyb (nebo téz Wienertuv proces), jestlize plati:

e By = 0 a jednotlivé trajektorie Brownova pohybu jsou spojité funkce
casu t.

e Pro0 <ty <t <...<t, jsou prirustky (tj. ndhodné veli¢iny)

B, — By,,...,By, — B, , nezavislé.

e Pro libovolné ¢t a h > 0, ma B;,;, — B; normdlni (Gaussovo) rozdéleni
s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem h, tj. By, — By ~ N(0, h).

Lemma 2.7. Necht B, je Browniv pohyb. Pak plati
o E[B? =t.
e E[B;B;] = min{t,s} prot>0,s>0.

e E[(B,— B, =|t —s|.

2.2 Karhunen-Loeveuv rozvoj

Karhunen-Loevetuv rozvoj stochastického procesu a(z,w) je zaloZzen na spekt-
ralnim rozvoji jeho kovarianéni funkce

C(tl,tg) =E [(a(tl,w) —E [a(tl,w)]) (a(tg,w) —E [CL(tQ,CU)])} ; th,tg c D,

kde t; a ty znaci casové souradnice a D znaci mnozinu, na které je dany
stochasticky proces definovan. Z definice kovariancni funkce ndhodného pro-
cesu plyne, Ze je ohranicend, symetricka a pozitivné definitni. Proto existuje
spektralni rozklad kovariancni funkce ve tvaru

Cltnt) = 3 Ao (0) o),

kde A, a ®,(-) jsou vlastni ¢isla a vlastni funkce prislusného kovarianéniho

jadra, které dostaneme fesenim nasledujici integralni Fredholmovy rovnice
druhého druhu

/ Clt, 1) D(t) dby = AD(Hy).



D4 se ukazat, ze vSechny vlastni funkce jsou vzajemné ortogonalni. Karhunen-
Loeveuv rozvoj pak mé tvar

alt,w) = Efa(t, )] + 3 VAo () X, (w),

kde X,, n=1,2,... je posloupnost vzajemné nezavislych ndhodnych veli¢in.
Nejvétsi vyznam této spektralni reprezentace je ten, ze ¢asové nahodné od-
chylky muzeme vyjadfit jako soucet deterministickych funkci v ¢asovych sou-
fadnicich vynésobenych ndhodnymi velicinami, které jsou nezavislé na téchto
souradnicich. Dale, oznac¢ime-li

ax(t,w) =Ea®)] + Y V@) Xo(w), (tw) e DxQ,

pak plati
E [(a—ag)*(t)] =0, pro K — oo, t € D.

Pro Brownuv pohyb definovany na mnoziné D = (0,7 se da ukazat, viz
napt. [19], [13], ze pro vlastni funkce a vlastni hodnoty plati nasledujici vztahy:

: t 47
(I)n(t):\/ﬁSIIl (\/—/\_n>, )\n:m, n=0,1,2,..., t e <O,T>

Brownuv pohyb lze pak psat ve tvaru

= 2V2T . [((2n+4 Dt
Bi=) T@n+1) ( 2T ) Xn(w)

n=0

Z predchoziho je jasné, ze nahrazenim uvedené sumy pouze konetnym poctem
jejich ¢lenu dostaneme trajektorii Brownova pohybu, ktera ovsem bude ,,hladsi®
nez skuteény Brownuv pohyb.

Nyni uvedeme Karhunen-Loeveuv rozvoj s konetnym poctem clenu pro
stochasticky proces S(t,w) definovany na intervalu (0, T'), ktery pozdéji vyuzijeme
v jednom algoritmu k simulaci ndhodné struktury. Ten méa nasledujici tvar

R S (=

Tento proces mé charakter vyhlazeného bilého sumu (smoothed white noise)
a pro nasi simulaci je zcela dostacujici. Plati, ze ¢im vice mé& dany proces



charakter bilého sumu, tim vétsi pocet clenu v rozvoji je tfeba. V praxi vSak
casto vystacime jen s nékolika ¢leny. Na nasledujicim obrazku jsou nakresleny

trajektorie pro
K = 5,10, 15, 20.

Obr. 1. Trajektorie procesu S(t,w) pro riznd K

3 Simulace nahodné struktury

Jak jiz bylo feceno v dvodu, simulace nahodné struktury ma svij vyznam
jak po strance teoretické, tak i po strance praktické. Nyni ukazeme realnou
strukturu vldknového kompozitu, ktera byla prevzata z prace [38].

Je dulezité pripomenout, ze vétsina dosavadnich vysledku tykajici se gen-
erovani vzorku kompozitniho materidlu vychézi ze skutecnosti, ze stredy vlaken
reprezentujici kompozitni materidl nejsou blize nez je prumeér vldkna, ktery
byl povazovan za konstantni pro vSechna vldkna vystupujici v daném vzorku.
Algoritmy, generujici vzorky tohoto typu jsou zalozeny zejména na tzv. pros-
torovych bodovych procesech (spatial point processes), které vychazeji z faktu,
ze pocet a pozice vldken ve vzorku jsou nahodné veliciny. Tyto se vsak lisi od
algoritmu, které budou postupné uvedeny, jelikoz umoznuji pracovat s nekon-
stantnimi polomeéry vlaken vystupujici v daném vzorku pfi zachovani vysled-
ného objemového podilu vldken ve vzorku.

Celkem byly vytvoreny c¢tyti algoritmy AI-AIV. Vstupem byla velikost
strany ¢tvercového vzorku 1144 pixelt, objemovy podil vldken ve vzorku a prav-
dépodobnostni rozdéléni prumeért vlaken ve vzorku. Na zakladé clanku [38]
bylo voleno normalni rozdéleni prumeéru vlaken N(71,87;20,96) (jednotkou je
1 pixel) a objemovy podil vldken 0,4869 (tedy 48,69% obsahu plochy vzorku
tvoii vlakna).



Obr. 2. Redlny vzorek kompozitu.
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Tento algoritmus Al vyuzivd Karhunen-Loéveova rozvoje procesu, majici charak-
ter vyhlazeného bilého sSumu

S(t,w) = isin <(2%T1)M>Xn(w).

n=0
Algoritmus generuje ndhodnou strukturu, jak muzeme vidét na Obr. 3.

3.2 Algoritmus II
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Obr. 4. Vyslednd struktura generovand algoritmem AIL

Princip algoritmu AII je postaven na nékolika krocich. Nejprve se vy-
generuje vldkno uvnitt vzorku a pak se zvoli ndhodny smér a vzdalenost,
kam se ,umisti“ dalsi vlakno (s ndhodnym prumérem). Tento postup se déle
opakuje. Pti kazdém kroku je tieba ovérit, zda nova pozice vldkna je realna,
tj. zda nedojde k prekryvu vlaken. Zaroven je pritom kontrolovana minimalni
vzdalenost mezi sousednimi vlakny. Pokud je skuteé¢nd vzdélenost mensi nez
nami zvolena nebo pokud dojde k prekryvu vldken, tak musime z vychoziho
vldkna vygenerovat novy nahodny smér, vzdalenost a nasledné vse opét zkon-
trolovat. Postup se opakuje tak dlouho, dokud aktualni objemovy podil vlaken

je mensi nez pozadovany, tj. 0,4869. Vysledek této simulace muzeme vidét na
Obr. 4.
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3.3 Algoritmus III

Tento algoritmus se od predchozich dvou dosti odliSuje. Vychézi ze samotné
fyzikalni podstaty Brownova pohybu ¢astic. Simulace probihd tak, ze nejprve
nagenerujeme c¢isté periodickou strukturu, kde vSechny poloméry vlaken jsou
konstantni pii zachovani pozadovaného objemového podilu. Potom prumeér
kazdého vldkna nahodné zménime podle znamého rozdéleni prumeéru vlaken.
Tento postup muzeme vidét na Obr. 5 a 6.
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Obr. 5 a 6. K simulaci algoritmu AIIT

V nasledujicim kroku simulace podrobime postupné kazdé vlakno Brownové
pohybu. Jinak teceno, zvolime ndhodny smeér a vzdalenost, o kterou kazdé
vldkno vychylime. V kazdém kroku musime déale kontrolovat, zda nedojde
k prekryvu vlaken nebo nedodrzeni minimalni vzdalenosti. Pokud ano, zvolime
jiny nahodny smér a vzdalenost a postup opakujeme do té doby, dokud neni
vsechno v poradku. Dilezité je, ze generované nahodné vychylky se pohybuji
fadové v desetinach velikosti pruméru vldkna, tedy jsou relativné malé. Tato
skutecnost tudiz odpovida predstavé redlného Brownova pohybu. Rozdil je
pouze v tom, ze zde neuvazujeme srazky dvou nebo vice castic a predavani
hybnosti pii narazu jedné ¢astice do druhé. Vyslednou strukturu generovanou
algoritmem AIIT muzeme vidét na néasledujicim obrazku.
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Obr. 7. Vyslednd struktura generovand algoritmem AIII

3.4 Algoritmus IV

Obr. 8. Vysledna struktura generovand algoritmem AIV.



Princip tohoto algoritmu je velice podobny jako princip algoritmu AIII.
Rozdil je pouze v tom, ze pokud dojde pri vychyleni vldkna k prekryvu nebo
nedodrzeni minimalni vzdélenosti, tak se negeneruje nova poloha, ale vlakno
zustane na svém puvodnim misté. Tato skutecnost zptisobi, ze vysledna struk-
tura neni tak nahodnd jako tomu bylo v predchozim ptipadé. Vyhoda spociva
v tom, ze generovani této struktury je podstatné rychlejsi. Vysledek je vidét
na Obr. 8.

4 Statisticky popis

Nyni uvedeme nékteré statistické indikatory pouzivané ke spravnému popisu
rozdilu jednotlivych vzorku kompozitniho materialu.

4.1 Popisna statistika

Za ucelem moznosti pouziti metod popisné statistiky, musime vytvorit sadu
parametru pro kazdy vzorek, kterou déale pouzijeme pro dalsi vypocty. Nej-
jednodussi je rozdélit kazdy vzorek regularni abstraktni n x n ¢tvercovou siti.
V nasich vzorcich pouZijeme n = 10, tj. 10 x 10 sit. Déle, pro kazdou buiku
¢; spocitame elementarni objemovy podil(volume fraction) a tuto obdrzenou

sadu objemovych podilu {f;};”" pouzijeme pro ndsledné vypocty.

c-th cell

Obr. 9. Rozdéleni vzorku abstrakini siti.

Je velmi dulezité zvolit optimalni pomér mezi velikosti n a prumérnym prumé-
rem vlaken ve vzorku. Je zitejmé, ze volba velkého n je bezpredmétnd, jelikoz
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nékteré bunky by mély nulovy objemovy podil. Na druhou stranu volba malého
n by plné nevystihla ndhodnost vzorku. Ozna¢me symbolem f7, i =1,...,n?
j =1,...,15 elementarni objemové podily v :—té buiice pro j—tou realizaci.

Vysledky popisné statistiky jsou uvedeny v tabulce 1.

Pramér | Medign | Min. | Max. | Rozsah | Rozptyl | Sm. odch. | Sikm. | Spi¢.
No. 1 51.63 | 53.35 |17.38]92.39| 75.01 | 215.32 14.67 | 2.97 |-0.04
No. 2 51.13 | 54.21 | 0.00 |86.84| 86.84 | 295.23 | 17.18 2.99 -0.49
No. 3 47.93 | 48.53 | 0.28 |86.17| 85.90 | 326.10 | 18.06 2.85 [-0.34
No. 4 44.32 | 46.51 | 0.00 |74.44| 74.44 | 277.27 | 16.65 2.91 |-0.55
No. 5 53.79 | 54.44 |15.86|93.25| 77.39 | 242.45 15.57 | 2.60 | 0.05
No. 6 52.48 | 54.16 | 0.00 |81.10| 81.10 | 240.03 | 15.49 | 3.51 [-0.62
No. 7 42.76 | 44.50 | 0.00 |78.95| 78.95 | 364.05 19.08 2.72 [-0.55
No. 8 49.66 | 52.33 |14.79(80.69| 65.90 | 227.93 | 15.10 2.10 |-0.09
No. 9 44.74 | 45.71 | 0.00 [73.06| 73.06 | 226.27 | 15.04 | 2.93 |-0.37
No. 10 | 42.47 | 41.95 | 0.00 |78.55| 78.55 | 295.63 | 17.19 2.78 [-0.09
No. 11 | 52.48 | 53.91 [20.09|80.31| 60.22 | 200.27 | 14.15 2.43 [-0.32
No. 12 | 50.20 | 52.14 | 0.00 |82.89| 82.89 | 350.25 18.72 | 3.08 |-0.70
No. 13 | 52.43 | 51.26 | 5.76 |89.63| 83.87 | 296.10 | 17.21 2.84 |-0.24
No. 14 | 46.40 | 46.18 |11.48]92.29| 80.81 | 229.73 | 15.16 2.99 | 0.19
No. 15 | 47.90 | 47.36 | 0.00 |86.14| 86.14 | 275.41 16.60 2.81 [-0.15
Prameér| 48.69 | 49.77 | 5.71 |83.78| 78.07 | 270.80 | 16.39 2.83 |-0.29

Tab. 1. Spocitané popisné statistiky elem. obj. podili pro vSechny vzorky.

V tabulce 2 jsou uvedeny popisné statistiky pro pocet vlaken v realnych vzorcich.

Priumér| Medign| Min.| Max.| Rozsah| Rozptyl| Sm.odch. | Sikm.| Spic.
Real| 164.60 164 145 | 189 44 167.40 12.94 2.04 | 0.14

Tab. 2. Spocitané popisné statistiky pro celkovy pocet vldken ve vSech vzorcich.

4.2 Prostorova nahodnost

’

Uplna prostorova nahodnost(complete spatial randomness(CSR)), viz napf.
[9] nebo [8] pro jeji definici je stiedem zdjmu v teorii kompozitu. Duvodem
je jeji fyzikalni podstata, viz [9]. Testy ndhodnosti jsou zpravidla zalozeny na
nasledujicich trech oblastech metod:
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e Quadrat tests
e Second-order methods

e Distance methods

Metody prvniho typu jsou nejvice pouzivany v zakladnich studiich, ale mély
by byt vzdy doplnény jinymi metodami. Metody druhého typu jsou zalozeny
na pouziti metod typu Monte-Carlo a metody tietiho typu vyuzivaji informaci
presnych pozic vldken a maji vyhodu, ze nevyzaduji déleni vzorku na jednotlivé
kvadréty(sit).

5 Zaveéer

Kompozitni vlaknové materialy maji v dnesni dobé velmi Siroké uplatnéni
v mnoha oborech lidské ¢innosti a jsou proto pravem velmi intenzivné stu-
dovany a analyzovany. Pro fadny vyzkum je vSak mit tfeba realné vzorky
téchto materialu, jejichz zhotoveni je velmi nakladné. Je proto duvod vyvijet
algoritmy, které nam dokazi s jistou presnosti redlny material nasimulovat.

V préaci jsou navrzeny postupné ¢tyfi ruzné algoritmy, které na zakladé
realného materidlu dokazi dany material nasimulovat s vysokou presnosti. Je-
jich popis je v praci uveden. Vyuzivaji zejména teorie stochastickych procest
a Brownova pohybu. Dalsi krok spoc¢iva v tom, jak dané vzorky ziskané témito
algoritmy mezi sebou navzajem statisticky porovnat. To je dalsim cilem prace.
V praxi existuje celd sada metod, jak tohoto dosdhnout. Mezi nejbéznéjsi
patii metody, které jsou zalozeny na rozdéleni vzorku na tzv. kvadraty, ve
kterych se jednotlivé spocitaji elementarni objemové podily(volume fractions),
se kterymi se nadale pracuje. Mezi druhou tifidu patii metod patii metody,
zalozené na pouziti funkci druhého radu, kde nejrozsitenéjsi je tzv. Ripleyova
funkce. A nakonec tieti tfidu tvori metody vyuzivajici informace o presnych
pozicich vlaken nevyzadujici déleni vzorku na kvadraty, které muze byt nékdy
obtizné zvolit.

Studium vldknovych kompozitu je velmi slozité a proto tvorba novych al-
goritmu a metod jejich statistického porovnavani miuze byt otdzkou dalsiho
vyzkumu.
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8 Abstrakt

Mathematical modeling of composite materials is very difficult due to their fine
structure and random character. For the computational reasons, the real mate-
rials, i.e. materials with non-periodic structure are replaced by an “equivalent”
structures having almost the same mechanical properties. The dissertation is
devoted to generating of random structures of two-component fibre compos-
ite materials and to statistical methods for analysis of randomness of these
structures. Four algorithms of structures with fibres of random diameter were
developed. The obtained samples were statistically compared with real dates.
Different methods for statistical analysis of plane structures were included.
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