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1 UVOD

Obsahem predlozené habilitaéni prace jsou pocitacové simulace prostorovych a rovinnych
teselaci. Hlavnim vysledkem praci zapocatych v roce 1994 je vytvoieni veifejné piistupné
interaktivni Internetové databaze, obsahujici vybér statistickych charakteristik Sirokého souboru
simulovanych teselaci a jejich grafickd zpracovani. Soubézné byly publikovany prace obsahujici
ziskané vysledky a rozpracované moznosti jejich aplikaci v nékolika oborech.

1.1 ZAKLADNIi POZNATKY O TESELACICH

Problém rozdé¢leni prostoru na nepiekryvajici se omezené oblasti uplné vypliujici prostor
amajici spole¢né nejvySe své hranice je velmi aktualni v fadé oblasti. Déleni tohoto typu
nazyvame feselaci (v roving také mozaikou), jeho slozky pak celami ¢i burikami.

Jako prvni s myslenkou takového déleni prostoru ptiSel vroce 1644 Descartes v praci ,,Le
Monde de Mr Descartes, ou Le Traité de la Lumiere®, ve které se zabyval uspofadanim hmoty ve
a trojrozmérném piipadeé pii studiu pozitivné definitnich kvadratickych ploch. Pro d-rozmérny
ptipad ji zobecnil Voronoi (1908). Nejjednodussi pfirozené déleni je zaloZeno na vzdélenostech
bodl prostoru od center. Vnitfek burnky je tvofen témi body okolniho prostoru, které maji
k danému centru blize nez k centriim jinym; hranice burnky jsou tvofeny body, které jsou stejné
vzdaleny od vice center. Eukleidovské vzdalenosti nad bodovymi centry generuji (obycejnou)
Voronoiovu teselaci, nazyvanou téz Dirichletova mozaika i Voronoiuv diagram.

Déleni prostoru popsaného typu nalézd uplatnéni napi. v nasledujicich oblastech védy
a praktického Zivota: studium struktury vesmiru v astronomii, optimalizace rozloZeni center spravy
a obsluhy voblastech (mésta, okresy, staty), zjiStovani organizace vyzivy ZzivociSnych
a rostlinnych tkani, rozpozndvani a ovliviiovani mikrostruktury v zivé a nezivé ptirodé, studium
rozlozeni zivociSnych revirt, sidlist a ekologickych nik atd. Z povahy center vyplyva, Ze
vzdalenosti nemusi nutné byt eukleidovské (napt. pii popisu obsluznosti v sidlisti s pravouhlym
systémem ulic) a ani centra nemusi byt bodova (jadra bunék, mravenisté riizné velikosti na louce),
vysledkem odpovidajiciho dé€leni jsou pak zobecnéné teselace ¢i diagramy.

Voronoiovy teselace naSly brzo pouziti v krystalografii (Niggli, 1927), ve fyzikalni chemii
(Wigner a Seitz (1933) - odtud termin Wignerovy-Seitzovy bunky pouzivany ve fyzice)
1 v meteorologii a geografii (Thiessen (1911) - odtud termin Thiessenovy polygony). Voronoiovy
teselace tak byly nezavisle ,,objeveny” mnohokrat a vyskytuji se i dal$i nazvy; napt. potencidalné
vyuzitelnda plocha zavedeny Brownem (1965) pro piirozenou oblast vyzivy stroml nebo kapildrni
doména, kterou zavedl Hoofd aj., (1985) pii studiu rozloZeni kapiléar v fezu tkan¢€ zadsobované krvi
a kone¢né oblast vlivu v automatické obrazové analyze pii zavadéni exoskeletu (Serra, 1982).

Ve druhé poloving 20. stoleti nasly Voronoiovy teselace uplatnéni i v socidlnich
a ekonomickych védach, iniciované Hotellingovou praci (1929) z konce dvacatych let. Od
sedmdesatych let minulého stoleti je mozné sledovat stale Sir$i pouziti Voronoiovych mozaik
v pocitacové grafice a zaroven rozsahlé studium jejich vlastnosti pocitaovymi simulacemi.
V posledni dobé se objevuji 1 prace vyuzivajici teselaci pti popisu sférolitd v polymerech (Huang
aj., 1998). Publikovany byly jiz specidlni monografie vénované teselacim (Okabe aj., 1992;
Moller, 1994), piipadné jsou jim vénovany samostatné kapitoly v knihdch vénovanych konvexni
geometrii (Gruber a Wills, 1993), stochastické geometrii (Stoyan aj., 1995; Mecke aj., 1990; Saxl
aj., 1995) a obrazové analyze (Serra, 1982).

7Zivé i nezivé ptiroda je plna redlnych teselaci, tedy dobie definovanych a pozorovatelnych cel
oddélenych skuteénymi hranicemi. Pfitom teselace tvofené buiikami zivych tkdni jsou zietelné
optimalizované - maji velmi podobné tvary i rozmé&ry a jejich prostorové usporadani je pravidelné.
Naproti tomu zrna polykrystalickych materidli, kterd jsou produkty fazovych ptrechodl



uskuteciiyjicich se riistovou aktivitou nukleacnich center, maji zna¢nou tvarovou i rozmérovou
variabilitu, ktera odrazi nepravidelné prostorové rozmisténi zarodkd i moznou lokalni variaci
ristovych podminek.

Vychozi charakteristikou modeli teselaci v pfirodnich i umélych materidlech je prostorové
rozloZeni jejich center, jehoZ rizné varianty jsou vychozim bodem pro obecné studium variability
teselaci. Matematické modely bodovych systémil v prostoru se nazyvaji bodové procesy. Centra
mohou byt rozmisténa homogenné - v matematické terminologii to znamend navzdjem nezdavisle
v ,,prazdném® eukleidovském prostoru a Poissonitv bodovy proces (PBP) je odpovidajicim
modelem. Heterogenni prostorové rozmisténi bodd - center - muZze byt jednak disledkem
vzajemné interakce center (pfitazlivé a proto vytvarejici shluky - shlukovd pole - nebo odpudivé
a proto zdola omezujici vzdalenost sousednich center — modely s pevnym jdadrem), interakce center
s prostorovymi jevy odlisného charakteru (povrch, fazova rozhrani) nebo disledkem proménlivého
vnéjstho pole (teplotni ¢i koncentracni gradienty). Idealni bodova rozmisténi a tedy i jim
odpovidajici teselace prostoru jsou pravidelné - body tvoii transla¢ni mfizku a vSechny cely jsou
stejné velké a stejné orientovany. V redlnych situacich se tento pfipad sice nikdy nevyskytuje,
casto je vSak Zzadouci se mu co nejvice piiblizit (napf. rozloZenim zpeviujici faze v kompozitech).
Ma tedy smysl studovat i bodové miizky ¢i systémy jim blizké (Booksteinitv model a jim
generovana teselace).

Zejména v materidlové oblasti jsou konstruovany ristové modely teselaci, jejichz cely postupné
nukleované rostou, interaguji a posléze zcela vyplni prostor. Jejich jednotliva ristova stadia
(netiplné teselace) jsou vyuzitelnd i pro popis rdstovych stadii ve vSech typech materiald
(sférolitické domény v tenkych polymernich vrstvach — Huang aj., 1998). Siroce aplikovatelné
jsou i pro popis kovovych polykrystald. Vzhledem k 1uzké souvislosti teselaci se sférickou
kontaktni vzdalenosti jich lze vyuzit i ke zjednoduSeni modeli transportnich podminek
v kompozitnich materidlech. Napt. Pelikan aj. (1995a,b) nahrazuji ndhodné rozmisténi vldken
pravidelnou miizkou vhodné modifikovanych vlaken (viz téz Ponizil, 1997).

Dalsi vyuziti teselaci je v charakterizaci resp. klasifikaci redlnych bodovych systémt, napft.
referencnich bodli charakteristickych prvkad mikrostrukturnich obrazli potfizenych optickou ¢i
elektronovou mikroskopii, jako jsou profily ¢i projekce zpeviujicich disperznich ¢astic, disloka¢ni
leptové dulky, dulky na snimcich lomovych ploch atd. Vedle klasickych postupti prostorové
statistiky, jako je metoda ¢tvercli, a metod stochastické geometrie (Stoyan aj., 1995; Saxl aj.,
1995) poskytuje tato polygondlni metoda rovnéz spolehlivé a snadno interpretovatelné vysledky.
Pfi jejim pouziti je studovany bodovy systém nahrazen jim generovanou teselaci (obvykle
Voronoiovou) a na zaklad¢ jejich vlastnosti je provedena jeho klasifikace (viz napt. Besterci aj.,
1998).

Extrakce cel redlnych trojrozmérnych (3D) teselaci je velmi obtiZzna resp. vétSinou nemozna
apii jejich pozorovani jsme odkdzani na dvourozmérné (2D) fezy — profily. Vyhodou
pocitatovych simulaci je, Ze spolu s originalni 3D teselaci mohou byt konstruovany i jeji 2D a 1D
fezy, tj. teselace ji indukované v prostorech niz$i dimenze. Nalezené souvislosti mezi ptvodni
a indukovanymi teselacemi pak lze vyuzit jako modely pfi hledani charakteristik neznamé realné
3D struktury z experimentalné stanovenych dat v 2D a 1D strukturach ji indukovanych.

1.2 PREHLED USKUTECNENEHO VYZKUMU

Program studia Voronoiovych teselaci generovanych bodovymi procesy byl ve spolupraci

s Matematickym tstavem AV CR zahajen v roce 1994 a probihal v nasledujicich etapach:
A. V letech 1994-1996 byly vytvoteny zakladni pocitatové programy pro generaci ndhodnych
prostorovych (3D) bodovych procest, pro konstrukci 3D teselaci témito procesy generovanymi
(s pouzitim jednoduchého inkrementéalniho algoritmu - viz Ponizil, 1998) a kone¢né programy
pro konstrukci 1D a 2D teselaci indukovanych originalni 3D teselaci v rovinach a na pfimkach.



Poté byly ptipraveny programy pro méieni vlastnosti jednotlivych cel 3D i indukovanych 2D
a 1D teselaci a rozsdhle testovany pro Poissonovu-Voronoiovu teselaci, jejiz charakteristiky
lze odvodit teoreticky. Statistické zpracovani téchto udaji bylo provadéno pro tzv. simulace
sttedniho rozsahu, tj. s poftem cel fadové 10° (tohoto pottu je dosaZeno kombinaci
jednotlivych realizaci s pogtem cel kolem 10°, coZ se jevilo jako optimalni skladba).

B. Vlastni vyzkum byl zahijen na teselacich generovanych Neymanovymi-Scottovymi
shlukovymi poli, u nichZ byl pfedev§im zkouméan vliv prostorového uspoiadani boda ve shluku
a velikosti shluku. Prvni rozséahlejsi vysledky byly publikovany v praci Saxl a Ponizil (1997),
dalsi v letech nasledujicich.

C. V roce 1999 byla pozornost zaméfena na teselace vytvofené stochasticky porusenymi
miizkami (s ndhodn¢ posunutymi body) a na teselace generované bodovymi procesy s pevnym
jadrem. V roce 1999 byla v souvislosti s konferenci o stochastické geometrii v Calgary (Saxl
a Ponizil, 1999b) uvedena do provozu prvni verze Internetové databdze, ktera byla
v nasledujicich letech postupné dopliovana.

D. Velmi podnétna byla spoluprace s UMV SAV v Kosicich na problematice hodnoceni velikosti
primarniho austenitického zrna nizkolegovanych oceli po rtizném tepelném zpracovani. Bylo
zjisténo, ze disperze rozméri redlného primarniho zrna po nékterych tepelnych zpracovénich
vyrazné¢ pievySuje rozmérovou disperzi cel generovanych dosud zpracovanymi typy
shlukovych poli. Proto byl vypracovan novy model Bernoulliovych shlukovych poli, jimiz
generovana teselace ma rozmérovou disperzi prakticky neomezenou.

E. Do roku 2000 tak bylo ziskdno mimotadné Siroké spektrum teselaci a pfirozené¢ se nabidla
moznost pokusit se o jejich klasifikaci. Byla zaloZena na o¢ekdvanych hodnotach stiedni $itky
cely Ew a povrchu cely Es (pfi o¢ekdvaném jednotkovém objemu Ev=1), tj na veli¢inach
urcujicich zakladni vlastnosti obou teselaci indukovanych. Klasifikaénim nastrojem se stalo
grafické vyjadieni libovolné teselace jako bodu v kartézskych soufadnicich {Ew, Es} se tfemi
znaky — CV v, CV v’, CV v’ — charakterizujicimi disperzi obsahu pivodnich a indukovanych
cel. Toto zobrazeni teselaci jako znac¢eny rovinny bodovy proces bylo nazvano w - s diagram
(Saxl a Ponizil, 1997).

F. Rozsiteni databaze o fadu novych typi teselaci a jejich zndzoriiovani ve w - s diagramech si
vynutilo jeji kompletni pfestavbu, ktera byla provedena na sklonku roku 2002.

G. Po celou dobu rozvijeni tohoto programu byly jeho vysledky soustavné uplatiiovany pii feSeni
konkrétnich tloh. Velka pozornost byla soustavné vénovana problematice odhadu velikosti
zrna kovovych materidlt, jejiz feSeni probihalo systematickym porovndvanim postupti
doporucenych technickymi normami se ziskanymi vysledky, jejich interpretaci a kritikou
z hlediska stereologie, v neposledni fadé také aplikacemi na redlné materidly.

H. Dalsi aplikace zahrnovaly studium interkrystalického lomu, véetné interkrystalického
dutinového poruSovani za zvySenych teplot, popisu makrostruktury polymernich materialt
a metodické prace v oblasti stereologickych postupti pro odhad anizotropie vlaknovych 2d i 3D
procestl.

1.3 CHARAKTERISTIKY VORONOIOVYCH TESELACI

Formalni definice cely V; obycejné Voronoiovy teselace generované koneénym ¢i spocetnym
bodovym systémem P={x;,...,x,} d-rozmérmého eukleidovského prostoru, 2<n < oo, x; £x;, i #J ,
1<ij<nje
, proj# i},

kde ||x|| je eukleidovska norma. Sjednoceni vSech cel V; je obycejna Voronoiova teselace a P je

Kz&eRﬂ

x—x,.”SHx—xj

mnozina generatort. Takto definovand Voronoiova cela je uzaviend konvexni mnoZzina; jeji
vnitfek je definovan stejnou rovnici s ostrym znaménkem nerovnosti a obsahuje tedy ty body
prostoru, které jsou blize ke generatoru cely nez k libovolnému jinému generatoru.



Nejjednodussimi Voronoiovymi teselacemi jsou teselace pravidelné, jejichz vSechny cely jsou

translacné ekvivalentni (napf. teselace generované translaénimi bodovymi miizkami).

Prakticky dilezitym zptisobem generace Voronoiovy teselace z daného bodového systému je
tzv. ristovy model: ptedpokladejme, ze v ¢ase ¢+ = 0 zanou ze zarodkll x; rlst zrna konstantni
izotropni rychlosti v. Pti tom rdst zrna se lokalné zastavi v kazdém bodé, v némz se sousedni zrna
dotknou. Takto vznikla zrna opét vytvoii Voronoiovu teselaci; v pfipad€, Ze rychlost riistu neni
izotropni, jedna se o zobecnénou Voronoiovu teselaci.

Rustovy model lze zobecnit predpokladem, Ze okamzikem zacatku rdstu cel je Poissoniv
bodovy proces na kladné ¢asové poloose — teselace vznikla za platnosti dopliujici podminky, ze
zarodek obsazeny v néjakém jiz rostoucim zrnu rist nezacne, se nazyva homogenni Johnsoniiv-
Mehltiv model (Moller, 1992, 1995). Jeji nehomogenni variantu dostaneme, kdyz rychlost
nukleace je n¢jakou funkei (rozumi se klesajici) ¢asu.

Informace obsazend v teselaci je velmi bohatd, i kdyz tada jejich charakteristik spolu souvisi.
Slozky hranice cel se podle své dimenze s = 0,..., d nazyvaji s-fasety, (napt. O-faseta je vrchol, 1-
faseta je hrana a d-faseta je cela samotnd). Kdyz prinik dvou sousednich s-faset je s’- faseta
dimenze s '< s, nazyva se feselace reguldrni. Jestlize kazda s-faseta je spole¢na (d-s+1) celam, je
teselace normalni. V normalni trojrozmérné teselaci se ve vrcholu setkavaji Ctyti cely, v hrané tfi
cely a ve sténé cely dvé.

Studované teselace jsou vesmés konvexni, tj. jsou tvoieny konvexnimi polytopy (Usecky,
mnohouhelniky, mnohostény...) omezenymi vySe zavedenymi s-fasetami. Ty jsou uzavienymi
ndhodnymi mnoZinami, jejichz distribuce P(e;) danou teselaci plné charakterizuji. Rada
charakteristik mezi sebou navzajem souvisi, a to bud’ piimo nebo mezi nimi existuje vysoka
korelace. Zna¢ny prakticky vyznam mé vySe zminénd nekonvexni teselace - Johnsontv-Mehliv
model, pfedevS§im pro jeji vyznam pro popis rustu krystali a také s ohledem na piedpoklady
zaclenéné v norméch pro hodnoceni velikosti zrna (viz Horalek, 1990).

Pro regularni normdlni teselace se ustalil soubor charakteristik popisujicich vlastnosti
jednotlivych cel (Lorz a Hahn, 1993; Okabe aj., 1992); lze je rozdélit do tii skupin:

1) rozmérové — objem v, povrch s, obvod (celkova délka hran) p, stiedni Sitka (stfedni Feretiv
pramér) w v 3D; plocha v’ a obvod s’ (2D stfedni §itka w’ = s’/n pro vSechny konvexni
obrazce); délka v’’ v 1D (obsah hranice s =2 - pocet koncovych bodu usecky). Zde i jinde
pouzivame konvenci podle niZ jsou analogické veli¢iny charakterizujici fasety, tj. ty pro néz
k=d-s je stejné, znaCeny stejnym jadrovym pismenem — napi. v oznacuje vzdy obsah cely.
Pocet carek rovny 3-d, 1<d<3 charakterizuje dimenzi prostoru teselace. Podle dimenze s-faset,
ke kterym se vztahuji, jsou homogennimi funkcemi stupné —s/d métitkovych charakteristik,
napiiklad intenzity generujiciho procesu A. S ohledem na jejich homogenitu jsou proto jejich
rozmérové charakteristiky obvykle uvadény pro jednotkovou intenzitu A generujiciho procesu
anebo, coZ je totéz, pro stfedni objem Ev=1. Rozmérovym charakteristikam simulovanych
teselaci je vénovana vétSina vyse citovanych praci a jsou zachyceny v Internetové databazi.

2) tvarové — pocty vrchol, hran, ..., stén. U 3D regularnich normalnich teselaci se obvykle uvadi
pouze pocet stén ny, protoZe pocet vrcholl n, = 2(nf —2) a pocet hran n, = 3(nf —2). V 2D
teselacich je n, =n/ a samoziejmé& n! =2 v 1D. Dalsi charakteristiky jsou diedralni uhly, a to
ndhodny diedrélni uhel 6 (v kazdé cele, resp. typické cele - Stoyan aj., (1995) - zvolime
rovnomérné ndhodné jeden uhel) a primérny diedralni thel cely ®. Stfedni hodnoty EO, E®
jsou velmi blizké hodnoté 27/3, jejich distribuce vSak mohou byt zcela rozdilné. V 2D
teselacich je 6° ndhodny uhel sevieny hranami (opét v kazdé cele volime rovnomérné nahodné

jeden uhel). Konecné do této skupiny patii izoperimetrické tvarové faktory (Lorz a Hahn,
1993)
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Tvarové faktory dosahuji maximalni hodnoty 1 pro kouli a kruh a klesaji k nule pro tenké
desky 1 dlouhé tyCinky. Rovnéz tvarové charakteristiky simulovanych teselaci jsou
zaznamenany v Internetové databazi a specidlné jim jsou vénovany prace Saxl a Ponizil
(1998c¢, 2000c¢).

ostatni charakteristiky — k nim patii zejména podminéné stfedni hodnoty typu E(e[n~=N),
pravdépodobnosti P(n~=N) atd. Velka pozornost byla vénovéana charakteristikam sousedstvi,
jez byly ptivodné empiricky ovéteny pro n€které piirodni ndhodné rovinné teselace. Podle
Lewisova zdkona (Lewis, 1928, 1943) jsou stfedni plochy cel s danym pocétem hran umérné
tomuto poctu a jeho 3D verze je E(vjn=N) o«c N. Zdkon Aboaviv-Weaireuv (Aboav, 1970,
Weaire, 1974) vyjadiuje poznatek, ze ¢im ma cela vétsi pocet stén, tim nizs§i pocet st€én maji
v pruméru jeji sousedé: my o 1/N, kde my je stfedni pocet stén (v 2D hran) polytopt
sousedicich s polytopem majicim N stén (hran). Podrobnou analyzu téchto zadkoni podal Chiu
(1994, 1995); v ni dokézal zdkon Aboaviv-Weaireiv a dospél k zavéru, ze Lewisiv zakon
nema Zzadny teoreticky podklad. Neplatnost Lewisova zakona pro studované teselace je
dokumentovana v Saxl a Ponizil (1998c¢).




2 INTERNETO\{A DATABAZE’ PROS’l:QROV\:(CH AJIMI
INDUKOVANYCH ROVINNYCH A CAROVYCH TESELACI

2.1 POPIS DATABAZE

Na adrese http://fyzika.ft.utb.cz/voronoi/base/form.php je na Internetu piistupna databaze vysledkii
pocitacovych simulaci. Pro vice nez 1000 prostorovych teselaci generovanych rliznymi bodovymi
procesy bylo spoéitano celkem 9 charakteristik vyb&rového souboru cel (zpravidla 10° cel z 1000
nezavislych realizaci obsahujicich vzdy piiblizné 1000 cel) a dale pak 6 charakteristik cel teselaci
indukovanych v izotropnich rovnomérné ndhodnych (IRN) rovindch a na IRN piimkach. Pro
kazdou charakteristiku Y byl do databaze ulozen pocet cel, pocet realizaci, minimalni a maximalni
hodnota Y ve vybérovém souboru, jeji stfedni hodnota EY, variance var Y a déle jeji 3. i 4.
centralni moment. Navic byly uloZeny hodnoty kvantild ¢g.(Y), o = 0,0001; 0,001; 0,01; 0,05; 0,10;
0,15, ..., 0,85; 0,90; 0.95; 0,99; 0,999 a 0,9999. Internetova databaze nabizi moZnost zvolit
parametry bodového procesu generujiciho teselaci a zobrazit sledovanou charakteristiku
vybranych teselaci. Vybér bodovych procest se provadi v interaktivnim formulafi, nabizejicim
parametry odpovidajici typu zvoleného bodového procesu (obr. 1). Lze zobrazit jak tabulku
momentd, tak i tabulku kvantili doplnénou grafem zobrazujicim bud’ distribu¢ni funkci nebo
funkei hustoty pravdépodobnosti podle volby uzivatele. Do grafi je mozné ptidavat ptip. z nich
ubirat kiivky odpovidajici jednotlivym teselacim. Pro zvolené parametry teselaci je také mozné
sestrojit w - s diagram zobrazujici polohu jednotlivych teselaci v roviné w - s.

R
Soubor  Oprawy Zobrazit  Oblbené  MNastroje  MNapovéda
wzpst + = - (D[] 4| QHedat [ejoblben: Pmeda (4| B S A -

Adresa I"—ej httpef fFyzika. ft.utb, czfvoronoifbase form. php?type=1 j > Fiiiit ‘ Odkazy >

-

Form for selection of characteristics in tessellations of required tvpe

Type of generating point process: |Displaced pomt lathice: any point 15 given an mdependent shuft the distribution

|Displaced pointlatices = of which is }(0,Z%), E2=4%1, where [ is the unit matriz and & is the standard
deviation of the shift distribution i the units of the nearest neighbour distance
Epo ("shift size™).

|clmrz1cte-risﬁf: || mean breadth (30) =]

|1mi11t process of germs: | |mc:nc:c:|inic:|attic:e j

|sl|.ift size: | |D.DDEj

shape factor:

(for monoclnic lattices only) ;lll i
| Show mask I Show moments | Show qug 1.1 Show we-s diagram | Reset |
ne B
5.0
100
=
|®j e ,_|_|_|a Internet Y

Obr. 1: Priklad vybéru parametrii teselace z formuldre Internetové databdze.
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2.2 PREHLED GENERUJICICH BODOVYCH PROCESU

Bylo pouzito né€kolik typd generujicich bodovych procest, které umoznily dosahnout co
Poissontiv bodovy proces (PBP), z n&€jz jsou dalsi procesy odvozovany ztencovanim (thinning)
a implantaci bodovych shlukti. V nékterych pfipadech byla vychozim procesem transla¢ni bodova
miizka, na kterou byla aplikovana operace nezavislého ndhodného posunuti jejich bodl (posunutd
mrizka, oscilujici miizka resp. Booksteinitv model na mriZce jsou ekvivalentni terminy). Dalsi
moznou operaci na bodové miizce byla opét implantace bodovych shluki. Specidlnim typem
bodovych systémi jsou Gibbsovy procesy, u nichZ je pfedepsan typ bodové interakce, a procesy
generované postupnym piidavanim bodi podle zvoleného pravidla. Obecnou citaci je Stoyan
a Stoyan (1994) a Stoyan aj. (1995), specialni citace jsou uvedeny nize u jednotlivych typu.

2.2.1  Procesy s pevnym jadrem a Gibbsovy bodové procesy

Matérnovy procesy jsou generovany z PBP zavislym ztencovanim: v Matérnové procesu I je
odstranéna kazda dvojice bodl vychoziho PBP, jejichz vzdalenost je mensi nez velikost pevného
jadra D, v Matérnové procesu Il je kazdému bodu vychoziho PBP x nezavisle rovnomérné
z intervalu [0,1] pfifazen znak m(x)— ,,¢as vzniku®; bod x neni odstranén pouze kdyz vSechny body
v lezici ve vzdalenosti mensi nez D jsou ,,mlad$i®, t.j. m(y)>m(x).

V procesu prostého postupného zamitani jsou body postupné generovany ve zvolené oblasti
a pfijaty jsou pouze ty, jejichz vzdalenost od vSech diive piijatych bodd neni mensi nez D.

Pro procesy s pevnym jadrem je jedinym parametrem bezrozmérna veli¢ina & = A**D, kde A je
intenzita vysledného bodového procesu nebo ekvivalentné zaplnéni (objemovy podil) f = 15°/6
koulemi o poloméru 9.

Kone¢né Straussiv proces je specidlni ptipad Gibbsova bodového procesu s parovym
potencidlem 0(r)=-In(y) pro 0 <r < R a 6(0) = o, 6(r) = 0 pro » > R.. Parametr odpuzovani 0 <y <1
a polomér interakce R je normalizovan na jednotkovou intenzitu procesu (podrobnéji viz Bodlak
aj., 2000, Saxl a Ponizil, 1999a).

2.2.2  Translac¢ni a posunuté mrizky

Kazdému bodu translaéni bodové miizky je pfifazeno posunuti s distribuci N(0.5%), =% = d’l,
kde I je jednotkovd matice a a je smérodatnd odchylka distribuce posunuti v jednotkach
vzdalenosti k nejbliz§im sousedim Ep v piivodni mfizce. Parametry jsou typ miizky, uspotfadani
bodt, ¢, a. Podrobnéji viz Saxl a Ponizil (1999a), Ponizil a Saxl (1999). Pouzity byly nasledujici
typy bodovych miizek: kubicka prosta (protocely jsou krychle), kubicka prostorové centrovand
(protocely jsou pravidelné ctrnactistény), kubickda plosné centrovand (protocely jsou pravidelné
rombické dvanactistény) a monoklinickd prosta s uhlem v zakladné o =m/3 (protocely jsou
pravidelné estiboké hranoly se zakladnou o strané a” a vyice ¢ , g =c /a).

2.2.3  Shlukova bodova pole

V databézi jsou pouzity tfi jednoduché typy shlukovych bodovych poli. Vychozi model je
Bernoulliovo shlukové pole: do bodl rodi¢ovského procesu jsou s pravdépodobnosti 0 <p <1
implantovany kone¢né omezené bodové shluky kardinality N, Jeho specialni ptipady jsou
Neymanovo-Scottovo shlukové pole: p=1, rodiCovsky proces je Poissontiv bodovy proces,
Neymanovo-Scottovo mrizkové shlukové pole: rodicovsky proces je translaéni bodova miizka.
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Parametry procesu jsou tedy typ a velikost ¢ (c;) shluku, distribuce Nz stiedni kardinalita
shluku N=EN; a pravdépodobnost vlozeni p.

Implantovany byly nasledujici typy shluka lisici se prostorovym rozlozenim bodt: globuldrni
(body jsou rozmistény nezéavisle rovhomérné ndhodné v kouli zvoleného priméru D), sférické
(body jsou rozmistény nezavisle rovnomérné nahodné na sféfe zvolené¢ho priméru D), pravidelné
(dvojice bodl ve vzdalenosti D, vrcholy ¢tverce s uhloptickou D, vrcholy krychle, pravidelného
dvacetisténu a pentagonalniho dvanéctisténu s opsanou sférou zvoleného priméru D). Primér D je
normovan vzdalenosti nejblizsich sousedli rodi¢ovského procesu p,,, takZe normovany rozmér
shluku je ¢=D/pu» a pro procesy na bodovych miizkach znacen c¢;. Podrobnéji o shlukovych
polich viz Rataj a Saxl (1997), Saxl a Ponizil (2002a).

Krom¢ téchto shlukovych poli byl jako generujici proces teselace sledovan Bernoulliiiv
kombinovany bodovy proces, u n&jZ je nejprve vytvotfena teselace generovana rodicovskym
procesem intenzity A, s celami C,,.. Poté jsou nezavisle generovany realizace procesti dcer ®p,
intenzity A,>>M\,q a ty jsou implantovany s pravdépodobnosti 0 < p <1 do cel C,,, rodi¢ovského
procesu; generator rodiCovského procesu neni odstranén pouze v pifipadé, Ze se vloZeni
neuskutecni. Vysledkem je smés nezéavislych priniktt (D,,); N(Cper)i @ neodstranénych bodi
rodi¢ovského procesu. Pro tento bodovy proces jsou parametry typy rodi¢ovského a vlozeného
procesu, pomer A,/ A, a pravdépodobnost vlozeni p.

2.3 HLAVNI CHARAKTERISTIKY GENEROVANYCH TESELACI

Jednotkova Poissonova-Voronoiova teselace (PVT) je zakladnim typem teselace s teoreticky
odvoditelnymi rozmérovymi charakteristikami Ew=1.458 a Es=5.821 s pomérné rovnoosymi
celami a objemovou disperzi popsanou koeficientem variace CV v = 0.423. Ostatni typy teselaci je
vhodné popisovat srovnanim s PVT. Procesy s pevnym jadrem vznikaji postupnym uspoiadavanim
Poissonova bodového procesu a v disledku toho postupné mizeji hodné velké i hodné malé cely
PVT: rozmérové charakteristiky se proto méni malo, koeficient variace vSak vyrazné klesa.
Teselace generované translaénimi a posunutymi miizkami s rostouci smérodatnou odchylkou
posunuti a predstavuji piipad opacny. Pti a=0 jsou jejich cely transla¢né ekvivalentni s riznymi
konstantnimi hodnotami w a s (mdlo odliSnymi od PVT u mtizek kubického typu a neomezené
rostoucimi hodnotami u monoklinickych mfizek s extrémnimi hodnotami ¢, které generuji
protocely ve tvaru dlouhych ty¢i a tenkych rozmérnych desek) a nulovou disperzi. S rostouci
hodnotou smérodatné odchylky a se objevuji malé i velké cely, w a s jsou ndhodné veliciny
a jejich disperze i objemova dispeze cel rostou: isoedralni teselace postupné piechazi v PVT.

Tab. 1 Mezni hodnoty vybranych charakteristik simulovanych teselaci

generujici proces Ew Es CVy Cvy’ CVy”
procesy s pevnym jadrem 1.40 - 1.46]15.58 - 5.82(0.14 - 0.42|0.58 - 0.69| ? - 0.58
posunuté bodové miizky 1.34-1.99|531-9.89] 0-0.42 |0.53-0.69|0.56 - 0.80
Neymanova-Scottova shlukova pole[0.56-2.13|3.33-7.05| 1.1-4.5 |1.1-1.55]0.78-1.5
N=1-999

Bernouliova shlukova pole 03-1.15| 1.8-45 [3.0-17.0| 1.7-43 | 09-1.5
Bernouliova kombinovana bodova|1.25-1.06|5.03 - 4.25|1.56-2.94|1.23 - 1.78|0.73 - 0.89
pole

Tu¢na kursiva oznacuje hodnoty odpovidajici PVT.

Procesy s pevnym jadrem muZzeme chapat jako proces uspotradavani Poissonova bodového
procesu, naopak ve shlukovych procesech dochéazi ke ztrat¢ jeho lokdlni homogenity. Pti
neomezeném poloméru shluku je shlukovy proces shodny s Poissonovym bodovym procesem.
Jakmile tento polomér zacne klesat, odpovidajici poéty bodi Nz se lokaln¢ shlukuji v postupné se
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zmenSujicich oblastech a zbyvajici prostor se vyprazdiuje. Pfitom s rostouci hodnotou N v
podstaté neomezené klesaji hodnoty Ew, Es (i kdyz stfedni objem Ev=1 zlstava zachovan) a jejich
disperze stejné jako disperze objemu cel rostou.

Neymanova-Scottova shlukova pole na pravidelné bodové miizce se od stejnych poli na PVT
lisi pfedevsim vyrazné niz§imi hodnotami vSech koeficientli variace a pon¢kud vyssimi hodnotami
rozmé&rovych charakteristik. Oba tyto jevy jsou duisledkem shodnosti cel ptivodniho rodi¢ovského
procesu a jejich pravidelnéjsiho déleni celami dcefinymi (stied shluku je vzdy uprostied
rodic¢ovské cely).

1
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Obr. 2: Krivky popisujici ve w - s diagramu teselace generované Bernoulliovymi sférickymi
shlukovymi poli (N=30, 70, 99, 200, ¢c=0.01) — BePS, globularnimi shlukovymi poli (N=30),
70, 200, 500, 999, ¢=0.01) — BePG; sférickymi Neymanovymi-Scottovymi shlukovymi poli -
PS; globuldrnimi Neymanovymi-Scottovymi shlukovymi poli - PG, Johnsoniv-Mehliv
model — JM. Bod oznaceny PVT odpovida Poissonové-Voronoiové teselaci.

Teselace generované Bernoulliovymi shlukovymi poli pfi nizkych hodnotach priméru shluki
kombinuji mirn¢ zménéné cely generované Neymanovym-Scottovym shlukovym polem a jistym
rodi¢ovskym procesem s opét jen mirn¢ zménénymi celami tohoto rodicovského procesu.
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7 unimodalni teselace generované shluky sférickymi tak vznika teselace bimodalni, z bimodalni
teselace globularniho shluku teselace trimodalni. Pfiblizna teorie (Saxl a Ponizil, 2002a) vychazi
ztéto predstavy a byla s dobrym vysledkem potvrzena simulacemi. Teselace generované
Bernoulliovymi kombinovanymi bodovymi poli spojuji ¢ast ptivodni cely rodi¢ovského procesu
sjeho celami fragmentovanymi bodovym procesem podstatné vétsi intenzity. I u nich lze
dosdhnout pomérné vysokych hodnot koeficientd variace, i kdyz nemaji tak vyrazny shlukovy
(velikosti shluku v rozmezi 0.005 < ¢ <0 0.05).

Popsané vlastnosti teselaci generovanych shlukovymi poli 1ze dobfe demonstrovat na w-s
diagramu (obr. 2). Teselace generované Neymanovymi-Scottovymi shlukovymi poli s pevnou
hodnotou velikosti shluku ¢ lezi pfiblizné na diagonéle w - s diagramu. Teselace sférickych shluk
jsou v jeji horni ¢asti, vy$$i hodnoty Ew, Es odpovidaji nerovnoosym celam. Teselace
globularnich shlukii lezi v jeji dolni ¢asti (niz§i hodnoty Ew, Es). Kiivky spojujici jednotlivé
teselace jsou parametrizovany hodnotou N7 a schazeji se v bodé N, =1.
protoZe pfistupuje dalsi parametr - pravdépodobnost implantace p. Teselace odpovidajici shlukiim
stejného typu a zvolené hodnot¢ N i1 ¢ lezi na kiivkach parametrizovanych hodnotou
pravdépodobnosti vlozeni p. Pro v§echny hodnoty N zacinaji v bodé p=1 popisujicim odpovidajici
Neymanovu-Scottovu teselaci se stejnym N a spole¢né (bez ohledu na hodnotu N a typ shluku)
kon¢i v jediném bodé p=0 popisujicim rodicovsky proces (pokud je stejny K#ivky charakterizujici
globularni Bernoulliovy teselace ve w - s diagramu se samy protinaji a vypliuji klinovitou ¢ast
shora omezenou kiivkou teselaci Neymanovych-Scottovych (proménné N pii pevném ¢, p=1)
azdola alesponn z€asti Johnsonovym-Mehlovym modelem. Kiivky sférickych Bernoulliovych
teselaci zapliuji pravou ¢ast diagramu s vyS$Simi hodnotami Ew, coz odpovidd pievazné
nerovnoosému (klinovitému) tvaru cel.
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3 PREHLED ZISKANYCH POZNATKU

Uplny piehled ziskanych poznatki obsahuje 14 praci tvoricich soudast piedlozené habilitaéni
prace; jejich rozsitené anotace jsou zde piiloZzeny ve 4. kapitole. Nasledujici piehled je uspotadan
tématicky.

3.1 ZAKLADNI VLASTNOSTI A KLASIFIKACE TESELACI
3.1.1  Teselace generované Nemanovymi-Scottovymi shlukovymi poli

Podstatny rozdil mezi shluky sférickymi (v€etné pravidelnych, které jsou jejich specidlnim
pfipadem) a globularnimi spoc¢iva v prostorovém rozloZeni bodt shluku. Prvni z nich zachovavaji
unimodalitu rozdéleni rozmérovych vlastnosti cel rodicovského procesu a zvySovani stfedni
kardinality shluki N se projevi predev§im zménou tvaru cel - od rovnoosého (PVT)
k pfevazujicimu dvouosému (tenké vrstvy, kliny) a jednoosému (tyCinky), coz se projevi
bimodalitou tvarového faktoru £ Rozriznéni cel pfi ndhodné poloze jejich generatorti na sféte je
nejveétsi pii nizkych hodnotadch N a poté pii hodnotach vysokych; proto rozmérové charakteristiky
Es, Ew a také koeficienty variace rozmérovych charakteristik maji maximum pfi nizkych
hodnotach N, poté jsou témef konstantni a mirn¢ vzrustaji pii N>20. V teselacich generovanych
shluky globularnimi se po¢inaje N=5 stava urcujicim faktorem piitomnost malych - tzv. vnitinich -
cel v okoli stiedu shluku (viz obr. 3, zachycujici ¢ast dvourozmérné teselace generované
kruhovymi shluky). Ta je pfi¢inou rostouci bimodality rozmérovych charakteristik cel, a protoze
jejich &iselny podil ¥ malych cel neustéle roste (pti N=999 dosahuje 0.8), sttedni hodnoty Es, Ew
klesaji a koeficienty variace rostou. Vnitini cely pfedstavuji implantat malé oblasti PVT s vysokou
intenzitou A do stfedu sférického shluku s kardinalitou (1-x)N, Piiblizné vztahy popisujici
zavislost rozmérovych charakteristik na stfedni kardinalité¢ N a podilu k byly publikovany v sérii
praci z roku 1998 (Saxl a Ponizil, 1998a,b,c). S rostouci velikosti shluku shlukové procesy
konverguji k ndhodnému vzajemné nezavislému rozloZzeni bodi, tj. k Poissonovu bodovému
procesu a jimi generovana teselace se blizi PVT.

Obr. 3: Vyrez z 2D teselace generované globularnimi shluky (N = 30) implantovanymi do bodii
Ctvercové mrizky a detail jedné puvodni cely rozdélené celami bodii implantovaného
(vloZeného) shluku s rozliSenymi vnitinimi (vybarvenymi) a vnéjsimi celami.

3.1.2  Teselace generované aplné nebo ¢astecné usporadanymi bodovymi procesy

Tyto teselace predstavuji ve srovnani s PVT piipad opacny, nez teselace generované procesy
shlukovymi. Vyznacuji se nizkou disperzi rozmérovych i tvarovych vlastnosti cel. Jako zaklad
byly vybrany bodové procesy s pseudopevnym jadrem, tj. stochasticky porusené translacni bodové
miizky (jejich body jsou nezavisle nahodné posunuty se stiedni hodnotou posunuti rovnou nule).
Zvolené typy - ti1 miizky kubické a jedna monoklinicka - pokryvaji zhruba celou oblast zdkladnich
krystalografickych struktur, tj. od teselaci extrémnich objemové (kubickd plosn€ centrovana)
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a povrchové (kubickd prostorové centrovand) k volnym uspoifddanim teselaci krychlovych
a prizmatickych hexagonalnich (s meznimi pfipady tenkych desek a dlouhych tyc¢i). S rostouci
smérodatnou odchylkou a ndhodnych posunuti vSechny tyto bodové systémy piechdzeji v PBP,
teselace jimi vytvoiené v PVT, a reprezentuji tak proces rozuspordddni pravidelnych struktur.
Soubézné byly sledovany i procesy opaéného typu, tj. uspordaddavani systémi ndhodnych: klasické
Matérnovy procesy s pevnym jadrem, proces postupného zamitani a kone¢né i jeden z procesi
Gibbsovych se zadanym jednoduchym parovym potencidlem (Straussiv proces). Vysledkem
tohoto paralelniho sledovani jsou nasledujici poznatky: Pocate¢ni stadium uspotfaddavani i kone¢né
stadium rozuspotradani systému extremalniho typu jsou z hlediska teselaci velmi blizké a prakticky
obtizné rozlisitelné. Tato podobnost pfetrvava i ve stfednim stadiu téchto procesu - tj. u zaplnéni
mensich nez 0.3 (vys$si nebyla sledovana). U teselaci generovanych ostatnimi posunutymi
miizkami je stfedni i zavérecné stadium rozuspotradani komplexni a predevSim u krychlové
teselace vyrazné¢ nemonotonni. Podrobné vysledky vztahujici se k této problematice jsou shrnuty
v pracich Ponizil. a Sax] (1996, 1999), Saxl a Ponizil, (1999a,b) a Bodlak aj. (2000).

3.1.3  Teselace generované Bernoulliovymi shlukovymi poli

Model téchto teselaci byl inspirovan piechodovymi stavy primarniho austenitického zrna
nizkolegovanych oceli s velkou rozmérovou disperzi cel. Zasadni rozdil mezi globularnimi
a sférickymi shluky zde pretrvava. Teselace globularnich poli jsou vétSinou trimodalni. Pfi
dostateéné vysoké kardinalité¢ shluku jsou pocetné pievladajici slozkou s nizkym objemovym
podilem malé rovnoos¢ vnitini cely, pocetné zanedbatelnou slozkou s vysokym objemovym
podilem rovnoosé cely rodicovského procesu a zbytek tvori vnéjsi cely, jejichz podily objemovy
a ¢iselny jsou proménlivé, nikdy vsSak zanedbatelné. Rozmérova disperze cel generovanych
Bernoulliovymi shlukovymi poli je prakticky neomezena (Saxl a Ponizil, 2000a, 2002a). Soubor
modelu byl jesté rozsifen i o tzv. smiSené Bernoulliovy teselace, v nichz do cel pfedem vytvoiené
pomocné teselace jsou se zadanou pravdépodobnosti nezavisle implantovany rtzné bodové
procesy a teprve tento smiSeny bodovy proces generuje vyslednou teselaci.

3.1.4 Indukované teselace

Predstavu o celém spektru teselaci zahrnutych v databazi alespon ¢astecné ilustruje obr. 4,
ukazujici 2D fezy jejich nejdulezitéjsimi typy. Cely jsou rovinou fezu vybirany
s pravdépodobnosti umérnou jejich stfedni Sifce w a intenzita indukované teselace je A'=AEw. To
znamend, 7e ¢im je hodnota Ew niz$i pfi konstantni intenzit€¢ vychozi 3D teselace, tim méné
profilil se v fezu objevi a profily malych cel se vyskytuji méné casto nez odpovida jejich
relativnimu zastoupeni. Skute¢na variabilita 3D teselace je tedy mnohem vys$si nez fezy zachycuji.
Vyjimkou jsou ovSem teselace miizkové, u nichz 3D cely jsou transla¢né invariantni, ale jejich

profily jsou variabilni v zavislosti na vzajemné poloze roviny fezu a cely.

16



[N .ﬁ

, P e
N e b ; ._ e

..—\

¢) Poissonova-Voronoiova teselace, d) teselace generovana kombinovanym

0.05,
Bernoulliovym  bodovym  polem;  Nw/Apar

dvandctistény, b) tdz teselace po 3D normdlnim N(0, a’l) posunuti bodii k.pl.c. mrizky;

Obr. 4: Ukdzky 2D vezui jednotkovou krychli s 3D teselacemi a) teselace rombickymi
a

teselace generovand

0.5, f) teselace generovand

0.1, e

30 a c

30, p=

~0.05, p=0.5.

=200 a c

Neymanovymi-Scottovymi sférickymi shluky ; N
Bernoulliovym globuldrnim shlukovym polem; N

17



3.1.5 Klasifikace teselaci

Sife a rozmanitost prostudovanych teselaci vybizi k pokusu o jejich soubornou klasifikaci. Téch
bylo bylo v minulosti jiz n€kolik, napf. Hermann aj. (1989) a Saxl a Kohutek (1997) na zakladé
parametrického piistupu k rozlozeni plochy cel, Lorz (1990) s vyuzitim hodnot koeficientu variace
plochy cel resp. vztahu mezi kvantily g, a g1. pro 2D fezy 3D teselaci,. Saxl a Ponizil (1999b) na
zavislosti rozmérovych a tvarovych charakteristik na koeficientu variace obsahu cel. Z davodi
rozebranych v praci nebzl Zadny z téchto pfistupti pln€ uspésny. Zcela novy piistup byl zvolen
u jiz zminéného w - s diagramu. Ten je zaloZen pravé na téch vlastnostech teselace, které urcuji
intenzity teselaci indukovanych a hodnoty vSech tii koeficientli variace obsahu cel (tj. ptivodni 3D
i obou indukovanych) teselaci jsou znaky bodu klasifikujiciho jednotkovou teselaci v roving {Ew,
Es}. Soubor teselaci generovanych bodovymi poli stejného typu @(t,u,...) s parametry fu,... je
reprezentovan parametrickymi kiivkami {Ewy, (t), Es; (t)}, kde ¢ je vybrany proménny
parametr (napf. stiedni kardinalita shluku N) a zbyvajici parametry (napf. rozmér shluku ¢) jsou
konstantni. Tato reprezentace teselaci byla postupné rozvijena a dopliovéana (Ponizil a Saxl, 2000;
Saxl a Ponizil, 2001, 2002b,c¢).

3.2 PREHLED REALIZOVANYCH APLIKACI
3.2.1 Odhad velikosti zrna polykrystalu

wvewvr

materidli. Zékladnim nedostatkem postupli predepsanych normami je pfedpoklad ekvivalence
linearni Heynovy (intenzita 1D indukované teselace A '’) a plosné Jeffriesovy metody (intenzita 2D
indukované teselace A’), coZz je podrobné rozebrano a také demonstrovano na simulovanych
teselacich i na realnych strukturach. Tento pfedpoklad je vyjadien vztahem A '=c¢(L"")* s konstantni
hodnotou ¢=0.7937. Ve skutecnosti je vSak ¢ funkci typu teselace a pro simulované teselace
nabyva hodnot v rozmezi 0.5 az 1.5. Chybny je také ptedpoklad konstantni relace mezi intenzitami
A a A’ resp. A, konkrétng A=c’(L")** a A=c¢’’ (1"’)’. Konstanty ¢’ a ¢’’ jsou viak opét funkce
dané teselace: ¢’=1"* (Ew)** a ¢"=1? (Es/4)” (v norm& ASTM E 112 jsou pro ¢’ a c”’
ptedpokladany hodnoty 0.8 a 0.57). Pfitom ¢’ nabyva meznich hodnot 0.2 az 0.5 a ¢’ hodnot 0.02
az 10. Rozdil mezi odhadem a skute¢nosti tedy miize byt zna¢ny. V fad¢ praci (Saxl a Ponizil,
1997, 2001, Ponizil aj., 1998, Ponizil a Saxl, 2000, Saxl aj., 2000, 2001) bylo provedeno
systematické porovnani postupti doporuc¢enych technickymi normami, provedena jejich kritika z
hlediska stereologie a navrzeny korekce pomoci vysledki ziskanych pocitacovymi simulacemi.
Doporuceny postup byl pak aplikovan na realné materidly véetné jiz zminénych nizkolegovanych
oceli (Velgosova aj., 2001, 2002, Sev¢ik aj., 2002).

3.2.2  ZakKonitosti Sifeni a hodnoceni interkrystalického lomu

Trojrozmérné teselace byly pouzity i pro studium procesu interkrystalického lomu. Vyvinuté
simulaéni procedury umoziiuji realizaci fyzikalniho modelu $ifeni interkrystalické trhliny (Sandera
aj., 1996; Sandera aj., 1997), pii¢emZ podavaji lokalni informaci o vybéru faset pii postupu
trhliny, o vyvoji profilu a o vlivu struktury zrna na tyto procesy. Jejich dalsi piinos je
metodologicky, nebot umoznuje testovani vesmés empirickych relaci mezi charakteristikami
lomové plochy a lomovych ¢ar (drsnostmi apod.). Detailngjsi studie lomu jsou v Ponizil (1999)
av Saxl aj. (2000), Pokluda aj. (2000) a Ponizil a Saxl (2001). Simulovano bylo také
interkrystalické dutinové porusSovani za zvysenych teplot (Saxl aj., 2003).
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3.2.3  Kinetika rustu polykrystalu

Ristové modely teselaci, konkrétné obecny model Johnsontv-Mehliv, umoziuji popsat
kinetiku rustu polymert. Byla studovana jednak krystalizace polypropylénu v tenké vrstvé
(Cermak a Ponizil, 2000), jednak 3D sféroliticka struktura polypropylénu rekonstruovana ze série
tenkych rovinnych feza (Spacil aj., 2002).

3.2.4  Stereologické metody odhadu anizotropie

vvvvvv

metodika jest€¢ neni dostateéné zvladnuta. Specidlnim piipadem takovych procest jsou procesy
hran cel 3D i 2D teselaci mohou proto byt vyuzity k testovani méticich i vypocetnich ostupii. Pro
feSeni této problematiky byly pfipraveny specialni programy vyuzivajici 3D polyedralnich sond
rizného typu. Prvni vysledky publikovany v Hlawiczkova aj. (2001), Saxl aj. (2002) a Benes
a Saxl (2003).

3.2.5 Klasifikace generujiciho bodového procesu

Charakteristiky teselace souvisi s charakteristikami generujictho bodového procesu a proto
mohou byt vyuzity k jeho klasifikaci. V soucasné dob¢ probihaji pokusy s vyuzitim teselaci pro
popis rozlozeni plniva v polymerni matrici (Trefilkova aj., 2003) a v biologické oblasti k nalezeni
prostorovych i ¢asovych zékonitosti rozloZzeni mraveni$t riznych druhi mravencti na horské
louce. Protoze pomoci teselace lze dobife definovat sousedstvi bodid bodového procesu, byly
teselace vyuzity 1 k testovani hypotéz o interakci mravenist’ (Ponizil aj., 2003).

Uvedené aplikace zdaleka nevystihuji vyuzitelnost Internetové databdze. SpiSe vypovidaji
o ¢asovych moznostech a osobnich zdjmech ¢lend kolektivu, ktery se na jeji tvorbé podilel.
Rozpracovany jsou dal$i aplikace v oblasti nuklearni biologie a ekosystémil. Naléhaveé se rysuje
potieba ekvivalentni databaze 2D procesti a analogického navrhu jejich klasifikace.
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4 PREHLED PRACI TVORICICH ZAKLAD HABILITACNI PRACE

Saxl I, PoniZil P.
3D Voronoi Tessellations of Cluster Fields.
Acta Stereologica 17 (1998), 237-246.

Je zkoumana zavislost charakteristik 3D Voronoiovy teselace generované bodovym shlukovym
polem i rovinné teselace ji indukované na parametrech shlukového pole. Primarnim parametrem je
velikost shluku. Pokud je zna¢né vyssi nez stfedni vzdéalenost sousedd rodi¢ovského bodového
procesu, vznikla teselace pfechazi v Poissonovu-Voronoiovu teselaci bez ohledu na pocet dcer
nebo jejich uspotfadani ve shluku. Pokud je velikost shluku mal4 ve srovnani se stfedni vzdalenosti
sousedl rodi¢ovského bodového procesu, ovliviiuje jen slabé vétSinu vlastnosti teselace a hlavnim
parametrem urcujicim parametry teselace se stava pocet dcer ve shluku.

Hlavnim znakem vétSiny zkoumanych distribuci vlastnosti cel je jejich bimodalita.
Charakteristiky velikosti cel jsou bimodalni, protoZze pro vétsi pocty dcer se teselace sklada jednak
malych z vnitinich cel, které sousedi jen scelami stejného shluku, jednak z vétSich radialné
protazenych vné&jSich cel na okraji shluku.

Extrémni blizkost dcer generujicich vnéjsi cely dava vzniknout dilezitému sekundarnimu modu
nahodnych dihedralnich thla 6, 0°. Ploché vnitini cely zptsobuji sekundarni modus tvarového
faktoru f.

Komplexni chovani distribuce poctu stén souvisi s pfitomnosti vnitinich cel. Nevysvétlena
zustava bimodalita tvarového faktoru f” indukované 2D teselace pozorovatelnd i u PVT.

PredbéZnym vysledkem kvalitativni analyzy vlastnosti distribu¢nich funkci je zjisténi, Ze vliv
velikosti shlukil a po¢tu dcer na momenty vlastnosti nejsou monotonni. Nastésti jsou variance
rozmérovych parametri teselace monotonni a zietelné zavislé na velikosti shluku a poc¢tu dcer.
Zvlaste variance ploch rovinnych fezii teselaci rostou s rostoucim poctem dcer a klesaji s rostouci
velikosti shluku.

Saxl I, PoniZil P.
3D Voronoi Tessellations Generated by Poisson and Lattice Cluster Fields
Acta Stereologica 17 (1998), 247-252.

V préci jsou studovany Voronoiovy teselace generované shlukovymi poli. Bylo zjisténo, Ze pii
poctu dcer v globuldrnim shluku N>5 se v teselaci objevuji vnitini cely. Déle bylo prokazano, ze
jak pro globularni, tak i sférické shluky plati, ze stfedni hodnoty rozmérovych charakteristik pro
teselace, jejichz rodiCovsky proces je miizka, jsou ve€tsi nebo rovny stfednim hodnotam
rozmérovych charakteristik pro teselace, jejichz rodi¢ovsky proces je Poissonliv bodovy proces.

Z hlediska velikosti shlukii mohou byt definovany tfi oblasti. Pro ¢<0,5 je ptekryvani shluki
zanedbatelné a vlastnosti teselace zaviseji predevsim na poctu dcer. Naopak pro ¢>4 dochazi
k prekryvani shluki a vlastnosti teselace se blizi vlastnostem PVT.

Dale bylo zjisténo, Ze vhodnym parametrem pro rozpoznani teselaci generovanych shlukovymi
poli je sekundarni modus nahodného diedralniho thlu indukované teselace.

Ponizil P., Saxl I.

Properties of 3D Poisson Hard-core and Pseudo-hard-core fields I1.Voronoi Tessellations. In:
V. Benes, J. Janacek, L. Saxl (eds.) Proceedings S'G, Int. Conf. on Stereology, Spatial Statistics
and Stochastic Geometry. J CMF, Praha 1999, 227-233.

V préci jsou studovany teselace generované bodovymi procesy s pevnym jadrem a posunutymi
miizkami. Stfedni hodnoty rozmérovych charakteristik teselace, stejn¢ jako jejich variance klesaji
s rostoucim uspofadanim (s rostouci velikosti pevného jadra ). Stfedni hodnoty tvarovych
charakteristik jsou monotonimi rostoucimi funkcemi 8. Byla ovéfena linearni zavislost CV v na
In(CV v’) pro teselace generované bodovymi procesy s pevnym jadrem.
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Stfedni hodnoty a variance indukovanych teselaci Ev’, Ef a EO’ rostou s rostoucim §; ostatni
stiedni hodnoty i variance klesaji.

Saxl I, PoniZil P.
Grain Size Estimation: w - s Diagram.
Materials Characterization 46 (2001), 113 — 118.

Zakladni charakteristikou prostorové teselace je stfedni velikost cely, pro indukovanou planarni
teselaci je to stfedni plocha profilu a pro indukovanou linearni teselaci je to stfedni délka tétivy.
Misto stfednich hodnot se ¢asto zavadi intenzity A (pocet cel v jednotce objemu), A’ (pocet profili
na jednotce plochy fezu) a A’ (pocet tétiv na jednotku délky). Zakladni stereologicka rovnice pro
konvexni 3D teselace vyjadiuje vztahy mezi témito veli¢inami:

A=A /Ew = 1"/E(s/4) a miZe byt prepsana do tvaru A = ¢’ (D)2 = ¢ (D)L a M=c(D)1 2. ¢,
¢’ ac’’ jsou bezrozmérné parametry zavislé pouze na Ew a Es. To znamena, ze Ew a Es pro danou
teselaci jednozna¢né definuji vztah mezi A, A" a A’°. Pro pochopeni problémi spojenych
s odhadem velikosti zrna slouzi w-s diagram, ve kterém je na vodorovné ose vyneseno Ew a na
svislé ose Es. Na horni vodorovné ose pak jsou hodnoty ¢’ a na pravé svislé ose ¢’’. Hodnoty ¢
definuji ve w-s diagramu kiivky. Ve w-s diagramu, piislusi kazdé teselaci bod, proto mize kromé
odhadu velikosti zrna slouzit i ke klasifikaci teselaci.

Saxl I, PoniZil P.
Bernoulli Cluster Field: Voronoi Tessellations.
Appl. Math. 47 (2002), 157-167.

V materidlovém vyzkumu se setkdvame s teselacemi s velmi vysokou disperzi velikosti.
Naptiklad koeficient variace ploch profili priméarniho austenitického zrna tepelné zpracované oceli
dosahuje hodnot blizicich se 3. V praci je navrZzen novy bodovy proces nazvany Bernoulliovo
shlukové pole, ktery miize generovat teselace s prakticky neomezené vysokymi koeficienty
variace. Proces je zalozen na Neymanoveé-Scottoveé shlukovém poli, shluky jsou vSak do bodil
rodicovského procesu vkladany s pravdépodobnosti p (0 < p < 1). Teselace generované
Bernoulliovym shlukovym polem (globularni shluky; N=99; p=0,5) maji varia¢ni koeficienty CV
v >5,CVv=22aCV v’ ~1,1. Stejné stérické shluky umoziuji dosdhnout hodnot CV v’ > 3.
Ve w-s diagramu se body odpovidajici teselacim generovanym Bernoulliovymi shlukovymi poli
vyskytuji v pravé dolni casti.

Pelikan K., Saxl 1., Ponizil P.
Germ-grain Model of Short Fibre Composites.
Acta Stereologica 14 (1995), 75-82.

Metoda prostého postupného zamitani byla pouzita k simulaci kompozitu s kratkymi vlakny.
Vlédkna byla aproximovana valci. Po¢itacova simulace byla porovnana s Booleovym a miizkovym
modelem pro vélce a koule. Bylo zjisténo, Ze Booletiv model s ptekryvajicimi se ¢asticemi muiiZze
slouzit jako dobra aproximace kompozitu s kratkymi vlakny.

Ponizil P.
Pocitacové modely vlaknovych kompozitu.
Kovové materialy (Metallic Materials) 34 (1996), 125 — 129.

Kratkd vldkna v kompozitu byla nahrazena valci umistovanymi do prostoru metodou
postupného prostého zamitani. Bylo sledovano perkolacni chovani struktury pii zvétSovani
objemového podilu vldken. Uvedeny model je dobfe pouzitelny pro studium perkola¢niho chovani
kompozita s kratkymi vlakny. Jako indikator perkola¢niho prahu byl navrzen podil poctu ¢astic ve
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druhém nejvétsim shluku déleny poctem ¢Eéstic v nejvetsim shluku. Tato veli¢ina nabyva v misté
perkola¢niho prahu maxima.

Saxl I, Ponizil P., Siilleiova K.
Stereology and Simulation of Heterogeneous Crystalline Media.
Int. Journal of Materials and Product Technology 18 (2003), No. 1-3, 1-25.

Hlavnim vysledkem simulaci prostorové struktury je vytvofeni modelt pouzitelnych pro velmi
slozité a lokalné nehomogenni struktury realnych materialti. V realnych materidlech jsou 3D
vlastnosti odhadovany z metalografickych snimkt a je nemozné odhadnout vychyleni odhadu
zpusobené napt. kone¢nou Sitkou hranic zrn. Na simulovanych strukturach lze uskutecnit postupy
manualni i automatické obrazové analyzy a jejich vysledky srovnat se piesnymi vlastnostmi
struktur. Bylo zjisténo, Ze prostorové rozloZeni zkoumanych vlastnosti ma silny vliv na pfesnost
odhadu. Déle bylo ukézano, ze ztrata malych profild prehlédnutych diky malé rozliSovaci
schopnosti ma nezanedbatelny vliv na jakoukoliv analyzu a v praxi by méla byt vénovana této
skute¢nosti maximalni pozornost.

Ponizil P., Saxl 1., Druckmiiller M., Pokluda J.
Comparison of Real and Simulated Grain Structures.
Kovové Materidly (Metallic Materials) 36 (1998), 409-418

Na rovinnych fezech simulovanych teselaci a realnych materiali byla ovéfena moznost odhadu
velikosti a rozlozeni zrn pomoci piibliznych vztahl zaloZenych na vlastnostech riznych 3D
teselaci. Byly srovnany odhady stfedniho objemu zrn ziskané ze stfedni plochy profilt (rovinnych
fezl) zrn a stiedni délky tétiv profili. Tyto odhady byly déle zpfesnény pouzitim rozptyli
plochprofili. Bylo zjisténo, Ze obecné uzivana hodnota ¢’ = 0,7 zajistuje pro Siroké spektrum
redlnych struktur ptesnost odhadu do 30%. Z rozptylu ploch profilii je mozné odhadnout rozptyl
velikosti zrn, dale lze urcit z délek tétiv a ploch profili parametr c. Parametry teselace, ktera
nejlépe odpovida takto zméfenym hodnotam pak 1ze dale pouzit ke zpiesnéni odhadu.

Ponizil P., Saxl 1.
Grain Size Estimation II: Other Models, Variances.
In: Wojnar L., Rozniatowski K. (eds.) Proceedings of STERMAT 2000, Sixth Int.. Conf.
Stereology and Image Analysis in Materials Science, Cracow, Poland, September 20-23, 2000.
Polish Society for Stereology, Cracow 2000, 379-384

V préci jsou na simulovanych strukturach testovany metody odhadu velikosti zrn a odpovida-
jiciho rozptylu z obsahti rovinnych a linearnich fezl strukturami, navrhované riznymi autory. Jsou
ukazany odchylky téchto odhadii pro rizné typy struktur. Tyto odchylky mohou v nékterych
ptipadech vést k odhadtim, které se az dvakrat 1isi od skute¢nosti.

Saxl L, Siilleiova K., PoniZil P.
Simulating Grain Size Estimation.
Kovové Materialy (Metallic Materials) 39 (2001), 396—409.

Prostorové Voronoiovy teselace generované C¢tyfmi bodovymi procesy s vyrazné rdznym
rozdélenim velikosti cel byly vybrany jako modely zrn v polykrystalu. Pocitatoveé simulované
rovinné a linearni fezy pak byly proméfeny jednak manudlné, jednak obrazovou analyzou.
Vysledky ziskané metodami doporucovanymi ASTM byly srovnany s hodnotami ziskanymi
pocitaovymi simulacemi stfedniho rozsahu a byly zjistény odchylky od 20 do 40%. Byla
navrzena metoda zpiesnéni odhadu pomoci w-s diagramu s vyuzitim znalosti rozptyld ploch
profilt a délek jejich tétiv.
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Saxl I, Siilleiova K., PoniZil P.

3D Simulations of Intergranular Fracture.

In: Parilak L. (ed.) Proceedings of International Conf. FRACTOGRAPHY 2000, Stara Lesna,
October 15-18, 2000, Inst. Mat Res. Slov. Acad. Sci., KoSice, Slovak Republic, 94-107.

Byl vytvotfen pocitatovy model Sifeni interkrystalické trhliny polykrystalickym materidlem.
Pocitacova simulace S$ifeni interkrystalické trhliny byla aplikovana na modely polykrystalické
latky reprezentované Voronoiovymi teselacemi generovanymi péti riznymi bodovymi procesy
s velmi Sirokym spektrem distribuce velikosti zrn. Na modelech trhlin byly méfeny lomové cary
a jejich vlastnosti srovnavany s vlastnostmi lomovych ploch. Jak lomové ¢ary, tak i lomova plochy
byly charakterizovany drsnostmi. Bylo zjisténo, Ze s vyjimkou struktury generované shlukovym
polem se sférickymi shluky byly rozdily mezi drsnostmi lomovych ploch zanedbatelné. Zaroven
byly zkoumany vlastnosti faset zrn, po nichz se §ifila trhlina a srovnavany s vlastnostmi souboru
vSech faset vzorku.

Ponizil P., Saxl 1.

Simulated Intergranular Fracture Characteristics.

In.: Sandera P. (ed.) Proceedings 3rd International Conference on Materials Structure &
Micromechanics of Fracture. Brno 27. - 29. 6. 2001.Vutium, Brno Univ. of Technology, 2001, CD
ROM p. 206-213.

Prostorovy model Sifeni interkrystalické trhliny byl aplikovdn na model zrnité struktury
reprezentované Voronoiovymi teselacemi generovanymi riznymi typy bodovych procesu,
zajistujicimi Siroky rozsah distribuci velikosti zrna. Byly porovnany rtizné parametry drsnosti
a sledovana jejich citlivost k charakteristikdm struktury. Kriticky byly testovany modely
umoznujici odhad drsnosti lomové plochy ze znalosti drsnosti lomovych ¢ar.

Hlawiczkova M., PoniZil P., Saxl 1.

Estimating 3D Fibre Process Anisotropy.

In: Kluev V.V., Mastorakis N.E. (eds.): Topics in Applied and Theoretical Mathematics and
Computer Science. Series: Mathematics and Computers in Science and Engineering, A Series of
Reference Books and Textbooks, WSEAS Press, 2001, 214-219.

Zobecnénd metoda Steinerova kompaktu byla pouzita pro stereologicky odhad anizotropie
prostorovych vlaknovych procest z bodovych procesti indukovanych na sténach . Sledovanymi
vlaknovymi procesy byly hrany Voronoiovych teselaci generovanych rtiznymi typy transla¢nich
a posunutych monoklinickych mfizek reprezentujicich spojity piechod od procest vyrazné
anizotropnich (t¢éméf rovinnd, témét linearni a smiSend anizotropie) k procesiim izotropnim..
Omezena spolehlivost pouzité metody, predevSim pro procesy odpovidajici neporusenym
translaénim miizkdm, byla podrobn¢ demonstrovana ve vytahu k poctu stén sondy a jeji orientaci.
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ABSTRACT

The database was founded in 1999 and completely rebuilt in 2003 with the aim to collect the
data obtained by computer simulations for generating processes covering a very wide range of
patterns. Patterns more regular than the stationary Poisson point process are represented by regular
lattices of different type (simple, face centred and body centred cubic, monoclinic), by the
corresponding displaced lattices (using the Bookstein model), hard-core models (Matérn I, II,
simple sequential inhibition) and by Strauss model. Less regular cluster processes use as the parent
process either Poisson point process or simple cubic lattice. Cluster fields are of the generalized
Neymann-Scott type with a variable probability p of the cluster implantation into the parent point
(they are called the Bernoulli cluster fields; the parent process is reproduced if p=0, simple
Neymann-Scott cluster field results if p=1 and a mixture of the both processes is locally obtained
otherwise). The last examined point field is the Bernoulli mixture proces. Pieces of a point process
@, of intensity A, are implanted with a probability p into the interior of pre-cells generated by the
parent process of intensity A, <<A,, The resulting process is the union of these pieces and of the
parent points of the void pre-cells.

The generated tessellations then range from regular to multimodal tessellations with the cell
volume ratio 1:10° and a very pronounced inhomogeneity produced by locally connected huge
cells encircled by areas of small cells etc. In order to create tessellations with variable shapes,
three types of clusters have been introduced: Matérn globular clusters generate mainly equiaxial
cells, spherical clusters produce plate-like, rod-like and wedge like cells, regular clusters produce
pyramid-like cells. The number of examined cells (after the edge correction) in one realization is
typically 10° (10? in the locally inhomogeneous cases) and usually about 10° independent
realization was produced. Together with the original 3D tessellations, also the tessellations
induced by them in isotropic planes and lines are examined.

The range of the simulated unit tessellations can be seen at best from the achieved extent
(shown in the parentheses, the number in italics is the corresponding value of the Poisson-Voronoi
tessellation) of the main cell characteristics: the expected cell mean width Ew (0.3 - 2, {1.458}),
the expected surface area Es (1.8 - 10, {5.82}), the cell volume variance var v (0 - 300, {0.178}).
The database contains data on the following characteristics of the original 3D tessellations and of
the induced planar and line tessellations:
characteristic of 3D cells: volume v, surface area s, mean width w, perimeter p, two shape factors g
and f, number of faces n, random dihedral angle (one randomly selected dihedral angle per cell),
average cell dihedral angle,
characteristics of 2D profiles: area v’, perimeter s’, shape factor /", random edge angle,
characteristics of 1D chords: chord lengths v".

The following sample features and parameters describing the distribution of each cell, profile
and chord characteristic are exposed and can be downloaded:

1. Number of examined cells and realizations, minimum and maximum values from all
realizations, four population moments.

2. Quantiles ¢,, o = 0.0001, 0.001, 0.01, 0.05, 0.10, 0.015, ..., 0.95, 0.99, 0.999, 0.9999 in the
tabular form and graphs of the distribution and probability distribution functions constructed from
them.

3. The w-s diagram was proposed as a graphical tool for classification of 3D tessellations. In this
diagram is any unit tessellation characterized by its mean cell characteristics Ew, Es in the {w,s}
plane. Tessellations generated by point fields of the same type differing in some parameter u are
then represented by curves parameterised by u. Coefficients of variation of cell volume, profile
area and chord length can be plotted as marks. The main applications of the database are grain size
estimation, fractography, anisotropy testing and crystal growth.
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