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1 ÚVOD
Pokrok technologie v oblasti zpracovánı́ modernı́ch materiálů vede k stále širšı́mu

využı́vánı́ plastů, keramik a kompozitů, které svými vlastnostmi předčı́ klasické kon-
strukčnı́ materiály. Struktura modernı́ch materiálů je však nepoměrně komplikovanějš ı́
než u materiálů tradičnı́ch, což sebou přinášı́ výhody v možnosti kombinovánı́ jejich
vlastnostı́ a charakteristik, ale i komplikace spojené se složitějšı́m popisem jejich cho-
vánı́. Z tohoto důvodu se aplikacı́ klasické lomové mechaniky v teorii kompozitnı́ch
materiálů a plastů dosáhlo smı́šených úspěchů. Vzhledem ke komplikovanosti chovánı́
složených materiálů nenı́ bohužel možné vytvořit univerzálnı́ teorii šı́řenı́ lomu, ktera ´
by v sobě zahrnovala veškeré parametry ovlivňujı́cı́ růst trhliny. Mı́sto toho vznikajı́
modely odpovı́dajı́cı́ různým individuálnı́m přı́padům zhouževnat’ujı́cı́ch mechanismu ˚
bránı́cı́ch rozvoji křehkého lomu. Cesty vývoje těchto modelů jsou dvě - bud’vedené
snahou vytvořit co nejpřesnějšı́ geometrii modelu a posléze hledat přibližné řešenı ´
problému pomocı́ numerických nástrojů jako je např. metoda konečných prvků při
poměrně vysokých výpočetnı́ch nákladech, nebo geometrii zjednodušit a idealizo-
vat a zı́skat přesné řešenı́ pomocı́ klasických matematických prostředků. Předkládaná
disertačnı́ práce bude věnovat pozornost druhému přı́padu.

Keramiky se vyznačujı́ vysokou pevnostı́, ale i křehkostı́. Z tohoto důvodu se jejich
matricı́ šı́řı́ většinou křehký lom, který v přı́padě přı́tomnosti částic sekundárnı ´ fáze
elasticky měkčı́ch než matrice k těmto částicı́m inklinuje, což může vést k zlepš enı́
lomových charakteristik dané keramiky. Jeden z možných zhouževnat’ujı́cı́ch mecha-
nismů v keramikách je synergismus sı́tě mikrotrhlin a částic sekundárnı́ fáze. Pro dı́ly
zhotovené z kompozitů s křehkou matricı́ je často typická vysoká koncentrace mikro-
trhlin, které vznikajı́ již při vlastnı́ výrobě nebo při zatěžovánı́. Sı́t’mikrotrhlin vznika ´
často před čelem hlavnı́ trhliny. Růst jednotlivých mikrotrhlin bývá zablokován na
překážkách typu hranic zrn nebo částic sekundárnı́ fáze a shluk mikrotrhlin může za
jistých okolnostı́ hlavnı́ trhlinu stabilizovat. Po vyčerpánı́ nukleačnı́ch mı́st je konfi-
gurace shluku mikrotrhlin stabilnı́ až do okamžiku dosaženı́ kritického zatı́ženı́, kdy
docházı́ k rychlé koalescenci mikrotrhlin navzájem a s hlavnı́ trhlinou. Koalescence
neprobı́há obvykle přı́mou srážkou čel trhlin, nýbrž tak, že čela rostoucı́ch trhlin se
vzájemně obcházejı́ a později se propojı́ s lı́cem mı́jené trhliny, viz Melin [1]. Takový
mechanismus zpravidla vyžaduje vı́ce energie než čelnı́ srážka a je pravděpodobné, že
je jednı́m z faktorů, které přispı́vajı́ ke stı́něnı́ hlavnı́ trhliny.

Jak již bylo řečeno, mezi trhlinou a elasticky měkčı́ částicı́ existuje přitažlivá inter -
akce. Po přiblı́ženı́ dvou mikrotrhlin, mezi jejichž čely ležı́ částice, může mechanismus
koalescence probı́hat jednı́m z následujı́cı́ch způsobů:

• Mikrotrhliny se rozšı́řı́ přes rozhranı́ částice/matrice a uvnitř částice dojde k je-
jich vzájemnému obcházenı́. Tı́m se současně odstranı́ geometrické stı́sněnı́ a
v tvárných částicı́ch vznikne mezi čely mikrotrhlin plastický můstek. Z hlediska
disipace energie se jedná o přı́znivý přı́pad.

• Mikrotrhliny se začnou odklánět před dosaženı́m rozhranı́ částice/matrice a v ne-
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přı́znivém přı́padě se budou šı́řit podél tohoto rozhranı́. Lomová houževnatost
rozhranı́ je zpravidla menšı́ než lomová houževnatost matrice a z makroskopic-
kého hlediska bude kompozit vykazovat horšı́ lomové vlastnosti než matrice.

• Mikrotrhliny se budou odklánět před dosaženı́m rozhranı́ částice/matrice, při-
čemž se budou šı́řit matricı́. Vliv částic na lomovou houževnatost keramiky bude
nevýznamný.

Z výše uvedeného je zřejmé, že pro pochopenı́ lomového chovánı́ částicových kompo-
zitů tvořených křehkou matricı́ má význam zabývat se mechanikou shluků mikrotrhlin
interagujı́cı́ch s částicemi druhé fáze a předkládaná disertačnı́ práce si proto klade za
cı́l prohloubit pochopenı́ této problematiky.

2 SOUČASNÝ STAV SLEDOVANÉ PROBLEMATIKY
Technické keramické materiály se vzhledem ke své struktuře a typem meziatomo-

vých sil vyznačujı́ kromě vysoké pevnosti také křehkostı́ (viz Munz a Fett [2]). Proto
je u nich kladen velký důraz na jejich schopnost odolávat šı́řenı́ křehkého lomu.
Změna směru šíření trhliny (angl. crack deflection) je jednı́m z nejobvyklejšı́ch

mechanismů zvyšovánı́ lomové houževnatosti a úzce souvisı́ s tzv. smíšeným módem
zatěžování, při němž docházı́ k ohybu trhliny kolem osy kolmé ke směru jejı́ho šı́řenı ´
(angl. tilting) přı́padně kolem osy rovnoběžné se směrem jejı́ho šı́řenı́ (angl. twisting).
Obě poruchy růstu trhliny mohou způsobit např. částice sekundárnı́ fáze nacházejı́cı́
se v blı́zkosti čela trhliny. Faber a Evans [3] a [4] studovali vliv sférických částic,
částic diskového tvaru a náhodně orientovaných vláken (whiskerů) na změnu směru
šı́řenı́ trhliny a ukázali, že k zvyšovánı́ lomové houževnatosti vlivem změny směru
šı́řenı́ trhliny docházı́ zejména za účasti částic s většı́m poměrem podélného a přı́č ného
průřezu. Méně vhodné jsou diskové a sférické částice. Změna směru šı́řenı́ čela trhliny
nemusı́ proběhnout jen jednou, ale může docházet ke klikatění trhliny (angl. zig-zag
crack) nebo jejı́mu větvení (angl. crack branching). Tı́mto problémem se zabývajı́ např.
práce Sureshe [5], Sureshe a Shiha [6], Kitagawy et al. [7]. Práce Kotoula a Urbiše [8]
také řešı́ problém trhliny s ohnutým čelem, avšak v kombinaci s přemostěnı́m trhliny
plastickými můstky. Rostoucı́ trhlina se bud’ může sekundárnı́m částicı́m vyhnout
nebo částice čelo trhliny zachytı́ a docházı́ k prohnutı́ čela trhliny (ang. crack bowing).
Tento jev se také nazývá intrinsické zhouževnatění. Tı́mto problémem se zabývá
např. práce Wiederhorna [9].

Dalšı́ zhouževnat’ujı́cı́m mechanismem je drsnostně indukované zavírání trhliny,
které se uplatňuje jen u cyklického zatěžovánı́ rozvětvených trhlin. V důsledku kři-
volakosti lı́ců trhliny docházı́ k jejich mechanické interakci. Trhlina je otevı́rána a
zavı́rána v lokálnı́m smı́šeném módu. Během zatěžovacı́ho cyklu nenı́ zpětná defor-
mace ve smykovém módu plně vratná a po odlehčenı́ nevymizı́ smykový posuv obou
lomových ploch, což způsobuje růst lomové houževnatosti materiálu, viz Suresh [10].

Dalšı́ mechanismus vedoucı́ k zvyšovánı́ lomové houževnatosti souvisı́ s elastic-
kým přemosťováním trhliny částicemi druhé fáze. Obecně platı́, že pro účinné
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zvýšenı́ lomové houževnatosti křehké matrice disperzı́ tvárných částic musı́ být spl-
něny jisté podmı́nky týkajı́cı́ se relativnı́ tuhosti částic a matrice, relativnı́ tepelné
roztažnosti částic a matrice a pevnosti rozhranı́ částice/matrice. Pokud nepůsobı́ re-
siduálnı́ napětı́, která jsou způsobena rozdı́lnou teplotnı́ roztažnostı́ částic a matrice,
je pro aktivnı́ zapojenı́ částic do lomového procesu nutné, aby částice byly elasticky
měkčı́ než matrice. V takovém přı́padě je totiž interakce mezi čelem trhliny a částicı ´
přitažlivá a způsobı́ mikroohyb čela trhliny ve směru k částici. Kdyby částice byla
elasticky tužšı́, trhlina by se odklonila od částice a při svém šı́řenı́ by zůstávala jen
v matrici. K žádnému zvyšovánı́ lomové houževnatosti vlivem přemostěnı́ by nedošlo.
V přı́padě, že teplotnı́ roztažnost částic αf je menšı́ než teplotnı́ roztažnost matrice
αm, vznikajı́ v okolı́ částice zbytková tahová obvodová napětı́ a tlaková radiálnı́ na-
pětı́. Protože se trhlina přednostně šı́řı́ rovnoběžně s tlakovým napětı́m a kolmo na
tahová napětı́, dojde k přitahovánı́ čela trhliny přı́mo k částici. Tento mechanismus
může dokonce převládnout nad odpudivou interakcı́ v situaci elasticky tužšı́ch čás-
tic. Z fyzikálnı́ch úvah je zřejmé, že rostoucı́ tvárnost částice, tedy rostoucı́ kritické
protaženı́ plastických můstků, přı́znivě ovlivňuje výslednou lomovou houževnatost
kompozitu. Sama vysoká tvárnost částice ale nestačı́, protože geometrické stı́sněnı́
částice okolnı́ matricı́ nedovolı́ rozvoj významnějšı́ch plastických deformacı́ v celém
objemu částice. Když je pevnost rozhranı́ částice/matrice vysoká a nedocházı́ k žádné
dekohezi, plastická deformace se lokalizuje jen v tenké vrstvě ležı́cı́ v rovině trhliny
a kritické rozevřenı́ trhliny ∆C pro přetrženı́ této vrstvy je nı́zké. Na druhou stranu
nı́zká pevnost rozhranı́ vede k celkové dekohezi částice a účinek přemostěnı́ trhliny
je nevýznamný. Částečná dekoheze rozhranı́ umožnı́ významné plastické deformace
téměř v celém objemu částice a vznik krčku. Relativně nı́zká pevnost částice stačı́
k udrženı́ rovnováhy se zbytkovou výslednou silou P na rozhranı́ částice/matrice.
Z technologického hlediska je poměrně obtı́žné zajistit řadu předpokladů, které ve-
dou k účinnému zapojenı́ mechanismu zhouževnatěnı́ křehké matrice prostřednictvı́m
přemostěnı́ lı́ců hlavnı́ trhliny tvárnými částicemi. Situaci komplikuje značná citlivost
účinnosti tohoto mechanismu na řadě materiálových a mikrostrukturnı́ch faktorů a na
teplotě. Zpravidla se nedařı́ zajistit optimálnı́ dekohezi rozhranı́ částice/matrice, která
je nutnou podmı́nkou pro vznik rozsáhlejšı́ přemostěné zóny za čelem trhliny. Pokles
dekoheze rozhranı́ vede k poklesu délky přemostěné zóny. Limitnı́m přı́padem je stav,
kdy jsou lı́ce trhliny přemostěny jen řadou částic rozložených podél čela trhliny, tzv.
zachycení čela trhliny. V daném kontextu se mluvı́ o změně mechanismu zhoužev-
natěnı́ od přemostěnı́ trhliny (tzv. extrinsické zhouževnatění) k zachycenı́ čela trhliny
(intrinsické zhouževnatěnı́). Uvedená změna mechanismu zhouževnatěnı́ souvisı́ s roz-
sahem dekoheze rozhranı́ částice/matrice, která závisı́ na řadě faktorů jako je pevnost
rozhranı́, lomová houževnatost matrice, mez kluzu částic, velikost a objemový podı́l
částic. Choe et al. [11] doložili ve své studii o lomovém chovánı́ slitin Mo-12Si-8.5B,
že zachycenı́ čela trhliny částicemi molybdenu je hlavnı́m zdrojem (intrinsického)
zhouževnatěnı́ při nižšı́ch teplotách. Naproti tomu při 1300◦C došlo k částečné deko-
hezi částic Mo od matrice Mo3Si/Mo5SiB2 a k plastickému přetvořenı́ ve významné
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části jejich objemu. Důsledkem byl pak vznik tvárných můsků v brázdě trhliny a
extrinsické zhouževnatenı́ slitiny Mo-12Si-8.5B při zvýšených teplotách. Teoretické
zdůvodněnı́ experimentálnı́ch poznatků, společně s odvozenou teoretickou predikcı́
přı́růstku lomové houževnatosti, bylo podáno v práci Kotoula a Vrbky [12]. Navržený
teoretický model umožňuje vysvětlit pozorovaný přechod od mechanismu přemostěnı́
trhliny k mechanismu zachycenı́ čela trhliny a jeho závislost na velikosti a objemovém
podı́lu částic, na mezi kluzu částic a na poměru Gd/GIC , kde Gd je specifická energie
pro dekohezi rozhranı́ a GIC je kritická hnacı́ sı́la pro matrici. Ukazuje se, že existuje
prahová hodnota poměru (Gd/GIC)

∗ taková, že pro Gd/GIC > (Gd/GIC)
∗ nemůže

dojı́t k dekohezi částic a matrice, přičemž tato prahová hodnota roste s poklesem meze
kluzu částic a s roustoucı́m objemovým podı́lem částic.

V přı́padě za tepla lisovaných kompozitů, např. Al2O3 vyztužený whiskery SiC,
nemusı́ docházet k žádnému z výše popsaných mechanismů zvyšovánı́ lomové hou-
ževnatosti. Přı́činou je způsob výroby těchto kompozitů, kdy se podélná osa náhodně
rozmı́stěných whiskerů v matrici orientuje kolmo ke směru lisovánı́. Z tohoto důvodu
při postupu trhliny v rovině rovnoběžné s whiskery nedocházı́ k přemost’ovánı́ ani
klikatěnı́ jejı́ho čela. Jediný mechanismus zhouževnatěnı́ (kromě sı́tě mikrotrhlin před
čelem šı́řı́cı́ se trhliny), který se v omezené mı́ře uplatňuje, je přenášení napětí z méně
tuhé matrice na whiskery. Přestože mezi whiskery a matricı́ neexistuje chemická
vazba zajišt’ujı́cı́ dostatečně pevné rozhranı́ mezi sekundárnı́ fázı́ a matricı́, rozdı́lnost
teplotnı́ch součinitelů délkové roztažnosti matrice a whiskerů způsobuje hydrostatické
stlačenı́ whiskerů okolnı́ matricı́, tzv. svírání (angl. clamping), které do jisté mı́ry
může dovolit přenos napětı́ z méně tuhé matrice na whiskery. Práce Giannakopoulose
a Brederové [13] a Brederové et al. [14] zkoumajı́ podmı́nky, které musı́ matrice a
whiskery splňovat, aby došlo k přenosu napětı́ na whiskery. Princip zhouževnatěnı́
v daném přı́padě souvisı́ s tı́m, že v malé oblasti čela trhliny překonajı́ tahová napětı ´
zbytkové sı́ly svı́rajı́cı́ whiskery. Velikost této zóny může být podstatně většı́ než pru ˚-
měrná délka whiskerů. V této zóně docházı́ jen k slabému přenosu napětı́ z matrice na
whiskery, zvláště při nepřı́tomnosti chemické vazby mezi matricı́ a whiskery. Matrice
se stává poréznı́ a ukazuje se, že pro hodnoty poměru modulů pružnosti whiskerů a
matrice Ef/Em < 3 nedocházı́ k zhouževnatěnı́ a materiál křehne při přı́růstku ob-
jemového podı́lu sekundárnı́ch částic f . Zkřehnutı́ kompozitu vlivem jeho porozity
lze popsat vztahy zı́skanými na základě experimentů, viz Munz a Fett [2]. Dalšı́ práce
zabývajı́cı́ se problematikou lisovaných kompozitů Al2O3/SiC jsou od Wereszczaka
a Ferbera [15], Brederové et al. [16].

Zvyšovánı́ odolnosti keramik proti šı́řenı́ křehkého lomu je možné také dosahovat
pomocı́ tzv. transformačního zpevnění. Jeho fyzikálnı́ podstatu podrobně popsali
např. Karihaloo a Andreasen [17], Evans a Cannon [18] a Chen [19]. V důsledku
překročenı́ kritického napětı́ v okolı́ čela rostoucı́ trhliny dojde k martenzitické fázové
přeměně (např. metastabilnı́ částice ZrO2) provázené zvětšenı́m objemu a lokálnı́mi
smykovými deformacemi. Takto transformovaná oblast stı́nı́ čelo trhliny podobně jako
plastická zóna.
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Jak již bylo řečeno, pro kompozitnı́ materiály s křehkou matricı́ jsou charakteris-
tické vysoké koncentrace mikrotrhlin, které vznikajı́ převážně na hranici zrn mnohdy
již během výroby, jako důsledek rozdı́lné teplotnı́ roztažnosti matrice a částic a tı́m
vznikajı́cı́ch zbytkových napětı́, resp. jako důsledek zatěžovánı́ a rozdı́lnosti materiá-
lových vlastnostı́ matrice a sekundárnı́ch částic. Při šı́řenı́ magistrálnı́ trhliny křehkou
matricı́ docházı́ v okolı́ jejı́ho čela často k vzniku sı́tě mikrotrhlin, které majı́ přı́znivý
vliv na částečné uvolněnı́ koncentrace napětı́. Základnı́ rysy různých studovaných mo-
delů vykazujı́ pro zvýšenı́ kritické hnacı́ sı́ly ∆GC vyvolané tvorbou sı́tě mikrotrhlin
v procesnı́ zóně trhliny nepřı́mo úměrnou závislost přı́růstku energie na velikosti částic
sekundárnı́ fáze a přı́mou úměru na velikosti procesnı́ zóny a specifické energii pro
dekohezi rozhranı́ částice/matrice, viz Rice [20]. Zvyšovánı́m lomové houževnatosti
sı́tı́ mikrotrhlin se zabývajı́ např. práce Charalambidese a McMeekinga [21], [22],
Hoaglanda et al. [23], [24], Claussena [25], Claussena et al. [26], Wua et al. [27],
Evanse a Fabera [28], Evanse a Fua [29] a Hutchinsona [30].

Ve skutečnosti žádný z výše popsaných mechanismů zhouževnatěnı́ nepůsobı́ sa-
mostatně, ale docházı́ k jejich synergismu. Ten může zvyšovat lomovou houževnatost
kompozitu, ale i snižovat v přı́padě, když se zhouževnat’ujı́cı́ efekty jednotlivých me-
chanismů vzájemně vylučujı́. Bohužel nelze stanovit univerzálnı́ popis synergismu
zhouževnat’ujı́cı́ch mechanismů a je třeba každý samostatný přı́pad studovat indivi-
duálně. Problém kombinace účinků přemostění hlavní trhliny šířící se v křehké
matrici kompozitu částicemi druhé fáze a obecně umístěné a orientované mi-
krotrhliny řešı́ práce Kotoula a Profanta [31], [32]. Při šı́řenı́ lomu postupuje čelo
trhliny křehkou matricı́ a obcházı́ tvárné inkluze, u kterých docházı́ k částečné deko-
hezi rozhranı́ částice/matrice. Částice postupně vytvářejı́ za čelem trhliny izolované
tvárné můstky schopné přenášet napětı́ a uzavı́rat trhlinu. Tento mechanismus vede
ke zvyšovánı́ lomové houževnatosti kompozitu. Mimoto může v daných materiálech
docházet k nukleaci mikrotrhlin v okolı́ kořene hlavnı́ trhliny, které obecně ovlivňujı́
lomovou houževnatost v pozitivnı́m i negativnı́m smyslu. V prvnı́m přı́padě se mluvı́
o tzv. stínění čela magistrálnı́ trhliny, v druhém přı́padě o anti-stínění. Aby bylo
možné problém analyticky zvládnout, nahrazuje se soustava izolovaných můstků za
čelem trhliny kontinuem s jistou efektivnı́ mezı́ kluzu v rozsahu vzdálenosti lp za čelem
trhliny. Tato zóna se pak modeluje pomocı́ neznámého spojitého rozdělenı́ hranových
dislokacı́. V práci se předkládá self-konzistentnı́ schéma výpočtu, který spočı́vá na
bodové reprezentaci mikrotrhliny a simultánnı́m řešenı́ integrálnı́ rovnice pro nezná-
mou dislokačnı́ hustotu. Metoda umožňuje stanovit lokálnı́ součinitele intenzity napětı́
ve vrcholu magistrálnı́ trhliny K loc

I a K loc
II a otevřenı́ trhliny na konci zóny tvárných

můstků ∆ pro obecnou polohu, orientaci a délku mikrotrhliny. Vypočtené hodnoty
lokálnı́ch součinitelů intenzity napětı́ a rozevřenı́ na konci ligamentované zóny pak
vystupujı́ v kritériı́ch pro iniciaci růstu hlavnı́ trhliny. Z těchto kritériı́ se posléze
vypočte kritická hodnota aplikovaného součinitele intenzity napětı́, která se ztotožnı́
s efektivnı́ lomovou houževnatostı́ kompozitu. Řešenı́ je aproximativnı́ a přesnost se
testuje pomocı́ přesného řešenı́ pro kolineárnı́ trhlinu. Při formulaci problému se před-
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pokládá že délka mikrotrhliny, délka ligamentované zóny a vzdálenost mikrotrhliny
od vrcholu hlavnı́ trhliny jsou značně menšı́ než délka hlavnı́ trhliny. To umožňuje
uvažovat hlavnı́ trhlinu jako polonekonečnou a zanedbat interakci systému hlavnı́ trh-
lina - mikrotrhlina s vnějšı́ hranicı́ tělesa. Koncepce polonekonečné trhliny dovoluje
aproximovat nominálnı́ napět’ové pole (tj. pole, které by existovalo v nepřı́tomnosti
mikrotrhliny a ligamentované zóny) singulárnı́m členem asymptotického rozvoje pole
napětı́ v okolı́ vrcholu hlavnı́ trhliny, ve kterém vystupuje tzv. nominálnı́ (aplikovaný)
součinitel intenzity napětı́KN

I , resp.KN
II . Nominálnı́ součinitelé intenzity napětı́ sloužı́

pak jako zatěžovacı́ parametry a lze je nalézt na makroúrovni např. metodou koneč-
ných prvků. Výsledky ukazujı́, že různé kofigurace mikrotrhliny způsobujı́ jak stı́nı́cı́
tak i anti-stı́nı́cı́ účinky na čelo magistrálnı́ trhliny, avšak dominantnı́ vliv na lomovou
houževnatost kompozitu má zóna plastických můstků.

V kompozitnı́ch materiálech tvořených křehkou matricı́ zpevněnou částicemi sekun-
dárnı́ho materiálu se musı́ řešit kromě vzájemné interakce trhlin a částic také problém
chovánı́ čela trhliny v blı́zkosti rozhranı́ částice/matrice. Bez znalosti tohoto chovánı́
neexistuje možnost stanovenı́ kritériı́ rozhodujı́cı́ch, za jakých podmı́nek zůstane trh-
lina v původnı́m materiálu, pronikne-li přes rozhranı́ do materiálu druhé fáze nebo
dojde-li k ohybu jejı́ho čela, které se bude dále šı́řit podél rozhranı́ částice/matrice.
V přı́padě trhliny kolmé k rozhranı́ je trhlina šı́řı́cı́ se elasticky tužšı́m materiálem
přitahována k rozhranı́ s materiálem měkčı́m. Jakmile ho dosáhne, nastává kritický
okamžik kdy může dojı́t k průniku čela trhliny do druhého materiálu nebo může dojı ´t
k ohnutı́ čela a trhlina se bude dále šı́řit podél rozhranı́ částice/matrice. Pro složky
napětı́ v okolı́ vrcholu trhliny v tomto přı́padě platı́ následujı́cı́ vztah

σij =
HI√
2πrλ

fij(θ, λ, α, β) , i, j = 1, 2 (2.1)

kde (r, θ) jsou polárnı́ souřadnice s počátkem ve vrcholu trhliny, α a β jsou tzv.
Dundursovy koeficienty (viz Dundurs [33]), a fij jsou známé ohraničené funkce
(viz Bogy [34], Fenner [35]). Charakter singularity napětı́ v okolı́ vrcholu trhliny se
měnı́ z původnı́ hodnoty λ = 1/2 na nějaké reálné čı́slo z intervalu λ ∈ (0, 1), viz
např. Náhlı́k [36]. Zda jde o hodnotu menšı́ nebo většı́ než původnı́ λ = 1/2, závisı́
na tom, zda se trhlina šı́řı́ z tužšı́ho materiálu do měkčı́ho, nebo naopak. Z tohoto
důvodu koeficient intenzity napětı́ KI podle původnı́ definice, viz např. Anderson
[37], ztrácı́ smysl a zavádı́ se ve vztahu (2.1) tzv. zobecněný faktor intenzity napětí
HI , viz např. Knésl a Knápek [38], pro který v přı́padě homogennı́ho tělesa platı́
HI = KI . Existuje řada pracı́ zabývajı́cı́ch se popisem zobecněného faktoru intenzity
napětı́ pomocı́ numerických metod, viz např. Gröger et al. [39], [40], Qian et al.
[41], [42] a Quian a Hasebe [43]. Z důvodu změny charakteru singularity napětı́ λ
v okolı́ čela trhliny neexistuje univerzálnı́ kritérium, které by rozhodovalo o tom,
zda trhlina pronikne do druhého materiálu, nebo zda-li dojde k jejı́mu ohybu. Jedno
z možných kritériı́ proniknutı́ trhliny do materiálu sekundárnı́ fáze je založeno na určenı́
napjatosti (2.1) v blı́zkém okolı́ čela trhliny. Při rozšı́řenı́ trhliny musı́ maximálnı́ tahové
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napětı́ dosahovat kritických hodnot pro homogennı́ materiál sekundárnı́ fáze v určité
oblasti charakteristické pro daný materiál. Např. v práci Knésla a Knápka [38] je
takovéto kritérium formulováno pro trhlinu kolmou k bi-materiálovému rozhranı́. Jako
srovnávacı́ veličina je použita střednı́ hodnota napětı́ σ v okolı́ vrcholu trhliny, která
je vypočtena přes určitou oblast před vrcholem trhliny, jejı́ž charakteristický rozměr
je označen jako d∗. Tato veličina závisı́ na mikrostruktuře zkoumaného materiálu. Za
předpokladu, že se trhlina bude šı́řit ve směru maximálnı́ch hodnot napětı́ σθθ, může
být střednı́ napětı́ σ určeno ze vztahu

σ =
1
d∗

∫ d∗

0
(σθθ)max dr , (2.2)

kde funkce fθθ ze vztahu (2.1) nabývá tvaru

fθθ(θ, λ, α, β) = (1− λ) (2− λ+ gr(α, β, λ)) (2.3)

a kde gr je známá funkce kompozitnı́ch parametrů α, β a exponentu singularity napětı́
λ. Kritériem stability je podmı́nka, že střednı́ napětı́ σ musı́ být menšı́, než kritická
hodnota napětı́σC určená pomocı́ lomové houževnatosti prostředı́, do kterého se trhlina
šı́řı́, tj. musı́ platit

σ < σC , (2.4)

kde

σC =
2KIC√
2πd∗

(2.5)

a KIC je lomová houževnatost materiálu, do kterého se trhlina šı́řı́. Dalšı́m možným
kritériem šı́řenı́ trhliny do sekundárnı́ho materiálu částic je posouzenı́ velikosti pro-
cesnı́ zóny. Pro dalšı́ růst trhliny musı́ procesnı́ zóna dosahovat kritické velikosti.
Bohužel výzkum této problematiky je teprve na počátku a opravdu spolehlivých vý-
sledků je zatı́m dosahováno jen na základě experimentů. V přı́padě slabého rozhranı́
částice/matrice se může trhlina ohnout a šı́řı́t podél rozhranı́. Některá kritéria pro ohyb
čela trhliny na rozhranı́ navrhli např. Cook a Erdogan [44] a He a Hutchinson [45]. Po
ohybu čela trhliny ztrácı́ vliv hlavnı́ trhliny (tj. trhliny kolmé k rozhranı́) na významu
a smyková napětı́ často přinutı́ ohnuté čelo trhliny dalšı́m ohybem k proniknutı́ do
sekundárnı́ho materiálu. V přı́padě, že šı́řı́cı́ se trhlina ležı́ v elasticky měkčı́m mate-
riálu, může někdy dojı́t k ohybu jejı́ho čela zpět do původnı́ho materiálu. Trhlina se
potom šı́řı́ podél rozhranı́ v jeho těsné blı́zkosti.

3 PROBLÉM INTERAKCE MIKROTRHLIN S ČÁSTICEMI
DRUHÉ FÁZE

V této kapitole bude formulován a podán popis řešenı́ problému, který je tématem
předkládané disertačnı́ práce.

3.1 FORMULACE PROBLÉMU

Jak již bylo řečeno, problémem kompozitů tvořených křehkou matricı́ je výskyt
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vysoké koncentrace mikrotrhlin. Sekundárnı́ částice mohou být jednou z překážek ve
struktuře kompozitu, které blokujı́ růst mikrotrhlin a přispı́vajı́ k zvyšovánı́ lomové
houževnatosti kompozitu, zejména v přı́padě částic elasticky měkčı́ch s vyššı́ lomo-
vou houževnatostı́ než okolnı́ matrice. Proces růstu mikrotrhlin probı́há do vyčerpánı́
všech nukleačnı́ch mı́st v matrici a vzniklá sı́t’ mikrotrhlin zůstává stabilnı́, dokud
nenı́ překročeno kritické zatı́ženı́, kdy docházı́ k vzájemné koalescenci mikrotrhlin.
Koalescence mikrotrhlin neprobı́há přı́mou srážkou jejich čel, nýbrž jejich vzájemným
obcházenı́m s následným propojenı́m. Problematiku obcházenı́ čel mikrotrhlin v ho-
mogennı́m materiálu řešı́ práce Melin [1]. Přı́tomnost částic v matrici takové chovánı́
mikrotrhlin významně ovlivňuje.

Nové, přinejmenšı́m kvalitativnı́ poznatky o interakci sı́tě mikrotrhlin s částicemi
druhé fáze lze zı́skat řešenı́m rovinného problému s následujı́cı́m vymezenı́m:

• Necht’rovina xOy představuje lineárnı́ isotropnı́ elastické prostředı́ (matrici) s ta-
kovým tvarem vnějšı́ hranice (x, y → ∞), že Airyho funkci napětı́ U(x, y) lze
vyjádřit polynomem.

• Materiál částic má obecně jiné elastické konstanty než matrice.

• Spojenı́ částic a matrice je dokonalé.

• Částice majı́ kruhový tvar a stejný poloměr R. Středy částic ležı́ na ose x a jsou
periodicky rozloženy podél celé osy x s periodou d.

• Sı́t’mikrotrhlin se modeluje nekonečnou řadou kolineárnı́ch mikrotrhlin ležı́cı́ch
podobně jako částice na ose x, mikrotrhliny jsou stejné délky 2a a ležı́ vždy ve
středu mezi částicemi.

• Matrice je zatı́žena vnějšı́m tahovým napětı́m σ∞yy = q.

Mikrotrhliny se modelujı́ pomocı́ spojitě rozložených dislokacı́ a řešenı́ úlohy se hledá
na základě Buecknerova principu, který vede k řešenı́ hraničnı́ singulárnı́ integrálnı́
rovnice pro neznámou hustotu Burgersova vektoru. Pomocı́ nalezeného řešenı́ se stu-
dujı́ následujı́cı́ přı́pady:

• Čela mikrotrhlin ležı́ v matrici. V tomto přı́padě se sleduje změna koeficientu
intenzity napětı́ KI v závislosti na vzájemné konfiguraci mikrotrhlin a částic a na
rozdı́lných elastických vlastnostech obou materiálů.

• Čela mikrotrhlin ležı́ na rozhranı́ částice/matrice. V důsledku obecně rozdı́lných
elastických vlastnostı́ materiálu částic a matrice se měnı́ charakter singularity
napětı́ na čelech mikrotrhlin. Na základě kritéria uvedeného v práci Knésla a
Knápka [38] se počı́tá kritické vnějšı́ napětı́ qC , při kterém dojde k rozšı́řenı́
mikrotrhlin do částic, v závislosti na vzájemné velikosti částic a mikrotrhlin a pro
různé poměry hodnot elastických a lomových vlastnostı́ částic a matrice.

• Čela mikrotrhlin se nacházejı́ v matrici, avšak krátkým koncovým úsekům mikro-
trhlin o délce δ je udělen ohyb. V tomto přı́padě se na základě modifikace kritéria
uvedeného v práci Melin [1] studuje stabilita směru šı́řenı́ mikrotrhlin.
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Obr. 3.1: Nekonečná řada kolineárnı́ch mikrotrhlin a kruhových částic. Vrcholy mik-
rotrhlin neležı́ na rozhranı́ částice/matrice.

3.2 NEKONEČNÁ ŘADA MIKROTRHLIN A ČÁSTIC

Necht’ rovina xOy představuje nekonečné lineárně elastické prostředı́ (matrici),
které je zatı́žené vnějšı́m napětı́m σ∞yy = q. Na ose x je umı́stěna nekonečná perio-
dická řada kruhových částic stejného poloměru R z materiálu, který má obecně jiné
elastické konstanty než matrice. Středy částic jsou od sebe vzdáleny o d a mezi nimi
v symetrické poloze ležı́ vždy jedna mikrotrhlina délky 2a. Vrcholy mikrotrhlin mo-
hou, ale i nemusı́ ležet na rozhranı́ částice/matrice, viz obrázek 3.1. Cı́lem je stanovit
koeficient intenzity napětı́ KI v přı́padě mikrotrhlin, jejichž vrcholy ležı́ v matrici, a
kritické vnějšı́ napětı́ qC v přı́padě mikrotrhlin, jejichž konce se nacházejı́ na hranici
částice/matrice.

Okrajové podmı́nky úlohy jsou následujı́cı́. Spojenı́ mezi částicemi a matricı́ je ideálnı́,
tj. musı́ platit

ge,x = gi,x , ge,y = gi,y , σe,nx
= −σi,nx

, σe,ny
= −σi,ny

(3.6)

pro [x, y] ∈ γ, kde γ je rozhranı́ mezi částicemi a matricı́. Dále platı́

σyy = q (3.7)

pro x, y →∞ a pro lı́ce mikrotrhlin, tj pro [x, 0], kde x ∈ (−a+md, a+md), platı́

σyy = σxy = 0 , (3.8)

kde m = 0,±1,±2, . . . Napětı́ σ1dis
yy v matrici podél osy x vyvolané přı́tomnostı́ řady

dislokacı́ střı́davě s Burgersovým vektorem by a −by mezi částicemi se může vyjádřit
vztahem

σ1dis
e,yy (x) = <

{
ϕ1e′(x) + ψ1e

′(x)
}
, (3.9)

kde Muschelišviliho komplexnı́ potenciály ϕ1e(z) a ψ1e(z) jsou určeny aproximativně
pomocı́ Bubnovovy-Galerkinovy metody (viz Savin [46]). Mı́sto Burgersova vektoru
by se zavede dislokačnı́ hustota By(c) a následnou integracı́ vztahu (3.9) podle polohy
dislokacı́ c v mezı́ch±a se vytvořı́ periodické distribuce spojitě rozloženlých dislokacı́
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interagujı́cı́ch s částicemi, přičemž jsou splněny okrajové podmı́nky (3.6). Ke splněnı ´
zbývajı́cı́ch okrajových podmı́nek (3.7) a (3.8) je potřeba vhodně „nastavit“ neznámou
hustotu Burgersova vektoru By(c). K tomu je výhodné použı́t Buecknerova principu,
který vede na hraničnı́ singulárnı́ integrálnı́ rovnici, ve které jako neznámá vystupuje
právě hustota Burgersova vektoru By(c)

π(κe + 1)
µe

σappl
yy (x) +

2π
d

a∫
−a

By(c)
cos(πc/d)

sin(πx/d)− sin(πc/d)
dc+

+
a∫

−a

By(c)Kyy(x, c)dc = 0 .

(3.10)

K této rovnici je ještě nutné přidat podmı́nku konzistence∫ a

−a
By(c)dc = 0 . (3.11)

Nesingulárnı́ jádro Kyy(x, c) z rovnice (3.10) v podstatě reprezentuje interakci mezi
dislokacı́ a částicemi a samozřejmě závisı́ na poloze dislokace c. Napětı́ σappl

yy je napětı́
působı́cı́ podél osy x mezi částicemi v prostředı́ bez mikrotrhlin, které se podobně
jako napětı́ σ1dis

e,yy (x) vyjádřı́ aproximativně pomocı́ Bubnovovy-Galerkinovy metody.
Substitucemi

s0 = sin
(
π

d
c

)
, t0 = sin

(
π

d
x

)
, (3.12)

s0 = sin
(
π

d
a

)
s , t0 = sin

(
π

d
a

)
t (3.13)

se převede rovnice (3.10) na tvar

π(κe + 1)
µe

σappl
yy (t)+2

1∫
−1

By(s)
t− s

ds+
d

π

1∫
−1
By(s)

Kyy(t, s) sin(πa/d)√
1− sin2(πa/d)s2

ds = 0 . (3.14)

Hustotu By(s) nenı́ bohužel možné vyjádřit analyticky, lze ji však vyjádřit přibližně
pomocı́ numerických metod. Z teorie singulárnı́ch integrálnı́ch rovnic je známo, že se
musı́ hledat ve tvaru (viz Kaya a Erdogan [47])

By(s) = w(s)φy(s) , (3.15)

kde φy(s) je nějaká ohraničená funkce na intervalu [−1, 1] a w(s) je fundamentálnı́
řešenı́ rovnice (3.14) v přı́padě, že Kyy(s, t) = 0. Tvar w(t) závisı́ na charakteru
řešené úlohy. V daném přı́padě

w(s) = (1− s2)
−λ
, (3.16)

kde obecně λ ∈ (0, 1) závisı́ na materiálových charakteristikách matrice a částic.
Funkce φy(s) může být vyjádřena jen přibližně, např. jako prvek nějakého vhodného
lineárnı́ho prostoru funkcı́. Každý prvek tohoto prostoru je lineárnı́ kombinacı́ jeho
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bázových prvků. Podle Erdogana, Gupty a Cooka [48] se zvolı́ jako báze systém
ortogonálnı́ch Jakobiho polynomů P (−λ,−λ)

n (s) a funkce φy(s) se hledá jako jejich
lineárnı́ kombinace ve tvaru

φy(s) =
NB∑
n=0

cnP
(−λ,−λ)
n (s) . (3.17)

Protože jádro Kyy(t, s) z rovnice (3.14) známe jen v určitých hodnotách s = si,
aproximujeme jej v proměnné s vhodným systémem polynomů, např. do řádu Nf .
S výhodou lze opět využı́t Jacobiho polynomů

d

π
Kyy(ti, s)

sin(πa/d)√
1− s2 sin2(πa/d)

=
Nf∑
n=0

dn(ti)P
(−λ,−λ)
n (s) . (3.18)

Aproximace se provede pro body t = ti, kde i = 0, 1, . . . , NB − 1, a NB je stupeň
aproximace funkce φy(s) ve vztahu (3.17). Hodnoty ti na ose x odpovı́dajı́ bodům na
lı́cech mikrotrhlin, ve kterých se kontroluje splněnı́ okrajových podmı́nek (3.8).

Hustota Burgersova vektoru By(t) v blı́zkosti konců mikrotrhlin vykazuje velké
změny, proto je vhodné volit body ti tak, aby jejich hustota rostla v blı́zkosti hodnot
±1. K tomu se hodı́ např. hodnoty kořenů Čebyševových polynomů

ti = cos
(
π

2
2i+ 1
NB

)
. (3.19)

Z podmı́nky konzistence (3.11) vyplyne, že c0 = 0. Odtud, dosazenı́m (3.17) a (3.18)
do rovnice (3.14) a ze vztahů pro integrály, které lze nalézt např. v práci Erdogana,
Gupty a Cooka [48] se dostane soustava algebraických rovnic, ve které jako neznámé
vystupujı́ parametry cn, kde n = 1, 2, . . ., NB.

Pro přı́pad, že vrcholy mikrotrhlin ležı́ na rozhranı́ částice/matrice, je možné stanovit
tzv. zobecněný faktor intenzity napětı́ na základě vztahu

HI = lim
r→0

µ∗
√
2πrλd∆(r)

dr
= ± lim

x→±a∓
µ∗
√
2π(a∓ x)λBy(x) , (3.20)

kde r je vzdálenost od vrcholu mikrotrhlin,∆(r) je rozevřenı́ mikrotrhlin v mı́stě r a

µ∗ =
2µe(1 + α)

(1 + κe)(1− β2)
1 + 2β(1− λ)
sin πλ

. (3.21)

Koeficienty α, β jsou již zmiňované Dundursovy parametry, viz Dundurs a Mura [49],
dané vztahy

α =
µi(κe + 1)− µe(κi + 1)
µi(κe + 1) + µe(κi + 1)

,

β =
µi(κe − 1)− µe(κi − 1)
µi(κe + 1) + µe(κi + 1)

. (3.22)
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Dosazenı́m (3.15) do (3.20) se po úpravách obdržı́

HI = µ
∗(2π)

1
2−λ

[
d tan

(
π

d
a

)]λ
φy(1) . (3.23)

Pro přı́pad mikrotrhlin, jejichž vrcholy ležı́ v matrici (λ = 1/2, α = 0, β = 0) přejde
výraz (3.23) v koeficient intenzity napětı́ KI

KI =
2µe

κe + 1

√√√√d tan (π
d
a

)
φy(1) . (3.24)

K vyšetřovánı́ stability mikrotrhlin, jejichž vrcholy ležı́ na rozhranı́ částice/matri-
ce je vhodnějšı́ mı́sto zobecněného součinitele intenzity napětı́ HI sledovat jinou
charakteristiku, např. střednı́ napětı́ σ v určité oblasti d∗ před čelem mikrotrhlin, které
nesmı́ překročit nějakou kritickou hodnotu σC . V každém prvku cn vystupuje lineárně
vnějšı́ zatı́ženı́ q, takže se funkce φy(t) může psát ve tvaru

φy(t) =
κe + 1
µe

q
NB∑
n=1

c∗nP
(−λ,λ)
n (t) . (3.25)

Odtud, ze vztahu (2.2) a z kritéria stability mikrotrhlin

σ < σC , (3.26)

se dostane výraz, který má po normovánı́ na homogennı́ přı́pad tvar

qC

qC
hom

=
(2π)λ−1/2(1− β2)(1− λ) sin(πλ)

(1 + α) (1 + 2β(1− λ))
∑NB

n=1 c
∗
nP
(−λ,−λ)
n (1)

×

×KIC,i

KIC,e

(
d∗

d

)λ−1/2 [
tan

(
πa

d

)]1/2−λ

. (3.27)

ZdeKIC,i je lomová houževnatost částic,KIC,e je lomová houževnatost matrice, qC
hom

je vnějšı́ kritické napětı́ pro přı́pad homogennı́ho materiálu a qC je vnějšı́ kritické napětı́
pro přı́pad matrice s řadou částic. Vztah (3.27) vyjadřuje závislost poměru kritického
zatı́ženı́ periodické řady mikrotrhlin v nehomogennı́m a homogennı́m materiálu na
geometrické konfiguraci mikrotrhlin a částic a na elastických a lomových vlastnostech
matrice a částic.

3.3 STABILITA SMĚRU ŠÍŘENÍ MIKROTRHLIN

Následujı́cı́ odstavec je věnován otázce směrové stability šı́řenı́ mikrotrhlin v pro-
blému řešeném v předchozı́m odstavci.

Podobně jako výše uvažme nekonečné isotropnı́ a lineárně elastické prostředı́ (matrici)
obsahujı́cı́ nekonečnou řadu kruhových částic stejného poloměruR. Středy částic jsou
od sebe vzdáleny o d a jejich materiál má obecně jiné elastické konstanty než matrice.
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Obr. 3.2: Nekonečná řada kolineárnı́ch slabě ohnutých mikrotrhlin a kruhových čás-
tic.

Mezi částicemi ležı́ mikrotrhliny, které se kvazistaticky šı́řı́ v podmı́nkách módu I .
Malá porucha zatı́ženı́ způsobı́, že trajektorie šı́řenı́ mikrotrhlin se odchýlı́ od původ-
nı́ho přı́mého směru. Cı́lem je analyzovat stabilitu přı́mého směru šı́řenı́ mikrotrhlin
v podmı́nkách módu I v závislosti na konfiguraci mikrotrhlin a částic a na elastických
vlastnostech částic a matrice.

Analýza je založena na článku Melin [1], kde byl problém řešen pro přı́pad řady
trhlin v homogennı́m prostředı́. Problém se bude řešit pomocı́ techniky spojitě rozlo-
žených dislokacı́ a Buecknerova principu a aby byl analyticky zvládnutelný, je nutné
uvažovat následujı́cı́ zjednodušujı́cı́ předpoklady:

• Odchylka od horizontálnı́ho směru šı́řenı́ v okolı́ vrcholů mikrotrhlin je popsána
dostatečně hladkou lichou funkcı́ y(x), která je periodická s periodou d a pro jejı́
absolutnı́ hodnotu derivace platı́ |y′(x)| � 1.

• Přibližné řešenı́ pro dislokačnı́ hustoty složek Burgersova vektoruBτ(x) aBη(x)
(systém souřadnic (τ, η) je lokálnı́ a zavádı́ se na křivce mikrotrhlin y(x), viz nı́že)
podél slabě ohnutých mikrotrhlin hledáme v aproximaci O(y′(x)), tj. ponecháme
jen členy lineárnı́ v y′(x). V takovém přı́padě interakčnı́ členy (integrály s regu-
lárnı́mi jádry ve výše uvedených rovnicı́ch, které popisujı́ interakce dislokacı́ a
částic) bereme v aproximaci o(y′(x)), tj. odpovı́dajı́cı́ přı́mým mikrotrhlinám.

V mı́stě dislokace [c, 0] se na křivce y(x) zavede nový souřadný systém (τ, η), pro
který za podmı́nky |y′(x)| � 1 platı́ následujı́cı́ transformačnı́ vztahy vzhledem
k souřadnému systému (x, y)

τ = x− c , (3.28)
η = y(c)− y(x)− y′(c)(c− x) . (3.29)

Neznámé hustoty složek Burgersova vektoruBτ(x) aBη(x) se hledajı́ při |y′(x)| � 1
ve tvaru

Bτ(x) = B
(0)
τ (x) +B

(1)
τ (x) , (3.30)
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Bη(x) = B
(0)
η (x) +B

(1)
η (x) , (3.31)

kde B(1)τ (x) = O(y
′(x)) a B(1)η (x) = O(y

′(x)). Z rovnováhy normálových a smyko-
vých napětı́ na lı́cı́ch mikrotrhlin obdržı́me modifikacı́ rovnic uvedených v [1] soustavu
integrálnı́ch rovnic, ve kterých jako neznámé vystupujı́ hustoty Burgersova vektoru
Bτ(x) a Bη(x). Tyto se mohou určit pomocı́ iteračnı́ metody jako prvnı́ iterace řešenı́
dané soustavy integrálnı́ch rovnic, přičemž nulté iterace B(0)τ (x) a B(0)η (x) odpovı́dajı́
řešenı́ soustavy při y′(x) = 0.

Mikrotrhliny se šı́řı́ za podmı́nky KII = 0. Odtud dosazenı́m Bτ(x) do vztahu

KII =
√
2π
2µe

κe + 1
lim
x→a
(a− x)1/2Bτ(x) (3.32)

a jeho následnou úpravou se dostane kritérium směrové nestability řady mikrotrhlin

−a0
d


NT∑

m=0
em

2π
d

cos(πa/d)
sin(πa/d)

 m∑
n=0

uK
n,mDn(1)−

−1
2

m+1∑
n=0

uK
n,m+1Dn(1)−

1
2

m−1∑
n=0

uK
n,m−1Dn(1)

+
+
2π
d

cos(2πa/d)
sin(2πa/d)

Tm+1(1)

 
/  NT∑

m=0
(2fm + em)Tm+1(1)

 > 1 ,

(3.33)

kde a0 je polovičnı́ délka mikrotrhlin, při nı́ž došlo k počátečnı́mu nekonečně ma-
lému vychýlenı́ konců mikrotrhlin od horizontálnı́ho směru šı́řenı́ z nulové hodnoty
na hodnotu y0, em, fm a NT jsou koeficienty a stupeň aproximace superpozice normá-
lových a tečných dodatkových napětı́ od částic a napětı́ mezi částicemi v prostředı́ bez
mikrotrhlin, uK

n,m je n-tý koeficient Čebyševova polynomu druhého druhu stupně m,
Tm+1(1) je hodnota Čebyševova polynomu prvnı́ho druhu stupně m+ 1 v bodě 1, a

Dn(1) =


0 pro n = 0 ,
n−1∑
k=0

dD
k pro n ≥ 1 , (3.34)

dD
k =


0 pro n− k sudé ,

1√
π
Γ((n− k)/2)
Γ((n− k + 1)/2) pro n− k liché

(3.35)

a Γ(n) je funkce gama. Nedostatkem kritéria (3.33) je, že v něm vystupujı́ parametry,
které lze určit jen numericky.
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4 DISKUSE

V této kapitole budou diskutovány numerické výsledky řešenı́ problémů z kapitoly 3.

4.1 NEKONEČNÁ ŘADA MIKROTRHLIN A ČÁSTIC

V tomto odstavci se diskutujı́ dvě konfigurace mikrotrhlin a částic. V prvnı́m přı́padě
se jedná o mikrotrhliny, jejichž vrcholy ležı́ pouze v matrici, ve druhém přı́padě ležı́
konce mikrotrhlin na rozhranı́ částice/matrice.

Na obrázku 4.3 jsou grafy zachycujı́cı́ chovánı́ koeficientu intenzity napětı́KI v zá-
vislosti na relativnı́ délce mikrotrhlin a/d, jejichž vrcholy ležı́ stále v matrici. Hodnoty
koeficientu intenzity napětı́ KI jsou normovány vzhledem k homogennı́mu přı́padu.
Stupeň aproximace hustoty Burgersova vektoru By(x) byl zvolen NB = 11, stupeň
aproximace Bubnovovy-Galerkinovy metody pro aplikované napětı́ σappl

yy (x) byl zvo-
len NG = 7, stupeň aproximace Bubnovovy-Galerkinovy metody pro napětı́ σ1dis

e,yy (x)
byl zvolen NG = 14 a stupeň aproximace nesingulárnı́ho jádra Kyy(x, c) byl zvolen
Nf = 10. V levém sloupci jsou grafy zobrazujı́cı́ závislost KI/q

√
d tan(πa/d) na

relativnı́ délce mikrotrhlin a/d pro široký interval hodnot a/d, pro Ei/Ee = 1/4 a
Ei/Ee = 23/1 (tento poměr odpovı́dá kovovým částicı́m v epoxidové matrici), v pra-
vém sloupci jsou grafy závislosti KI/q

√
d tan(πa/d) na relativnı́ délce mikrotrhlin

pro úzký interval hodnot a/d ≥ 3/4 pro poměry elastických konstant Ei/Ee = 1/4,
1/2 a 3/4. Poměr poloměru a vzdálenosti středů částic byl shora omezen,R/d ≤ 1/3,
protože v opačném přı́padě by bylo třeba volit mnohem vyššı́ stupeň aproximace na-
pětı́ σ1dis

e,yy (x). Z grafů na obrázku 4.3 lze vidět, že vliv částic klesá s jejich rostoucı́
vzájemnou vzdálenostı́ a rostoucı́ tuhostı́. Např. z grafů v prvnı́m řádku (R/d = 1/3)
vyplývá, že vliv částic je natolik velký, že i pro krátké mikrotrhliny v přı́padě poměru
materiálových konstant Ei/Ee = 1/4 je hodnota KI/q

√
d tan(πa/d) téměř dvoj-

násobná, než pro matrici bez částic. Oblast vlivu částic v matrici nenı́ však velká,
protože např. graf odpovı́dajı́cı́R/d = 1/6 ukazuje, že k výraznému růstu koeficientu
intenzity napětı́ KI docházı́ až v okamžiku, kdy se čela mikrotrhlin nacházejı́ v těsné
blı́zkosti částic (Ei/Ee = 1/4).

Na obrázku 4.4 je graf srovnávajı́cı́ koeficient intenzity napětı́ KI pro nekonečnou
řadu mikrotrhlin a částic a pro přı́pad jedné mikrotrhliny a částice. Vrcholy mikrotrh-
lin resp. mikrotrhliny ležı́ v matrici. Jednotlivé stupně aproximacı́ byly voleny stejně
jako v předchozı́m přı́padě. Mikrotrhliny resp. mikrotrhlina celou svou délkou zůstává
v matrici. Poměr mezi poloměrem částic R a polovičnı́ délkou mikrotrhlin resp. mi-
krotrhliny a je konstantnı́ (R/a = 2), přičemž se měnı́ vzdálenost mezi částicemi
resp. vzdálenost mezi částicı́ a mikrotrhlinou. Problém interakce libovolně oriento-
vané mikrotrhliny a kruhové částice řešı́ práce Erdogana, Gupty a Ratwaniho [50].
V grafu na obrázku 4.4 je však vyneseno pouze to řešenı́ autorů Erdogana, Gupty a
Ratwaniho [50], které je vhodné k srovnánı́ se zde diskutovanou problematikou, tj.
přı́pad mikrotrhliny kolmé k částici. Tuhost částice je o řád vyššı́ než tuhost matrice
(např. kovové částice v epoxidové matrici). Z grafu na obrázku 4.4 vyplývá:
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Obr. 4.3: Závislost koeficientu intenzity napětı́ KI na relativnı́ délce mikrotrhlin a/d
pro periodickou řadu mikrotrhlin a částic, kdy vrcholy mikrotrhlin ležı́
v matrici.
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Obr. 4.4: Srovnánı́ závislostı́ koeficientů intenzity napětı́KI na relativnı́ délce mikro-
trhlin v přı́padě problému nekonečné řady částic a mikrotrhlin a problému
jedné částice a jedné mikrotrhliny (poznamenejme, že a/d = 1/6 .= 0, 17
odpovı́dá přı́padu, kdy vrcholy mikrotrhlin ležı́ na rozhranı́ částice/matrice).

• v přı́padě periodické řady mikrotrhlin je v daném intervalu hodnot a/d zesilujı́cı́
účinek interakce mikrotrhlin s rostoucı́m a/d slabšı́ než stı́nı́cı́ účinek částic,

• vlivem interakce mikrotrhlin jsou hodnoty normovaného faktoru intenzity napětı́
vyššı́ pro periodickou řadu mikrotrhlin v porovnánı́ s jednou mikrotrhlinou.

Řešenı́ kritéria stability pro řadu mikrotrhlin (3.27), jejichž vrcholy se nacházejı́
na rozhranı́ matrice a částic, bude ukázáno pro přı́pad, kdy poměr Youngových mo-
dulů pružnosti částic a matrice je Ei/Ee = 1/4, 1/2 a 3/4 a pro následujı́cı́ hodnoty
poměru délky procesnı́ zóny mikrotrhlin a vzdálenosti středů částic d∗/d = 1/40,
1/60, 1/80. Poznamenejme, že poměr Ei/Ee = 1/4 vede k hodnotě exponentu sin-
gularity napětı́ λ = 0, 6535, poměr Ei/Ee = 1/2 vede k exponentu λ = 0, 5737 a
poměr Ei/Ee = 3/4 k exponentu λ = 0, 5295. Numerické výsledky pro normova-
nou hodnotu kritického aplikovaného zatı́ženı́ qC/qC

hom× [KIC,i/KIC,e]−1 v závislosti
na relativnı́ velikosti částic R/d jsou uvedeny na obrázku 4.5. K výpočtu hodnot
kritického vnějšı́ho zatı́ženı́ qC byly použity stejné stupně aproximacı́ jako ve výše
diskutovaném přı́padu mikrotrhlin, jejichž vrcholy se nacházely v matrici. Křivky
v grafech prvnı́ho sloupce odpovı́dajı́ různým hodnotám parametru d∗ při pevně zvo-
leném poměru elastických konstant Ei/Ee, křivky v grafech druhého sloupce jsou
přeuspořádany pro pevně zvolenou hodnotu poměru d∗/d a pro různé hodnoty poměru
elastických konstant částic Ei a matrice Ee. Poněkud zvláštnı́ charakter závislosti
qC/qC

hom × [KIC,i/KIC,e]−1 na R/d lze objasnit následujı́cı́m způsobem: počátečnı́
pokles qC/qC

hom × [KIC,i/KIC,e]−1 souvisı́ s růstem poměru velikosti částic a roz-
měru oblasti dominance singulárnı́ho členu asymptotického rozvoje napětı́ před čelem
mikrotrhliny - jinými slovy, s rostoucı́ velikostı́ částic se stále vı́ce uplatňuje efekt
bimateriálového rozhranı́ na trhlinu šı́řı́cı́ se z elasticky tužšı́ho prostředı́ do elasticky
měkčı́ho prostředı́. Postupně však docházı́ k saturaci tohoto efektu, tak jak oblast do-
minance singulárnı́ho členu je stále vı́ce uzavřena v částici. V dalšı́ fázi převážı́ vliv
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Obr. 4.5: Závislosti kritického normovaného vnějšı́ho zatı́ženı́ qC/qC
hom ×

[KIC,i/KIC,e]−1 na relativnı́ velikosti částic R/d. Vrcholy mikrotrhlin ležı́
na rozhranı́ částice/matrice.
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poklesu zobecněného součinitele intenzity napětı́ HI v důsledku zmenšujı́cı́ se rela-
tivnı́ délky mikrotrhlin, což se projevı́ růstem qC/qC

hom × [KIC,i/KIC,e]−1. Nicméně,
v jistém momentu je tento trend převážen účinkem rostoucı́ koncentrace napětı́ mezi
částicemi, která vede k opětovnému růstuHI a tudı́ž k poklesu kritického normovaného
qC/qC

hom × [KIC,i/KIC,e]−1.

4.2 STABILITA SMĚRU ŠÍŘENÍ MIKROTRHLIN

V tomto odstavci bude diskutována stabilita směru šı́řenı́ mikrotrhlin na základě
kritéria (3.33), které graficky zachycuje obrázek 4.6, který odpovı́dá přı́padu konfigu-
race mikrotrhlin a sekundárnı́ch částicR/d = 8/100. Byly studovány pro dva přı́pady
tuhosti částic a matrice odpovı́dajı́cı́ poměrům Ei/Ee = 1/4 a 23/1. Aproximace
v dı́lčı́ch stádiı́ch výpočtu vedoucı́ k řešenı́ problému byly voleny následovně: stupeň
aproximace hustoty Burgersova vektoru By(x) byl zvolen NB = 11, stupeň apro-
ximace Bubnovovy-Galerkinovy metody pro aplikované napětı́ σappl

xx (x) a σappl
yy (x)

byl zvolen NG = 7, stupeň aproximace Bubnovovy-Galerkinovy metody pro napětı́
σ1dis

e,xx(x) a σ1dis
e,yy (x) byl zvolen NG = 14 a stupeň aproximace nesingulárnı́ho jádra

Kxx(x, c) a Kyy(x, c) byl zvolen Nf = 11. Stupně aproximace normálových a teč-
ných napětı́ v mı́stech mikrotrhlin byly zvoleny NT = 11. Kritérium stability směru
šı́řenı́ mikrotrhlin popisuje graf s označenı́m (i) v prvnı́m řádku obrázku 4.6. Zbýva-
jı́cı́ čtyři grafy ilustrujı́ napětı́ σxx a σyy v mı́stech mikrotrhlin, přičemž grafy (ii) a
(iii) odpovı́dajı́ nejkratšı́m studovaným mikrotrhlinám a grafy (iv) a (v) odpovı́dajı́
mikrotrhlinám, jejichž vrcholy ležı́ v nejtěsnějšı́ blı́zkosti rozhranı́ částice/matrice.

Konfigurace částic a mikrotrhlin proR/d = 8/100 odpovı́dá přı́padu, kdy nezávisle
na tuhosti částic, docházı́ při dostatečné délce mikrotrhlin k nestabilitě jejich směru
šı́řenı́. Tento jev nastává dřı́ve u matrice s elasticky měkčı́mi částicemi než u matrice
s částicemi elasticky tužšı́mi. Od jisté vzájemné konfigurace mikrotrhlin a částic se
však projevı́ vliv většı́ tuhosti částic a křivka stability pro elasticky tužšı́ částice přejde
z hodnot nižšı́ch než hodnoty křivky stability pro částice elasticky měkčı́ k hodnotám
vyššı́m. Napětı́ v mı́stech mikrotrhlin vykazujı́ menšı́ vliv sekundárnı́ch částic, ktery ´
se projevujı́ jen u mikrotrhlin blı́že částicı́m. Pokles vlivu sekundárnı́ch částic se
projevuje blı́zkými normovanými hodnotami napětı́ σxx/q k hodnotě 0 a blı́zkými
hodnotami normovaných napětı́ σyy/q k hodnotě 1. Směrová stabilita šı́řenı́ citlivě
závisı́ na vzájemném vztahu napětı́ σxx a σyy v mı́stech mikrotrhlin. Pokles σxx a σyy

vede k stabilitě přı́mého směru šı́řenı́ mikrotrhlin, zatı́mco růst obou napětı́ podmiň uje
nestabilitu přı́mého směru šı́řenı́ mikrotrhlin.

V přı́padě mikrotrhlin s vrcholy v blı́zkosti částic se z důvodu vlivu sekundárnı́ch
částic projevuje nepatrná nesymetrie u napětı́ σxx. Jejı́ odstraněnı́ vyžaduje vyššı́
aproximace použité Bubnovovy-Galerkinovy metody. Zvlněnı́ průběhů napětı́ je z
důvodů malé oblasti extrémnı́ch napětı́ v blı́zkosti vrcholů mikrotrhlin.

Výsledky se mohou shrnout do závěru, že vliv částic na stabilitu směru šı́řenı́
mikrotrhlin je dominantnı́ pouze u částic, jejichž vzdálenost středů je řádově shodná
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Obr. 4.6: Grafické znázorněnı́ kritéria stability směru šı́řenı́ mikrotrhlin. Graf (i)
popisuje kritérium stability šı́řenı́ mikrotrhlin, grafy (ii) a (iv) popisujı́
průběhy normovaných napětı́ σxx/q v závislosti na x/a, grafy (iii) a (v)
popisujı́ průběhy normovaných napětı́ σyy/q v závislosti na x/a.
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s jejich poloměrem. Při většı́ch vzdálenostech středů částic, ztrácejı́ částice vliv a sme ˇr
šı́řenı́ mikrotrhlin ovlivňujı́ zejména samy mikrotrhliny.

5 ZÁVĚR

Disertačnı́ práce si kladla za cı́l popsat pomocı́ analytických matematických pro-
středků chovánı́ sı́tě mikrotrhlin v kompozitu tvořeném křehkou matricı́ s distribucı́
zpevňujı́cı́ch částic. Splněnı́ tohoto úkolu se může stručně shrnout do následujı́cı ´ch
bodů:

• Na základě dostupné literatury byl navržen zjednodušený matematický model
matrice kompozitu zatı́žené tahovým vnějšı́m napětı́m a obsahujı́cı́ sı́t’mikrotrhlin.
Sı́t’mikrotrhlin byla modelována pomocı́ nekonečné periodické řady kolineárnı́ch
mikrotrhlin stejné délky, které byly vzájemně odděleny sekundárnı́mi kruhovými
částicemi stejného poloměru.

• S ohledem na matematické možnosti použité metody a předpokládané chovánı́
mikrotrhlin ve skutečném kompozitu byly zkoumány tři druhy konfiguracı́ mik-
rotrhlin. V prvnı́m přı́padě byl zkoumán vliv sekundárnı́ch částic na mikrotrhliny,
jejichž vrcholy se nacházely jen v matrici. Druhý zkoumaný přı́pad bylo stano-
venı́ kritického vnějšı́ho zatı́ženı́ matrice v přı́padě, že vrcholy mikrotrhlin ležı ´ na
rozhranı́ částice/matrice. A poslednı́ třetı́ přı́pad se týkal stability směru šı́řenı́ mik-
rotrhlin, která byla zkoumána z hlediska vývoje počátečnı́ malé poruchy přı́močaré
trajektorie mikrotrhlin. Vrcholy mikrotrhlin se nacházely v matrici kompozitu.

• Výsledky potvrdily známý fakt přitažlivé interakce mikrotrhlin a elasticky měk-
čı́ch částic, avšak ukázaly také, že oblast vlivu sekundárnı́ch částic nenı́ velká.

• V přı́padě relativně malých vzdálenostı́ mezi částicemi se ukázalo, že elasticky
tužšı́ částice v porovnánı́ s matricı́ vedou k většı́ směrové stabilitě šı́řenı́ periodicky
rozmı́stěných mikrotrhlin než částice elasticky měkčı́.

• Za daných předpokladů (ideálnı́ spojenı́ částic a matrice) existuje optimálnı́ roz-
loženı́ sekundárnı́ch částic v matrici kompozitu tak, že částice vedou k zvyšovánı́
lomové houževnatosti kompozitu, zejména v přı́padě, kdy čela mikrotrhlin dosáhla
rozhranı́ částice/matrice.

• Podobně v přı́padě studia směrové stability mikrotrhlin se ukázalo, že existuje
takové rozloženı́ částic a mikrotrhlin, kdy docházı́ k porušenı́ stability přı́mo-
čaré trajektorie mikrotrhlin a následnému obcházenı́ částic mikrotrhlinami a tedy
vyloučenı́ částic z lomového procesu.

• Důsledkem studia chovánı́ periodických mikrotrhlin a částic bylo nalezenı́ řešenı́
partikulárnı́ch úloh, které představovaly jednotlivé fáze řešenı́ celého problému.
Z dostupné literatury se zdá, že řešenı́ některých z nich nebyla dosud publikována.
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Zı́skané výsledky mohou být zajı́mavé nejen pro mechaniku shluků mikrotrhlin v čás-
ticových kompozitech, nýbrž i pro některé dalšı́ problémy, jako např:

• Problematika koalescence mikrotrhlin před čelem hlavnı́ trhliny v částicových
kompozitech.

• Mechanika mikrotrhlin v přı́čných vrstvách (lamelách) dvousměrných vláknových
kompozitů (tj. lamelách orientovaných pod úhlem 90◦ ke směru zatı́ženı́).

• Problematika integrity relativně silných, křehkých povlaků na kovových substrá-
tech, které sloužı́ jako tepelné bariéry. Vzhledem k velké rozdı́lnosti součinitele
teplotnı́ roztažnosti tepelné bariéry a substrátu a vzhledem k tomu, že kompo-
nenty s tepelnou bariérou se zpravidla nacházejı́ v podmı́nkách značně proměn-
ných teplot, docházı́ ke vzniku velkých cyklických tepelných napětı́. Pro zmı́rněnı́
tepelných napětı́ se tepelné bariéry navrhujı́ tak, aby vykazovaly velkou pod-
dajnost v rovině kolmé k povrchu. Toho se dosahuje záměrným zabudovánı́m
uspořádaných řad mikrotrhlin oddělených houževnatými heterogenitami.
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pp.138–150.

[47] Kaya, A. C. & Erdogan, F. (1987) On the Solution of Integral Equations with
Strongly Singular Kernels, Q. Appl. Math., 45, pp.105–122.

[48] Erdogan, F., Gupta, G. D. & Cook, T. S. (1973) Numerical solution of singular
integral equations. Methods of Analysis and Solutions of Crack Problems,
Ed. G. C. Sih, Noordhoff, Leiden, pp.368–425.

[49] Dundurs, J. & Mura, T. (1964) Interaction Between an Edge Dislocation and a
Circular Inclusion. J. Mech. Phys. Solids, 12, pp.177–189.

[50] Erdogan, F., Gupta, G. D. & Ratwani, M. (1974) Interaction Between a Circular
Inclusion and an Arbitrary Oriented Crack. J. of Appl. Mech., 12, pp.1007–
1013.

29



SEZNAM AUTOROVÝCH PUBLIKACÍ
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Anglický,
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ABSTRACT
The presented Ph.D. thesis investigates a crack problem for an array of collinear

microcracks in composite matrix with their tips allowing to terminate at inclusions in-
terfaces. Inclusions are situated in between the neighbouring microcracks tips and exhi-
bit different elastic properties than matrix. The problem is solved using the technique
of distributed dislocations and the Bueckner principle. First using the Muschelischvili
complex potentials and the Galerkin method the fundamental solution for a single
dislocation lying in general point between inclusions is developed. Next this solution
for a single dislocation is employed in the distribution of continuously distributed
dislocations to microcracks modelling, which converts the problem to investigating
the solution of a singular integral equation. The solution of singular integral equation
can not be found in closed form. Instead, numerical quadrature methods based on
special properties of the Jacobi polynomials are used to assemble this solution. There
are investigated three configurations of microcracks in the Ph.D. thesis. The first con-
figuration corresponds to straight microcracks which lie entirely in the matrix. The
dependence of the stress intesity factor KI on the microcracks-inclusions geometry
and the mismatch of elastic properties is evaluated in this case. The second case corre-
sponds to the straight microcracks whose tips lie at the inclusions/matrix interfaces.
In this case, the dependence of the critical applied loading qC on geometric and mate-
rials parameters is calculated. The third case deals with an assessment of the straight
microcrack paths stability/instability in a periodic array of originally colinear, slowly
growing microcracks.
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