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1 Uvod

A journey of a thousand miles starts with a single step and if
that step is the right step, it becomes the last step
—Lao Tzu

1 Uvod

Kamkoliv se v dne$nim svété podivame, najdeme néjaké sité. Elektrické a energetické sité nam prinasi
svétlo, teplo a zabavu do naSich domovu. Telefonni sit€¢ ndm umoziuji vzajemné komunikovat, dalnicni,
zelezniéni a letecka sit’ nam dovoluji prekonavat velké zemépisné vzdalenosti, abychom se dostali do prace,
abychom mohli navstivit své blizké ¢i abychom mohli navstivit nova mista a ziskat nové zkuSenosti.
Vyrobni a distribuéni sité nam poskytuji prostiedky k zivotu — potraviny a spotiebni vyrobky. A pocitacové
sit¢ dokonce zménily zplsob, jakym sdilime informace nebo realizujeme obchody. Ve vsech téchto
oblastech a v mnoha dalSich chceme zpravidla premistit néjaké entity (elektfinu, spotiebni vyrobky, osoby,
vozidla nebo zpravy) z jednoho mista na jiné misto v dané siti a udélat to co mozna nejefektivnéji. Nasim
cilem je poskytovat nejen dobré sluzby uzivatelim sité, ale ipouzit zakladni (zpravidla nakladné)
prenosové zatizeni efektivné. Tento typ tloh je dobfe popsan matematickym modelem znamym jako tilloha
viceproduktovych tok v sitich.

Viceproduktové toky (VT) predstavuji velmi komplexni typ ulohy (NP-t¢zky problém [Khul94]), kterym
jsme schopni fesit fadu problému z praxe. Jak vidime z obrazku 1.1, VT jsou nejobecnéjsi formou nékolika
jednodussich typt loh. Pokud budeme pracovat pouze s jednim produktem (tzv. jednoproduktové tlohy),
uloha se velmi zjednodusi a pro feSeni tohoto typu uloh jiz existuji specialni pseudopolynomialni
a polynomialni algoritmy. Vidime, Ze na ulohu toku s minimalnimi naklady opét miZeme pohlizet jako na
obecnéjsi pripad dvou jinych tloh — nejkratsi cesty a maximalniho toku. Jak pomoci VT, tak i pomoci jejich
jednodussich modelit jsme schopni feSit mnoho praktickych tloh. Ptrehled nékterych aplikaci najdete
v tabulce na obrazku 1.2. Poznamenejme jesté, ze jednoproduktové ulohy milzeme fesit i pomoci
(univerzalniho) sitového simplexového algoritmu ([Ahuj93], [Hoch98]).
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Produkt 1
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maximalniho
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Obriazek 1.1 Model viceproduktovych tokd.

Tato prace se zamétuje nejen na ulohu VT, ale i na jeji tfi specialni pripady. I kdyZz s pomoci existujicich
algoritmt pro VT ([Dant61, Geof74, Kenn80, Arro86]) bychom byli schopni fesit i jednoproduktové tlohy,
nebylo by to pfili§ smysluplné. Existujici presné VT algoritmy jsou pouze exponencidlni a pro feSeni
jednoproduktovych tloh jiz existuje fada efektivnéjsich polynomialnich algoritmii. Vypocetni naro¢nost
exponencialnich algoritmt je enormni a umoziiuje nam nalézt optimum pouze u uloh malého rozsahu.
Jejich pouzitelnost pro praxi je tak velmi omezena. Z tohoto divodu tady existuje snaha vyvojard
o vytvareni riznych heuristickych algoritmil, které nam sice nezaruci nalezeni optima, ale na druhou stranu
nam umozni v ,rozumném® Case fesit mnohem rozsahlejsi problémy. Vétsina heuristik je urcena pro feseni
konkrétniho problému (tzv. problémové specifické heuristiky) a nelze zpravidla zobecnit (napt. [Agga95]).



2 Nejkratsi cesty

Heuristické algoritmy navrzené v této praci byly inspirovany stochastickymi heuristickymi metodami
([Mich96], [Reev93]) a jejich pouziti je univerzalni.

Pojmenovani ulohy (autor) Druh algoritmu
rozvrzeni kontrolnich stanovist’ ve vyrobni lince ([White69]) nejkratsi cesty
aproximace po ¢astech linearni funkce ([Imai86]) nejkratsi cesty
uloha o batohu ([Fulk66]) nejkratsi cesty
model méstské dopravy ([Zawa87]) nejkratsi cesty
navrh ptepojovanych pocitatovych siti ([Jane96]) maximalni toky
rozvrhovani vyroby na vice shodnych strojich ([Fede86]) maximalni toky
maticové zaokrouhlovani ([Bach66]) maximalni toky
distribuovany vypocet na dvouprocesorovém pocitaci ([Ston77]) maximalni toky
distribu¢ni uloha ([Glov77]) toky s minimalnimi naklady
rekonstrukce levé srde¢ni komory z rentgenu ([Slum82]) toky s minimalnimi ndklady
optimalni vytizeni letadla na trase s meziptistanimi ([Gupt85]) toky s minimalnimi ndklady
evakuaéni plan budovy ([Chal82]) toky s minimalnimi naklady
skladovani sezonni produkce ([Jewe57]) viceproduktové toky
navrh VLSI Cipi ([Kort88]) viceproduktové toky
uloha obmény vyrobniho zatizeni ([Agga95]) viceproduktové toky

Obrazek 1.2 Ptiklady praktického vyuziti VT.

1.1 Cile disertacni prace

Cilem disertaéni prace bylo podrobné studium VT a navrzeni stochastického heuristického algoritmu pro
jejich feseni. V ramci studia VT jsme se zaméfili i na jejich specialni jednoproduktové verze, protoze
navrzeny heuristicky algoritmus rozklada komplexnéjsi tlohu VT na posloupnost jednoproduktovych uloh.
Jednim z hlavnich kritérii pfi navrhu heuristického algoritmu byla jeho vypocetni rychlost. Ta byla zna¢né
ovlivnéna predevsim rychlosti pouzitych (ptfesnych) algoritmi pro feseni jednoproduktovych tloh. Proto
byl podrobné zkouman i kazdy typ jednoproduktové tlohy. Toto zkoumani zahrnovalo vzdy:

definici matematického modelu dané jednoproduktové ulohy

zkoumani oblasti pouziti dané jednoproduktové tlohy

popis a programovou implementaci vybranych algoritmi

porovnani algoritmi a urceni nejvhodnéjsiho algoritmu pro pouziti v heuristickém VT algoritmu

Poté, co jsme nalezli vhodné jednoproduktové algoritmy, jsme se mohli zaméfit na analyzu a feSeni
samotné viceproduktové ulohy, které zahrnovalo:

definici matematickych modelil

zkoumani oblasti pouziti VT

moznosti feSeni VT pomoci exaktnich a aproximativnich algoritmu
navrh nékolika stochastickych heuristickych algoritmi pro feSeni VT
implementaci vybranych stochastickych heuristickych algoritmi
porovnani implementovanych heuristickych algoritmi

2 NejkratSi cesty

Uloha nejkratsi cesty je jednou ze zakladnich tloh tokd v sitich. Je stavebnim kamenem mnoha dal$ich
algoritmi (viz obrazek 1.1). Velmi casto se objevuje v praxi — pii mnoha ¢innostech bychom chtéli poslat
néjaky material mezi dvéma uréenymi body v siti co mozna nejrychleji, co mozna nejlevnéji, co mozna
nejspolehliveji. Ackoliv tloha nejkratsi cesty je relativné snadno fesSitelna (zakladnimi algoritmy), navrh
a analyza nejefektivnéjsich algoritmil jiz vyzaduje zna¢né znalosti a piehled v problematice.



2 Nejkratsi cesty

Uloha nejkratsi cesty se ¢asto objevuje v telekomunikacich &i v dopravé, kdykoliv chceme poslat zpravu &
automobil mezi dvéma geografickymi misty co mozna nejrychleji ¢i co nejlevnéji. Vyznamnym piikladem
vyuziti je planovani méstské dopravy ([Zawa87]). Ve vétsiné algoritmii pro hledani modelu meéstské
dopravy se fesi jako podproblém v hlavnim algoritmu velké mnoZzstvi loh nejkratsi cesty (pro kazdou
dvojici pocatecnich a koncovych uzli v siti zvlast). Jmenujme jesteé nékolik dalsich prikladii znamych
z literatury: aproximace po castech linearni funkce ([Imai86]), feSeni tzv. ulohy o batohu ([Fulk66]),
planovani poctu telefonnich operatorti ([Bart80]), optimalni rozloZeni kontrolnich stanovist' v ramci
vyrobni linky ([Whit69]) atd.

2.1 Matematicky model

Uvazujme orientovanou sit’ G = (N, 4), kde N je mnozina uzli (n = |[N]) a 4 je mnozina hran (m = |4]),
s délkou (naklady) c;, které jsou asociovany s kazdou hranou (i, j) € 4. Sit’ obsahuje jeden vyznacny uzel s,
ktery budeme oznacovat jako uzel zdrojovy (source). Necht' A(7) reprezentuje sousedni hrany uzlu i a necht’
C =max {c;: (i, J) € A}. Budeme definovat délku orientované cesty jako soucet délek jednotlivych hran na
cesté. Uloha nejkratsi cesty stanovi pro kazdy nezdrojovy uzel i € N orientovanou cestu s nejkratsi délkou
z uzlu s do uzlu i. Alternativné bychom mohli Glohu vidét jako poslani jedné jednotky toku (nejlevngji, jak
je to jen mozné) z uzlu s do kazdého z uzlti N — {s} v kapacitné neomezené siti. Z tohoto hlediska miizeme
formulovat Glohu nejkratsi cesty jako ulohu linearniho programovani nasledujicim zpisobem:

Minimalizuj Z C;iX; (2.1a)
(l,j)EA. '
za podminek

IR x,,-,={n__11 prof = (2.1b)

G ped) G(imed) pro vSechnaie N —{s}

x; 20 pro vSechny (i, j) € 4 (2.1¢)

Aby byla uloha nejkratsi cesty feSitelna pomoci dale uvedenych algoritmt, musi sit’ definujici problém
spliiovat nékolik predpokladi:

Vsechny délky hran jsou celociselné.

e Sit obsahuje orientovanou cestu z uzlu s do vSech zbylych uzli v siti.
Sit’ neobsahuje zaporny cyklus (iloha nejkrat$i cesty v siti se zapornym cyklem je NP-tplny
problém).

e Sit’ je orientovana.

Ovsem, jak se miizeme presvédcit napt. v [Ahuj93], tato ,,omezeni“ nas pti feSeni problémi ve skute¢nosti
nijak neomezuji. Pomoci riznych transformaci siti (viz [Palu03c]) jsme vzdy schopni splnit pozadavky
modelu. Algoritmy feSici Glohu nejkratsi cesty mizeme rozdélit do nékolika kategorii. Na algoritmy, které:

e Naleznou nejkrat$i cestu zjednoho uzlu do vSech ostatnich uzld, pricemz délky hran jsou
nezaporné (napft. Dijkstrav algoritmus [Dijk59]).

e Naleznou nejkratsi cestu z jednoho uzlu do vSech ostatnich uzli sité, jejiz délky hran jsou libovolné
(tedy i zaporné — napt. Bellmandv algoritmus [Bell58]).

e Naleznou nejkratsi cestu z kazdého uzlu do vsech ostatnich uzlG (napt. Floydiv algoritmus
[Ahuj93]).

Nas budou zajimat pouze algoritmy z prvni skupiny, protoze by nam dokonce stacilo nalezeni nejkratsi
cesty mezi uréenou dvojici uzli. Takovy algoritmus ale neexistuje. Mizeme vSak stavajici algoritmus
upravit tak, Ze po nalezeni cesty do cilového uzlu ukon¢i svij beh.



3 Maximalni toky

V literatue [Ahuj93], [Cook98], [Core91] se algoritmy prvni skupiny oznacuji téz jako znacky nastavujici
(label setting). Zakladnim algoritmem tohoto typu je Dijkstritv algoritmus. Dijkstra byl Jednlm z lidi, ktefi
nezavisle na sobé tento algoritmus publikovali [Dijk59]. Pivodni Dijkstriv algoritmus pracuje v &ase O(n?).
Casové omezeni O(n”) pro Dijkstriv algoritmus je nejlepsi mozné v pripadé aplnych hustych siti (tj.
m = Q(n%)), ale miize byt lepsi pro ¥idké sité, které se v praxi vyskytuji mnohem &astéji. Uzkym mistem
Dijkstrova algoritmu je volba uzlu s minimalni distanéni znackou. Byly proto vyvinuty sofistikované
datové struktury a postupy ([Dial69], [John77], [Fred84]), které nam umoziuji efektivnéjsi volbu uzlu.
Podafilo se nam tak bud’ dramaticky snizit dobu b&hu algoritmu, nebo zlepsit ¢asovou slozitost ([Dvor02]).
My se zaméfime konkrétné na Dialtiv algoritmus [Dial69], ktery by podle [Ahuj93] mél dosahovat
vybornych vysledkl v praxi a na haldové modifikace piivodniho Dijkstrova algoritmu — jmenovité s binarni
haldou ([John77]), d-haldou ([John77]) a Fibonacciho haldou ([Fred84]).

2.2 Vysledky empirickych testu a vyhodnoceni

Mezi vySe jmenovanymi algoritmy jsme hledali nejvykonnéjsi implementaci v Delphi ([Teix02]).
Rozhodnuti bylo provedeno na zakladé empirické analyzy. V tabulce na obrazku 2.1 najdete srovnani
algoritmi z hlediska ¢asové slozitosti. Nejlepsi omezeni poctu operaci pro nejhorsi piipad sit¢ ma Dijkstriv
algoritmus s Fibonacciho haldou. Casovéa slozitost viak muze byt ovlivnéna né&jakou ,patologickou
instanci problému a skute¢ny vykon algoritmu pro vétSinu instanci mlize byt mnohem lepsi. Vysledky
empirické analyzy jsou shrnuty v tabulce na obrazku 2.2. Kompletni testy a popis algoritmii a datovych
struktur najdete v [Palu03c], zde nam postaci dosazené poradi jednotlivych algoritmi na testovanych sitich.
Sité byly vygenerovany pomoci programu GVS (ptiloha [Palu03c]). Vidime, ze presvéd¢ivé nejlepsich
vysledkl dosahoval prave Dialtv algoritmus, jehoz Casova slozitost je pouze pseudopolynomialni.

Nazev algoritmu Publikovan Casova slozZitost
Dijkstr 1959 on’)
Dial 1969 O(m + nC)
Dijkstr s binarni haldou 1977 O(m log n)
Dijkstr s d-haldou 1977 O(m loggn ), d=m/n
Disjkstr s Fibonacciho haldou 1984 O(m + nlog n)

Obrazek 2.1 Algoritmy nejkratsi cesty.

Oznadeni sité Rela}cuerallllzlu a Dijkstr Dial Bhlglzr: ' dhalda Flbﬁg?;:mo
Mesh m~3n 5 1 3 2 4
DEL m~6n 5 1 3 2 4
RandomMesh m~20n 5 1 3 2 4

Obrazek 2.2 Prehled dosazenych umisténi algoritmi nejkratsi cesty v jednotlivych testech.

Bohuzel rychlost Dialova algoritmu je velmi zavisla od hodnoty C. Proto byla provedena i dalsi série testt
(viz [Palu03c]) — tentokrat jen na jednom typu sit€ o stejném rozsahu, ale srostouci hodnotou C.
Porovnavany byly jiz jen dva nejlepsi algoritmy z minulého testu — Dial a Dijkstr s d-haldou. Méfenim bylo
zjisténo, ze priblizné do hodnoty C = 25000 je Dialtiv algoritmus stale nejrychlejsi. Pro vyssi hodnoty C ale
rychle ztraci a stava se brzo nejpomalejSim algoritmem v testu. Proto pro pouziti v praxi nebo v ramci
jinych komplexné&jsich algoritmti je mnohem vhodnégjsi pouzit variantu Dijkstrova algoritmu s d-haldou,
jehoz vykonnost neni ovlivnéna hodnotou C.

3 Maximalni toky

Uloha maximalniho toku (tj. piepravy maximalniho mnozstvi ,hmoty“ pii omezené propustnosti
prepravnich linek) je specialnim pfipadem obecnéjsi ulohy toku s minimalnimi naklady. Zakladni teorie
a algoritmy maximalnich toki jsou dobfe popsané v literatuie ([Ples83], [Ahuj93], [Goem94]). Pro feseni

ulohy maximalniho toku existuji vykonné polynomialni algoritmy (Goldbergliiv [Gold85]). Vybrané



3 Maximalni toky

algoritmy byly opét implementovany v Delphi ([Teix02]) a empirickou analyzou jsme hledali
nejvykonnéjsi implementaci, kterou pak pouzijeme v komplexnéjSich algoritmech. Algoritmy pro feSeni
maximalniho toku mizeme vyuzit i pro feSeni loh minimalniho fezu ([Ples83], [Ahuj93], [Goem94]).
Mezi obéma tillohami totiz existuje zajimavy vztah, ktery je poji dohromady. Oba typy uloh jsou pouzitelné
pro feSeni fady praktickych problémii. Pfimo s ulohou maximalniho toku se mizeme setkat pfi rozvrhovani
vyroby pro vice stroji stejného typu ([Fede86]), pii distribuovanych vypocétech na dvouprocesorovém
pocitaéi ([Ston77]), pfi zaokrouhlovani racionalnich prvki matic a soucti sloupct a fad ([Bach66]), pri

navrhu pocitatovych ptepojovanych siti ([Jane96]) atd.
3.1 Matematicky model

Necht' G = (N, A4) je sit’ s nezapornou kapacitou u; asociovanou s kazdou hranou (i, j) € 4. Necht
U=max {u;: (i,j) € A}. Podobné jako jsme uvedli diive, seznam sousednich hran A(i) = {(i, k): (i, k) € A}
obsahuje vSechny hrany vychazejici zuzlu i. Abychom mohli definovat Glohu maximalniho toku,
rozliSujeme v siti G dva specialni uzly: zdrojovy (source) uzel s a spotrebni (destination) uzel t. Jak uz
napovida nazev ulohy, snazime se najit maximalni tok ze zdroje do spotiebice, ktery splituje kapacitni
omezeni hran a rovnovahu toku u viech uzlii (co do uzlu piitede, musi z uzlu i odtéct). Ulohu miizeme
obecné formulovat nasledovné:

Maximalizuj v (3.1a)

za podminek:
v proi=s,
qu - Zxﬂ =< 0 pro vSechny ie N —{s,t}, (3.1b)

{nedy  GxDed; —v  proi=t

0<x;<u; pro kazdou (i, j) € A. (3.1¢)

Vektor x = {x;} splitujici (3.1b) a (3.1c) budeme oznacovat jako tok (presnéji jako s — f tok) a odpovidajici
hodnotu skalarni proménné v (value) jako velikost toku.

Aby byla tloha maximalniho toku fesitelna pomoci prezentovanych algoritmi, musi sit’ spliiovat nékolik
predpokladu:

e Sit’ je orientovana.
Vsechny kapacity jsou nezaporné a celoCiselné.

e Sit' neobsahuje orientovanou cestu zuzlu sdo uzlu ¢ slozenou pouze zhran s nekonecnou
kapacitou.

e Kdykoliv hrana (7, j) nalezi do A4, tak i hrana (j, /) nalezi do 4.

e Sit’ neobsahuje paralelni hrany (tzn. dvé nebo vice hran se shodnym pocateénim a koncovym
uzlem).

Podobné jako u tlohy nejkratsi cesty neznamenaji ani tentokrat tato omezeni zadnou ztratu na obecnosti
modelu. Pomoci vhodnych tprav a transformaci ([Palu03c]) mizeme tato omezeni odstranit. Spojeni mezi
ulohou maximalniho toku a ulohou minimalniho fezu vyjadfuje nasledujici véta zformulovana a dokazana
Fordem ([Ford56]).

Véta 3.1 Velikost maximdiniho s — t toku se rovnd kapacité minimdlniho s — t Fezu.
3.2 Vysledky empirickych testi a vyhodnoceni

Algoritmy fesici tlohu maximalniho toku mizeme rozdélit do dvou zékladnich skupin. Prvni skupinu tvoii
algoritmy zalozené na myslence zlepSujici cesty. Patfi sem vétSina zde testovanych algoritmi
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(Ford-Fulkerson ([Ford56]), Edmonds-Karp ([Ples83]), Dinic ([Dini99])). Druha skupina algoritmi, znama
jako predtok $irici algoritmy, je zastoupena Algoritmem tii Indt ([Palu0la]) a Goldbergovym algoritmem
([Gold85], [Palu01b]). Algoritmy patiici do druhé skupiny jsou mnohem obecnéjsi, vykonné&jsi
a flexibilngjsi nez algoritmy zlepSujicich cest. Nejlepsi predtok Sifici algoritmy piekonavaji nejlepsi
algoritmy zlepSujicich cest jak teoreticky, tak prakticky. Jiz z ¢asové slozitosti jednotlivych algoritmi
potvrdila i pfi empirickych testech (obrazek 3.2). Pivodni verze Goldbergova algoritmu byla autorem
upravena ([Palu01b]) do vykonnéjsi podoby. Pii programové realizaci ptivodniho Goldbergova algoritmu se
ukazalo, ze preznackovavat postupné jednotlivé uzly neni ptili§ efektivni, ze je mnohem lepsi po né&jakém
vhodné zvoleném poctu iteraci provést ,,hromadné pfeznackovani vsech uzli. Nasledné provedenymi testy
byla tato skuteénost potvrzena. Touto Upravou se vyznamné zlepSilo empirického chovani algoritmu,
piicemz ale &asova slozitost algoritmu zistala stale O(r*). Jako nejvhodnéjsi se nakonec ukazalo provadét
,hromadné* preznackovani po provedeni (0.5 — 0.7)n iteraci, kde # je pocet uzla.

Modifikovana verze Goldbergova algoritmu dosahla nejlepsich vysledki v testech a byla proto zvolena pro
pouziti v komplexnéjsich algoritmech. Kompletni testy a popis algoritmti najdete v [Palu00] a [Palu03c].

Nézev algoritmu Publikovano Casova slozitost
Ford-Fulkerson (F-F) 1956 qO(m), q € (0, )
Edmonds-Karp (nejkratsi cesta) (E-K) 1972 O(nm?)
Edmonds-Karp (cesta s maximalni kapacitou) (E-K2) 1973 O(n’m Inv)
Dinic (D) 1972 O(n’m)
Algorimus ¥ Inda (A3]) 1978 o)
Goldbergtiv algoritmus (G) 1985 o)
Modifikovany Goldbergliv algoritmus (MG) 2000 o)

Obriazek 3.1 Algoritmy maximalnich toki.

Vsechny soucasné nejlepsi algoritmy pracuji na podobném principu jako Goldbergliv algoritmus, ale
modifikuji jeho ,,slabé“ misto, coz je prace s frontou FIFO pii vybéru aktivniho uzlu. Jedna z dalSich
modifikaci Goldbergova algoritmu nejdiive prozkoumava aktivni uzly s nejvétsi hodnotou distanéni znacky
(highest-label preflow algorithm [Gold93]), v jiné modifikaci se naopak upfednostiiuji aktivni uzly
s dostateéné velkym piebytkem a v ramci této skupiny uzli se voli uzel s nejmensi hodnotou distan¢ni
znacky (excess scaling algorithm [Ahuj89]) a v posledni existujici modifikaci se pro ukladani aktivnich
uzli vyuziva specialni datové struktury — dynamickych stroma ([Slea83]). Tyto nové algoritmy zpravidla
ptinasi zlepSeni ve formé lepsi Casové slozitosti, ale jejich prakticky ptinos ve formé skuteéného zvyseni
rychlosti vypoctu je sporny.

Oznaceni | Relace uzlt Nézev algoritmu
sité a hran F-F E-K E-K2 D A3l G MG
Cheryian m~n 6 2 7 3 4 5 1
Gold m~n 6 5 7 4 2 1 3
Ridky m~2n 7 2 4 5 6 3 1
Sit m~3n 6 7 5 3 2 4 1
Random m~3n 5 7 4 2 3 6 1
Ctverec m~ 6n 6 7 5 4 3 2 1
DoubleExp m~ 8n 7 6 5 4 3 2 1
Bipart m~n'/4 5 7 6 3 4 1-2 1-2
Husty m~n’/2 7 6 5 1 3 4 2

Obrazek 3.2 Prehled dosazenych umisténi jednotlivych algoritm maximalnich tokd.

V ramci této prace realizovana implementace modifikovaného Goldbergova algoritmu patii k nejrychlejsim
ve své tiidé a umoznuje fesit rozsahlé ulohy (tisice uzli a hran) v kratkém case (v fadu sekund). V [Ahuj97]
se taktéz vénovali podrobnému testovani doposud vyvinutych algoritmii pro ulohu maximalniho toku
arelaci mezi skutecnym vykonem v praxi a casovou slozitosti. NejlepSich vysledkt dosahla highest label
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4 Toky s minimdlnimi ndklady

verze Goldbergova algoritmu ([Gold93]) tésné nasledovana FIFO verzi, ktera byla pouzita i v této praci.
Ostatni algoritmy nasledovaly uz s vét§im odstupem.

4 Toky s minimalnimi naklady

Jedna se o variantu ulohy viceproduktovych tokd pouze s jednim produktem. Je to zakladni uloha toki
v sitich ([Ples83, Ahuj93]). Sama je opét obecngjSim piipadem jiz popsanych uloh (maximalni tok
a nejkratsi cesta). Problém, ktery tato iloha fesi, je nasledujici: Chceme najit nejlevnéjsi prenos produktu
skrz sit’ tak, abychom naplnili poptavku po produktu u nékterych uzli pti vyuziti nabidky produktu u jinych
uzlii. Tento model ma fadu pouziti v praxi. Uloha toku s minimalnimi naklady se objevuje téméf ve viech
oblastech primyslu. Rozhodné tlohy tokii s minimalnimi naklady pronikaji do praxe. S problémy
feSitelnymi pomoci algoritmd hledajicich tok s minimalnimi naklady se setkame pfi projektovani
distribu¢nich systémt, v Iékarské diagnostice, pfi prepravé zbozi, pii vyrobé zbozi, pfi kapacitnim
planovani, fizeni lidskych zdroji atd. Konkrétné¢ jmenujme naptiklad rekonstrukci levé srdeéni komory
z rentgenovych snimkd ([Slum82]), navrh evakuacniho planu budovy ([Chal82]), optimalni vytizeni letadla
na trase s meziptistanimi ([Gupt85]) a nejcastéji se vyskytujici distribu¢ni ulohu ([Glov77]).

4.1 Matematicky model

Necht' G = (N, A) je orientovana sit’ s naklady c; a kapacitami u; asociovanymi s kaZzdou hranou (i, j) € 4.
Dale s kazdym uzlem i asociujeme Cislo b(i), které uréuje jeho zdsobu (supply) nebo pozadavek (demand)
po produktu podle toho, zda b(7) > 0 nebo b(i) < 0. Ulohu toku s minimalnimi naklady miizeme stanovit
nasledovng:

Minimalizuj — z(x)= ) ¢,x, (4.1a)
(1,))ed
za podminek
Xy = Zx‘/,- =b(i) pro vSechny i € N, (4.1b)
{J:(i.)ed} {(.)ed}
0<x;<uy pro vsechny (i, j) € 4 4.1¢)

Necht' C je oznaceni pro nejvétsi naklady na kterékoliv hrané. Dale necht’ U je oznaceni pro nejveétsi
hodnotu zasoby/pozadavku nebo kapacity hrany (mimo o). Pfedpokladame, Ze dolni hranice /; pro tok
hranou jsou nulové. Dale zavedeme jesté nékolik predpokladi:

Vsechna data (naklady, zasoba/pozadavek, kapacita) jsou celociselna.

e Sit’ je orientovana.

e Kdyz zasoby/pozadavky u uzld spliuji podminku ) ., b(i)=0, pak Gloha toku s minimalnimi
naklady ma ptipustné feseni.

e Predpokladame, Ze kazda sit’” G obsahuje orientovanou cestu s neomezenou kapacitou (tj. kazda
hrana na cest¢ ma nekonecnou kapacitu) mezi kazdou dvojici uzlu.

e Vsechny naklady na hranach jsou nezaporné.

Podobné jako u pfedchozich tloh neznamenaji uvedené predpoklady Zadné omezeni na obecnosti modelu.
Lze je ,,obejit™ vhodnymi transformacemi sité([Palu03c]).

4.2 Podminky optimality

Definovani podminek, za kterych je feSeni ulohy toku s minimalnimi naklady optimalni, je pro nas uZzite¢né
z n&kolika diivodi. Poskytuje nam kontrolu, zda ziskané feseni je skuteéné optimélni. Casto jsme schopni
na zakladé podminek optimality navrhnout algoritmus pro feSeni dané ulohy. Ukazme si nyni né€kolik
riznych (ale ekvivalentnich) podminek optimality pro ulohu toku s minimalnimi naklady. Dukazy
nasledujicich vét najdete napt. v [Ahuj93].
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4 Toky s minimalnimi ndaklady

Véta 4.1 (Podminky optimality zdaporného cyklu) — Pripustné Feseni x je optimdlnim Fesenim iilohy toku
s minimalnimi ndklady tehdy a pouze tehdy, kdyz spliiuje podminky optimality zdporného cyklu, tzn. Ze
residudlni sit G(x ) neobsahuje (orientovany) cyklus se zdpornou cenou.

Véta 4.2 (Podminky optimality redukovanych ndkladi) — Pripustné reSeni x je optimalnim reSenim ulohy
toku s minimalnimi ndklady tehdy a pouze tehdy, kdyz néjakd mnozina potencialii uzlii « spliiuje ndsledujici
podminky optimality redukovanych nadkladii:

cf =0 pro kazdou hranu (i, j) v G(x). (4.2)
Véta 4.3 (Komplementdrni podminky optimality) PFipustné reSeni x* je optimdlni Feseni ilohy toku
s minimalnimi ndklady tehdy, kdyz pro néjakou mnozinu potencialii uzlii, redukovanych ndkladi a hodnot
toku spliuje ndsledujici komplementdrni podminky optimality pro kazdou hranu (i, j) € A:

Je-li ¢; >0, potom x; =0. (4.3a)
Je-1i 0 <x,, < uy, potom ¢} =0. (4.3b)
Je-li ¢ <0, potom x; =u;. (4.3¢)

Na podminkach optimality zaporného cyklu je zalozen algoritmus stornovanych cykli ([Klei67]), na
komplementarnich podminkach optimality je zalozen cenové-zjemnujici algoritmus [Rock80], ostatni
algoritmy jsou zaloZzeny na podminkach optimality redukovanych nakladd (algoritmus postupnych
nejkratSich cest [Busa61], primarné-dualni algoritmus [Ford62], kapacitné-zjemnujici [Orli93], relaxaéni
algoritmus [Bert88]).

4.3 Pseudopolynomialni a polynomialni algoritmy

Uloha toku sminimalnimi néklady je jiz natolik slozitd, Ze pro jeji feSeni uvazujeme jiz
i pseudopolynomialni algoritmy, jejichz doba feSeni mulize s velikosti ulohy rist exponencialné, ale na
druhou stranu jejich struktura byva velmi jednoducha ([Palu03a]). Podle [Ahuj93] by mél k nejlepSim
algoritmim patfit pravé pseudopolynomialni relaxacni algoritmus zalozeny na myslence Lagrangeovy
relaxace ([Fish81]). V duchu teorie o vypocetni slozitosti neni pouziti pseudopolynomidlniho algoritmu
uplné uspokojivé. Nemame dobré teoretické zaruky, Ze algoritmus bude fesit dostatecné rychle vSechny
typy problémi, se kterymi bychom se mohli setkat. V této situaci se nabizi otazka, zda miizeme vymyslet
algoritmy, které jsou polynomialni v béznych parametrech problému, tj. v poctu uzli », poctu hran m, logU
a logC. Jak ziskdme polynomialni algoritmus? K ziskani algoritmu pracujiciho v polynomialnim case
pouzijeme myslenku znamou jako zjemriovani (scaling, [Edmo72]), konkrétné pouzijeme zjemnovani dat
s kapacitou a zjemrniovani dat s cenou. Vytvorime tak dva algoritmy pracujici v polynomialnim case: (1)
kapacitné zjemnujici algoritmus, ktery je zjemnujici verzi algoritmu postupnych nejkratSich cest a (2)
cenoveé zjemnujici algoritmus, ktery je zobecnénou verzi Goldbergova algoritmu pro hledani maximalniho
toku v siti. Zjemnovani je vyznamna idea, pomoci které byla vylepSena fada algoritmti v kombinatorické
optimalizaci véetné algoritmu feSicich Glohu toku s minimalnimi naklady ([R6ck80], [Gabo85], [Ahuj93],
[Palu03b]). Na zjemnovaci algoritmy se miizeme divat nasledujicim zpisobem. Zaéneme s podminkami
optimality pro tlohu sitovych toki, kterou zkoumame, ale misto pfesného vyjadieni téchto podminek,
generujeme aproximativni feSeni, které mutize porusit jednu (nebo vice) podminek o maximalni mnozstvi A.
Na zacatku tim, Ze zvolime A dostatecné velké, naptiklad C nebo U, snadno mizeme najit pocatecni feseni,
které spliiuje uvolnéné podminky optimality. Potom zménime parametr A na A/2 a provedeme
reoptimalizaci, aby aproximativni feSeni nyni porusovalo podminky optimality nanejvyse o A/2.
Opakujeme tento postup — opét reoptimalizujeme, dokud aproximativni feSeni neporusSuje podminky
optimality o maximalné A/4 atd. Tato strategie feSeni je docela flexibilni a vede k riznym algoritmim
v zavislosti na tom, které podminky optimality jsme uvolnili a jak jsme provedli reoptimalizaci.
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4 Toky s minimalnimi ndaklady

Z pseudopolynomialnich algoritmt byly zkoumény a implementovany nasledujici:
e algoritmus stornovanych cykli ASC ([Klei67])
e algoritmus postupnych nejkratSich cest APNC ([Busa61])
e primarné-dudlni algoritmus P-DA ([Ford62])
e relaxacni algoritmus RA ([Bert88])

Z polynomialnich algoritmi jsme se zaméfili na:
e kapacitné zjemnujici algoritmus KZA (polynomialni verze APNC [Orli88])
e cenové zjemnujici algoritmus CZA (zobecnéni Goldbergova algoritmu [R6ck80])

4.4 Vysledky empirickych testu a vyhodnoceni

soucasti mohou byt i jiné jednodussi algoritmy, jako je algoritmus pro nalezeni nejkrat$i cesty nebo
algoritmus pro nalezeni maximalniho toku. Témito algoritmy jsme se zabyvali v pfedchozich kapitolach.
Jejich volbou mizeme zna¢né ovlivnit vyslednou vykonnost hlavniho algoritmu. Protoze se miizeme opfit
o vysledky testl skupiny algoritmii pro maximalni tok (kapitola 3.2) i pro nejkratsi cestu (kapitola 2.2), byl
pro nalezeni maximélniho toku pouzit modifikovany Goldbergiv algoritmus (O(n’)) a pro nalezeni
nejkratsi cesty Dijkstriv algoritmu pracujici s d-haldou (O(mlogn), kde d = m/n).

Nézev algoritmu Publikovano Casova slozitost
Algoritmus stornovanych cykli (ASC) 1967 O(nm*CU)
Algoritmus postupnych nejkratSich cest (APNC) 1961 O(nmUlogn), d=m/n
Primarng-dualni algoritmus (P-DA) 1962 O(n*'min{C, U})
Relaxacni algoritmus (RA) 1988 O(m’nCU")
Kapacitné zjemiujici algoritmus (KZA) 1988 O(m’logn logl), d = m/n
Cenové zjemnujici algoritmus (CZA) 1980 O(n”mlog(nC))

Obrazek 4.1 Piehled testovanych algoritmii.

Z hlediska vyuziti jinych algoritmi mizeme algoritmy fesici tlohu toku s minimalnimi naklady rozdélit do
tfi skupin. Prvni skupinu tvofi algoritmy, které nepotfebuji zadny jiny algoritmus ke své Cinnosti (RA,
CZA), do druhé skupiny radime algoritmy obsahujici feSeni ulohy nejkratsi cesty (APNC, KZA) a do treti
skupinu patii algoritmy pozadujici jak nalezeni nejkratsi cesty, tak i maximalniho toku (ASC, P-DA).

Priblizny odhad chovani algoritmu muizeme ziskat zjeho Casové slozitosti. Prehled casovych slozitosti
testovanych algoritm najdete v tabulce na obrazku 4.1. Bude zajimavé konfrontovat tyty udaje s realnymi
vysledky v testech. Jako voditko nam muze poslouzit tabulka na obrazku 4.2, ktera shrnuje dosazené potadi
jednotlivych algoritmti v testech. Kompletni vysledky testi naleznete v [Palu03c]. Cilem testd bylo najit
vhodného kandidata pro feseni viceproduktového toku s minimalnimi naklady. Z naméfenych dat je ziejmé,
ze pri feseni VT s minimalnimi naklady pouzijeme APNC.

Oznacent sits Relace Nézev algoritmu
uzliahran | ASC | APNC | P-DA RA KZA CZA

Cheryian m-~n 1-2 1-2 3 5 4 6
Mesh m~3n 6 1 3 4 2 5
SquareMesh m~ 6n 6 1 2 4 3 5
DoubleExpLine m~ 10n 6 1 3 5 2 4
RandomMesh m~20n 6 1 2 4 3 5
Dense m~n’/2 6 2 3 4 1 5

Obriazek 4.2 Prehled dosazenych umisténi algoritmt fesicich tlohu tokti s miniméalnimi naklady.
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5 Viceproduktové toky

Uloha viceproduktovych tokii je specialni téidou linearniho programovani a miize byt pouzita jako model
pro feseni mnoha praktickych problémd, z nichz nékteré vyzaduji, aby tok byl celo¢iselny. Jak jsme vidéli
v predchozich kapitolach, pro feseni jednoproduktovych tokovych tloh byly vyvinuty velmi efektivni
algoritmy. Navic je u nich i garantovana celociselnost optimalniho toku, pokud jsou celo¢iselné
i zasoby/pozadavky u uzli a kapacity u hran. AvSak v dusledku slozitéjsi struktury omezeni
u viceproduktové ulohy nemiizeme pouzit klasické metody linearniho programovani pro nalezeni
celociselného optima. Pro obrovskou vypocetni naro¢nost se nehodi ani pouziti existujicich celociselnych
programovacich technik. Jako schiidné feseni se jevi v soucasné dobé pouziti heuristickych metod. V této
praci se zaméfime hlavné na stochastické heuristické metody ([Mich96], [Reev93]), mezi které fadime
mimo jiné genetické algoritmy, simulované Zihani a tabu search (zakazané prohledavani).

V predchozich kapitolach jsme vzdy fesili Glohy s jedinym produktem, ktery jsme chtéli poslat ze zdroje do
spotiebice néjakym optimalnim zplisobem, napfi. podél nejkratsi cesty nebo s minimalnimi naklady. V praxi
se ale vétsinou vyskytuje nékolik fyzickych produktl, dopravnich prostredkii nebo zprav, kazdy z nich ma
své vlastni omezeni pro tok v siti a spole¢né sdileji pouze sit. Naptiklad v telekomunikaénich aplikacich
telefonni hovor mezi danou dvojici uzli definuje jeden produkt v zakladni siti. Kdyby se produkty
vzajemné nijak neovliviiovaly, fesili bychom kazdou ulohu samostatné s vyuzitim jiz popsanych algoritmii.
V opac¢ném piipadé ale nebudou jednotlivé jednoproduktové tlohy nezavislé. Pokud tedy chceme najit
optimalni tok, musime ulohy fesit ve vzajemném souladu.

Uloha viceproduktovych tokii mize byt pouzita pro feSeni mnoha praktickych probléma jako jsou napf.
distribu¢ni problémy ([Kenn80]), multiperiodicky pfifazovaci problém ([Arro86]), problém obmény
zatizeni ([Agga95]), ulohy v telekomunikacnich sitich ([Riou92]), pfi navrhu VLSI ¢ipt ([Kort88]), pfi
skladovani sezénnich vyrobku ([Jewe57]). Zatimco v nékterych aplikacich neni celoCiselnost toku nutna
[Kenn80], v jinych je naopak pozadovana [Arro86].

5.1 Matematické modely viceproduktovych toku

Uloha viceproduktovych tokii méa dvé zakladni formy:
e maximalni viceproduktovy tok
e viceproduktovy tok s minimalnimi naklady

Nejdiive si uved’me model pro ulohu maximalniho viceproduktového toku. Predpokladejme, 7e s* a * pro k
=1, 2, ..., K predstavuji zdroj a spotebi¢ pro produkt k. Potom ulohu viceproduktového maximalniho toku
(ve formée s uzly a hranami) mizeme definovat nasledujicim zptisobem:

Maximalizuj Y v* (5.1a)
1<k<K
za podminek
vk i=sk ieN
Dxi— Yxhi= 40 i#(s*, %) k=12,..K (5.1b)
Uedy )4} _ot i=gk

> x; <u, (G,j) € A (5.1¢c)

1<k<K
0<x; <u, (G, j)ed a k=1,2,...K (5.1d)

Ve vySe uvedené formulaci xllj‘ je tok produktu k pres hranu (i, j) a V" je celkovy tok produktu &, ktery

opusti zdrojovy uzel s* a dosahne spotiebige 7. Pro kazdou hranu (i, /) je také zavedeno spoleéné omezeni
kapacity u;. Kapacita u; pfedstavuje mnozstvi néjakého spolecného zdroje (napf. kapitalu, prace, zarizeni,
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’ ;. v v “vr 7 v . v . . . k ’
mista atd.), ktery je spole¢né vyuzivan vSemi produkty. Kromé toho je zavedena ikapacita u;, ktera

reprezentuje maximalni povolenou hodnotu toku 4-tého produktu pies hranu (i, j) danou specifickymi
omezenimi daného produktu (omezené zdroje, technologické limity). Dale musi byt pro kazdy produkt
a pro kazdy uzel rozdil pfitoku a odtoku uzlu s vyjimkou zdroju a spotiebicii nulovy.

Podobné je definovana i tloha viceproduktového toku s minimalnimi naklady:

Minimalizuj Y c*x* (5.2a)
1<k<K
za podminek
Dixg - Doxk=bf ieNak=12,.,K, (5.2b)
(i, )ed)  (J(J.i)ed)
>y <u, (i, ]) € A, (5.2¢)
1<k<K '
0<x; <uy (G,jyeda k=1,2,.. K (5.2d)

V této formulaci ¢* je vektor jednotkovych nakladii produktu ka b* >0 (b* <0) je zasoba (pozadavek)

produktu k u uzlu i. Poznamenejme, Ze musi platit Zb,k =0prok=1,2,.... K
ieN

Na rozdil od formulace viceproduktového maximalniho toku (5.1) se mize v této formulaci vyskytnout vice
zdrojii a spotiebicl u kazdého produktu. Neni ovSem problém zkonstruovat novou sit’ s dopliikovymi uzly
a hranami, ktera bude ptedstavovat ekvivalentni ulohu viceproduktového toku s minimalnimi naklady
s jednim zdrojem a spotiebi¢em pro kazdy produkt. Sta&i pridat do sité 2m uzla (S, T¥) pro k=1, 2, ...,

K ahrany (S%, i) skapacitou b"pro viechna i s b* >0a hrany (i, T") skapacitou —b" pro vsechna

is b,k <0. Uzel S budeme oznacovat jako super zdroj a uzel T* jako super spotiebic. Jednotkové naklady

na téchto hranach budou pro produkt & nulové a nekoneéné pro ostatni produkty. Necht' N’ je mnozina
novych uzli a 4’ je mnozina novych pridanych hran. Necht 7* je celkovy tok, ktery by mél opustit uzel S*

prok=1,2, ..., K, ureny takto:
Vk :zb,k — Z(_b,k) ,
ieD ieD'

kde D je mnozina uzliii s 5! >0a D’ je mnozina uzlii s 5 <0.
Odpovidajici sitovy model pro sit G'=(N U N, 4 U A’) je:

Minimalizuj Z cFxk (5.3a)
1<k<K
za podminek
vk i=S* ie(NUN')
Dxp— D= 0 i#(S*.T%) k=12,...K (5.3b)
{.nedy  {7:(.Ded} _pk i=Tk

DXy <u, (i, /) € 4, (5.3¢)

1<k<K
0<x; <u, G.j)ye Aud)a k=1,2,.. K. (5.3d)

5.2 Metody reSeni

Pro jednoproduktové ulohy byly jiz vyvinuty velmi efektivni metody (jak jsme poznali v pfedchozich
kapitolach) pro nalezeni optimalniho toku. Diky jejich specialni struktufe (unimodularni matici omezeni) je
garantovano, ze optimalni tok bude celoéiselny, pokud i kapacity na hranach budou celo¢iselné. Uloha
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vvvvvv

Pokud toky nejsou celociselné omezeny, jedna se o tzv. tlohy ,,nepfetrzitého toku. Tento typ tiloh miizeme
fesit pomoci tfi zakladnich typt algoritmd, které byly vyvinuty:

e Rozdélujici algoritmy (partitioning algorithms)
e Algoritmy s dekompozici podle ceny (price-directive decomposition)
e Algoritmy s dekompozici podle kapacity (capacity-directive decomposition)

Rozdélujici algoritmy jsou zalozeny na specialné upravené simplexoveé metodé a neprovadi dekompozici na
jednoproduktové ulohy. Byla vyvinuta cela fada algoritmti tohoto typu. Zajemcim o tento zpusob feseni
ulohy viceproduktovych tokl doporucuji [Kenn80].

Algoritmy provadégjici dekompozici podle ceny jsou zalozeny na nejznaméjsim algoritmu tohoto typu —
Dantzing-Wolfeho dekompozi¢ni metodé [Dant61], ktera rozdéli tilohu na hlavni (fidici) ¢ast, do které jsou
zahrnuta spoleéna (komplikujici) omezeni na hranach a na podprogram, ktery zahrnuje jednotlivé
jednoproduktové ulohy. Nejdiive fidici ¢ast algoritmu stanovi ,,dopliikové“ ceny pro hrany se spole¢nym
omezenim kapacity a potom se pouzije podprogram pro jednotlivé produkty. Ziskané vysledky se predaji
zpét tidici ¢asti algoritmu, ktera provede vhodnou upravu cen. Podstatné je, ze algoritmus udrzuje stale
ptipustnost feSeni. Do této skupiny algoritmi mizeme zaradit i aproximacni Lagrangedv algoritmus
(JAhuj93], [Fish81]), ve kterém k celkovym omezenim toku pfifadime tzv. Lagrangeovy operatory
a preneseme tyto omezeni do ucelové funkce. Dostaneme tak novy problém, jehoz optimalni feseni bude
odpovidat pivodnimu problému.

Algoritmy provad¢jici dekompozici podle kapacity ([Geof74]) eliminuji omezeni spoleéné hranové
kapacity rozdélenim této kapacity mezi jednotlivé produkty. Vysledkem je mnozina vzajemné nezavislych
jednoproduktovych uloh. Bohuzel nalezeni optimalniho rozdéleni kapacity mezi jednotlivé produkty je
obtiznou tlohou a doposud nebyla nalezena zadna efektivni metoda. K feSeni tohoto problému byly
vyvinuty iteracni algoritmy, které se 1isi v tom, jak testuji optimalitu feSeni a jak stanovuji rozdéleni
spole¢né kapacity mezi produkty.

*

Existuji i algoritmy pro feSeni celociselného viceproduktového toku. Arronson navrhl specialni
viceproduktovy model pro feseni multiperiodického ptifazovaciho problému pomoci algoritmu vétvi a mezi
([Arro86]). Pro feseni specialni tfidy viceproduktovych tokli definované planarnimi sitémi navrhli Hassin
a Lomonosov algoritmy a stanovili jisté vlastnosti tykajici se celo¢iselnosti ([Hass84], [Lomo83]).

Protoze uloha viceproduktovych toki patii mezi tzv. NP-t€zké ulohy (s linearnim rdstem rozsahu problému
roste jeji vypocetni narocnost exponencialn€), miizeme vysSe uvedenymi metodami feSit pouze ulohy
malého rozsahu a s nizkym poétem produktii. Chceme-li fesit i rozsahlejsi tlohy, musime pouzit néktery
z heuristickych algoritmt. Zaplatime za to ale ztratou jistoty nalezeni optima. Deterministickou heuristiku
inspirovanou metodou rozkladu podle kapacit navrhl pro feseni celo¢iselnych viceproduktovych toki A. K.
Aggarwal et al. ([Agga95]). My se v této praci zamétime na pouziti stochastickych heuristik pro nalezeni
celociselného viceproduktového toku. Je ziejmé, Ze viceproduktovy tok zavisi na poradi, v kterém je
pridélovana volna kapacita sité¢ jednotlivym produktim. Nalezeni optimalniho potadi produkti je vsak
slozity kombinatoricky problém a nebyl doposud jesté efektivné vyfeSen. My jsme pouzili pro nalezeni
optimalniho potadi algoritmy zaloZzené na vybranych stochastickych heuristickych metodach. Pokud
bychom pouzili ,,silovy“ pfistup k feSeni a pokusili se prohledat prostor vSech moznych feseni, ktery je
v nasem pripadé dan permutaci indexu K, rostl by pocet nutnych vypocti s poctem produktii exponencialné.
Napt. uvazujme sit’ typu Mesh (m ~ 3r) s 3000 uzld a s 1, 6 a 10 produkty. Kdyz vezmeme jako zaklad
dobu vypoc¢tu maximalniho toku pro jeden produkt pifi pouziti nejvykonné&jsiho modifikovaného
Goldbergova algoritmu (vysledky pfevzaty z [Palub03], AMD Athlon 1900+), tak pro 1 produkt je doba
vypoctu priblizn€ 187 ms, pro 6 produkti je to jiz 13.5 minuty a pro 10 produktd 78 dni.

16
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5.3 Heuristické metody

V operacnim vyzkumu miizeme heuristické metody charakterizovat jako metody pro hledani ,,dobrych*
feSeni (tj. feSeni blizkych optimalnimu) pomoci intuitivniho postupu a pfi rozumnych vypocetnich
nakladech. Heuristiky proto pouzivame pro feSeni slozitych optimalizacnich tloh (jako je i uloha
viceproduktovych toki), u kterych nejsme schopni pti dnesni Grovni vypocetni techniky rozumné uplatnit
existujici exaktni algoritmy (pokud existuji). Heuristické metody nam nezarucuji nalezeni optimalniho
feSeni a obvykle ani moznost stanoveni, jak daleko je urcité piipustné feseni od optimalniho feseni.
Vyhodou heuristickych metod je, Ze jsou velmi obecné formulované, a tudiz snadno aplikovatelné na
Sirokou Skalu optimalizacnich problémd. Samotné heuristické metody jsou pomérné snadno
naprogramovatelné (na rozdil od samotného problému, ktery fesi).

Heuristické optimalizaéni metody se pouZzivaji pro optimalizaci mnohoparametrovych funkei s divokym
prubéhem, tj. s mnoha extrémy nebo neznamym gradientem. Standardni gradientové metody (napf.
nejprudsiho spadu, sdruzenych gradientd, proménné metriky) nebo negradientové metody (napf.
simplexova) nejsou vhodnymi pfistupy, protoze pozadujeme nalezeni globalniho extrému funkce s mnoha
lokalnimi extrémy. Tyto metody obvykle konverguji jen k extrému blizko startovniho bodu a tento extrém
uz nejsou schopné opustit. Tento nedostatek Ize odstranit jejich randomizaci tak, Ze se opakované spusti
z ruzného pocatecniho feSeni a za vysledné optimum se vezme nejlepsi vysledek. Stochasti¢nost tohoto
postupu spociva pouze v nahodném vybéru pocatecniho feSeni, ale nasledovné pouzity optimalizacni
algoritmus je striktné deterministicky.

Stochastické heuristické optimalizaéni metody si obvykle zachovavaji svoji stochasti¢nost v celém pribéhu
optimaliza¢niho procesu a ne jen ve vybéru pocate¢niho feseni.
Evoluéni proces prohledavani prostoru potencialnich feseni vyzaduje rovnovahu dvou cilt:

e co nejrychleji najit nejblizsi (vétsinou lokalni) optimum v okoli vychoziho bodu,
e co nejlépe prohledat prostor vSech reseni.

Pro fteSeni tulohy viceproduktovych toki byly navrzeny tfi heuristické algoritmy zalozené na tfech
zakladnich stochastickych heuristickych metodach — tabu search, simulované zihani a genetické algoritmy
(popsany v [Reev93], [Mich96], [Klap01], [Seda98], [Glov97], [Otte89], [Gold89], [Holl75]). Vyznanym
rysem téchto metod je, Ze jsou zalozeny na myslence simulace nékterych v pfirodé se vyskytujicich
procest. Tato myslenka se pti feSeni slozitych problému ukazala jako velmi cenna. Simulované zihani bylo
puvodné zavedeno jako analogie termodynamickych procesti. Tabu search nachazi nékteré ze svych
motivaci v pokusech imitovat ,inteligentni“ procesy pii vyuziti jist¢tho druhu ,paméti“. Genetické
algoritmy koncipuji proces feSeni problému jako analogii vyvoje genetickych struktur. Pro uplnost jesté
dodejme, Ze existuje jesté jedna metoda ztéto oblasti, ktera ale nebyla uplatnéna v této praci, a to
neuronové sité. Objevuji se také uspésné pokusy o konstrukei hybridnich metod, které néjakym zpisobem
kombinuji myslenky nékolika heuristickych pfistupi.

Pripustna reSeni, ucelova funkce a relace sousedstvi

Pro problém viceproduktovych toki je pfipustnym feSenim jista posloupnost jednoproduktovych problémii,
ve které se kazdy produkt mize vyskytnout pouze jednou. Tato forma vyjadieni pripustného feseni
odpovida permutaénimu kodovani. Posloupnost je zde tvofena permutaci indexu K, kde Kje pocet
produkt.

Pro kazdé piipustné feseni lze vypoéitat hodnotu ugelové funkce. Utelova funkce stanovuje pro danou
posloupnost ohodnoceni nalezeného toku. Pofadi produktii v pfipustném feseni (chromozomu) bude urcovat
sled, ve kterém budeme feSit jednoproduktové ulohy odpovidajici danému produktu. Hodnota ucelové
funkce potom bude odpovidat soudtu nalezenych jednoproduktovych feseni. Ugelova funkce je tedy
kritériem kvality kazdého pripustného tfeseni. Cilem optimalizace pomoci heuristickych metod je najit
takové pripustné feseni, které ma nejlepsi hodnotu ucelové funkce.
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5 Viceproduktové toky

Pro pouziti heuristickych metod potiebujeme definovat uréitou relaci sousedstvi, ktera pro kazdé ptipustné
feSeni x umoziuje pomoci mnoziny transformaci S¢x) stanovit jeho jisté okoli Ufx) jako mnozinu
ptripustnych feseni sousedicich s x. Naptiklad pfipustnym fesenim je sekvence jednoproduktovych tloh
123456. Relaci sousedstvi mizeme jednoduse definovat naptiklad jako prohozeni potadi dvou sousednich
uloh. Potom by nase feSeni 123456 mélo pét sousednich feseni: 213456, 132456, 124356, 123546, 123465.
Zpusobi, jak definovat relaci sousedstvi, lze vymyslet mnoho (vyména libovolnych dvou, prohozeni tfi,
otoceni potadi casti fetézce, atd.). Pfi stanoveni mnoziny sousednich feSeni je dilezité splnéni podminky
dosazitelnosti, ktera pozaduje, aby kazdé feseni bylo dosazitelné z libovolného jiného feSeni postupnou
aplikaci vztahu sousednosti.

D—>

Obrazek 5.1 Definice sousedstvi pomoci transformace Lin-2-Opt.

V praci bylo pouzito celkem 11 riznych zptsobii definovani relace sousedstvi. Jeden z nich — Lin-2-Opt
change — je naznaCen na obrazku 5.1. Popis zbylych relaci a implementacni detaily jednotlivych
heuristickych algoritmi najdete v [Palu03c].

Na zakladé provedenych testli s riznym nastavenim parametrii heuristickych algoritma bylo jako nejlepsi
shledano nasledujici nastaveni jednotlivych heuristickych algoritmi [Palu03]:

e Tabu search

Délka tabu listu: polovina po¢tu produktd (K/2)

Pocet iteraci: smluvné stanoven

Relace sousedstvi: Swap

Aspiracni kritérium: zapnuto

Regeni jednoproduktové tlohy: modifikovany Goldbergiiv algoritmus

e Simulované zihani

Vychozi teplota: 1700 — 1800

Konecna teplota: 12 — 290

Redukéni funkce teploty: f¢) =¢/ (1 + at), kde a = 0.000008;

Relace sousedstvi: FullSwap

Reseni jednoproduktové tilohy: modifikovany Goldbergiiv algoritmus

¢ Geneticky algoritmus
Velikost populace: 2x pocet produkti
Selekce: ruleta

Ktizeni: jednobodové
Pravdépodobnost mutace: 0.01
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Operator mutace: 1stSwap

Generovani nové populace: iteraéni

Vytazeny jedinec z populace: ,,jiny nez nejlep$i*

Pocet generaci: smluvné stanoven

Zamezeni duplicité chromozomil v populaci: zapnuto

Regeni jednoproduktové tlohy: modifikovany Goldbergiiv algoritmus

Abychom mohli jednotlivé algoritmy srovnavat, byl u vSech metod pocet iteraci stejny (presné nastaveni
viz [Palu03c]). Jinak pti bézném vypoctu bychom pouzili spiSe vyssi pocty iteraci (dle naSich asovych
moznosti).

5.4 Testy heuristickych algoritmu

Chceme-li zjistit, ktery znavrzenych stochastickych algoritmi je nejvykonnéjsi, musime jednotlivé
algoritmy podrobit sérii testii. Celkem bylo testovano 21 riiznych zadani. Testy probihaly na tfech riiznych
typech siti se 100 uzly: (1) Mesh s poctem hran 300; (2) Double ExponencialLine (DEL) s po¢tem hran 600
a (3) RandomMesh (Random) s poctem hran 900. Kazda sit’ byla jesté vygenerovana pro 5 az 11 produkti.
Sité byly vygenerovany pomoci programu GVS (ptiloha [Palu03c]).

Vypocty byly provedeny na nasledujici sestavé:

AMD Athlon XP 1900+
512 MB RAM
Windows XP

Aby bylo mozné jednotlivé algoritmy porovnat, byly vSechny vypolty ukonéeny po prozkoumani
stanoveného poctu prvki. Prozkoumanim prvku rozumime vypocet hodnoty ucelové funkce pro
vygenerované feSeni. Pro kazdou vstupni sit’ probéhl vypocet 30-krat. Kompletni zaznam namétfenych
hodnot najdete v [Palu03c].

Dulezitym hlediskem pro vyhodnoceni testi je Gispésnost algoritmu pii hledani optima a nalezena primérna
hodnota ucéelové funkce. Pro lepsi nazornost jsou primérné dosazené hodnoty ucelové funkce shrnuty
v tabulce na obrazku 5.2. Pokud jako hlavni hodnotici kritérium budeme brat uspésnost pii nalezeni optima,
pak nejlepsich vysledkd dosahoval algoritmus SA. Kdyz jako hlavni hledisko vezmeme kvalitu primérného
nalezeného feSeni, vychazi jako nejlepsi opét algoritmus SA. VSimnéme si ale, Ze rozdily mezi
jednotlivymi algoritmy jsou opravdu minimalni.

Pocet Mesh DEL Random
produktd TS SA GA TS SA GA TS SA GA
5 89836 | 89852 | 89868 | 15767 | 15767 | 15767 | 35071 | 35143 | 35143
6 95500 | 95495 | 95315 | 17191 | 17181 | 17159 | 44195 | 44301 | 44241
7 97639 | 97644 | 97627 | 17577 | 17578 | 16509 | 47367 | 47368 | 47356
8 96964 | 96965 | 96998 | 19747 | 19757 | 19735 | 53098 | 53083 | 53054
9 87700 | 87700 | 87700 | 18849 | 18818 | 18791 | 54554 | 54555 | 54547
10 90558 | 90625 | 90618 | 15868 | 15875 | 15816 | 40779 | 40847 | 40705
11 105111 | 104923 | 105215 | 17313 | 17324 | 17236 | 55399 | 55430 | 55357

Obrazek 5.2 Primérné hodnoty nalezenych feSeni heuristickymi algoritmy.

Neméné dilezitym hlediskem je rychlost heuristického algoritmu. Vidime, Ze i kdyz se testy provadély
s malym poétem produktii a na sitich s malym poctem uzli a hran, presahla i tak doba jednoho vypoctu
mnohdy 20 minut. V praxi budeme fesit mnohem rozsahlejsi problémy (jak ve velikosti sité, tak i v poctu
produkti) a doba vypoétu se umérné velikosti ulohy protahne. Rozdily v rychlosti jednotlivych algoritmil,
které se jevi nyni jako nevyznamné, tak mohou nabyt na dilezitosti. Pfehled casovych naroku jednotlivych
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algoritmi je shrnut v tabulce na obrazku 5.3. Vidime, ze doba vypoctu v podstaté odpovida ,,slozitosti“
algoritmii. Nejrychleji poéita algoritmus TS, nasleduje SA a posledni skon&il GA. Ze GA piedevsim u siti
s mens$im pocétem produktii zaostaval jde piredevsim na vrub sledovani duplicit jedincti v populaci. Pokud
tuto kontrolu vypneme, zvysi se rychlost GA téméf na troven ostatnich algoritmi. Diivodem zavedeni této
kontroly byla postupna degenerace populace (konvergence populace k jedinému feSeni). Nachylnost
k tomuto jevu klesa s velikosti populace, takze pro feseni uloh s vice nez 9 produkty nema zavedeni této
kontroly jiz ptili$ opodstatnéni.

Pocet Mesh DEL Random

produktd | TS | SA | GA | TS | SA | GA | TS SA | GA
5 4 4 26 6 6 21 7 6 19
6 11 13 44 14 15 36 23 17 41
7 80 86 89 | 111 | 210 | 243 | 150 | 168 | 350
8 197 | 209 | 279 | 246 | 275 | 486 | 154 | 406 | 659
9 310 | 338 | 599 | 442 | 478 | 781 | 631 | 581 | 689
10 384 | 455 | 453 | 620 | 640 | 801 | 781 | 820 | 1091
11 631 | 695 | 718 | 565 | 587 | 764 | 1087 | 1190 | 1397

Obrazek 5.3 Primérné Casy feSeni heuristickych algoritmii (v sekundach).

Z naméfenych vysledki vidime, ze rozdily mezi algoritmy nejsou vyznamné. Mame-li se pokusit
o vyhodnoceni algoritmil, potom jako nejlepsi algoritmus musime oznacit SA, jako druhy TS a treti GA.
Z pohledu dalsiho mozného vyvoje a zdokonaleni heuristickych algoritmi vidime, Ze nejmensi prostor pro
zlepseni mame v piipadé TS algoritmu. O néco veétsi moznosti se skryvaji v ptipadé algoritmu SA. Nejvetsi
potencial pro dalsi zlepSeni (modifikace) je skryty v GA. Smérem na GA by mél byt zaméren i dalsi
vyzkum.

6 Zavér

Utelem této prace bylo podrobné studium tlohy viceproduktovych tokii v&etné specialnich piipadi
sjednim produktem a navrZeni stochastického heuristického algoritmu pro jeji Feseni. Uloha
viceproduktovych tokil predstavuje nejkomplexnéjsi typ ulohy mezi ulohami sitovych tokt. Navzdory
castému vyskytu této ulohy v praxi neni tloha viceproduktovych toku pfili§ predmétem zajmu vyzkumnik?.
Pres velky vyznam je uloha viceproduktovych tokt v ¢eské literature dost opomijena. Zpravidla se autofi
vénuji jen jednoproduktovym tiloham anebo pouze dvouproduktovému toku, ktery ale nelze zobecnit na
viceproduktovy. Ostatné i ze seznamu odkazii je ziejmé, Zze se bylo nutné opfit pfedev§im o zahraniéni
literaturu.

Uloha viceproduktovych toki je nejéastéji se vyskytujici ulohou sitovych tokd v praxi. Protoze se jedna
o NP-tézkou tlohu, jsme pfi pouziti exaktnich (presnych) algoritmt v dnesni dobé (pfi Grovni pocitaci
pouzivanych dnes a v blizké budoucnosti ve firmach) schopni fesit pouze tlohy definované malymi sitémi
a s nizkym poctem produktd. Pokud chceme optimalizovat problémy definované rozsahlejsimi sitémi s vice
produkty, musime se vzdat jistoty nalezeni optima a pouZit nékterou ze stochastickych heuristickych metod
anebo problémové specifickou heuristiku, pokud ale pro nas problém néjaka existuje. Tato prace byla
zaméfena na feSeni jak obecnych viceproduktovych tiloh pomoci stochastickych heuristickych metod, tak
ina feSeni jednoproduktovych uloh (Gloha nejkratSi cesty, uloha maximalniho toku, uloha toku
s minimalnimi naklady) pomoci (pseudo-) polynomialnich algoritmd.

V ramci této prace bylo vypracovano pét programi, které mimo jiné umoznily testovani jednotlivych
algoritmi (celkem 20) a mohou byt taktéz pouzity ptimo pro feseni konkrétnich sitovych uloh. Vlajkovou
lodi mezi realizovanymi programy je program nazvany ViceproduktovéToky, kde byly uplatnény veskeré
znalosti nabyté studiem viceproduktovych a jednoproduktovych tloh. Program umoziuje tesit tlohu
celociselnych viceproduktovych tokii nékterym ze tii stochastickych heuristickych algoritmi. Pti jejich
navrhu se vychazelo z nasledujicich heuristickych strategii: tabu search, simulovaného zihani a genetickych
algoritmd. Samotné heuristické strategie jsou definovany velmi obecné a jejich béh je zavisly na mnozstvi
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volitelnych parametrd, které maji velky vliv na celkovou rychlost algoritmu a Gspésnost pii nalezeni
optima. Po provedeni série testd na riznych typech a velikostech siti s riznym poctem produktii byla
stanovena vhodna nastaveni pro jednotlivé algoritmy. V dalsi fazi se jiz pfistoupilo k samotnému porovnani
algoritmi a jako nejvykonnéjsi se nakonec ukazal algoritmus simulovaného zihani. Z hlediska uspé$nosti
nalezeni optima byl nejlepsi, rychlost vypoc¢tu mél druhou nejvyssi. Experimentalni vysledky potvrdily
schopnost navrzenych stochastickych heuristickych algoritmti #esit ilohu viceproduktovych toki.

Protoze jednotlivé heuristické algoritmy rozkladaji tlohu viceproduktovych tokd na posloupnost
jednoproduktovych uloh, pro které jiz existuji vykonné (pseudo-) polynomialni algoritmy, méla volba
algoritmu fesiciho jednoproduktovou ulohu velky vliv na celkovou rychlost heuristiky. Kazdému typu
jednoproduktové ulohy byla vénovana jedna kapitola. Byl popsan matematicky model dané ulohy,
naznaeny mozné priklady vyuziti a predevsim byly vytipovany vhodné algoritmy k implementaci.
Definice algoritmii uvadéné v literatufe se vétSinou zaméfuji pouze na klicové vlastnosti algoritmi
a nebyvaji pfili§ podrobné popsany, ¢imz nechavaji velky prostor pro samotnou implementaci algoritmu.
Velmi potom zalezi na zkusenostech a znalostech programatora, jak kvalitni (vykonna) bude implementace.
V pripadé jednoho z algoritmi — Goldbergova algoritmu — se autorovi podafilo navrhnout modifikaci
algoritmu, jejiz asova slozitost sice zistala stale O(n’), ale empirické chovani algoritmu se vyrazné
zlepsilo, jak vyplynulo z provedenych testi.

Abychom byli schopni urcit nejvykonné;jsi algoritmus, byl pro kazdy typ jednoproduktové tlohy vytvoien
specialni program zahrnujici zvolené algoritmy a umoznujici jejich testovani na vybraném vzorku siti.
V pripadé tlohy nejkratsi cesty byl jako nejlepsi vyhodnocen Dijkstriv algoritmus pracujici s d-haldou,
a proto byl nasledné pouzit i v komplexné&jsich algoritmech. Vynikajicich vysledkii dosahoval taktéz Dialav
algoritmus, ale pouze u siti s malym ohodnocenim hran (do 25000). Tato vykonova zavislost na velikosti
ohodnoceni hrany ho stala pozici nejlepsiho algoritmu. V piipadé ulohy maximalniho toku presvédéive
nejlepsich vysledkii dosahoval modifikovany Goldbergiv algoritmus. Posledni jednoproduktovou ulohou
byl tok s minimalnimi naklady a v tomto ptipadé v testech nejlepSich vysledkti dosahoval algoritmus
postupnych nejkratSich cest. Soucasti projektu byl i programem GVS (Generator Viceproduktovych Siti),
ktery dokaze generovat sité s predepsanym poctem uzll, hran a produkti. Ohodnoceni hran je generovano
nahodné ve zvoleném rozsahu. K dispozici mame nékolik riznych topologii siti. Veskeré testovaci sité byly
vygenerovany pomoci tohoto programu.

I kdyz pivodni motivaci k testovani algoritmil jednoproduktovych uloh bylo nalezeni rychlych exaktnich
algoritmi pro nasledné pouziti v heuristickém algoritmu, mély tyto testy vyznam i z pohledu samotnych
jednoproduktovych tloh — nalezli jsme vhodné algoritmy pro feSeni daného typu tloh. Problémy feSitelné
pomoci jednoproduktovych uloh se vyskytuji v praxi stejné ¢asto jako u obecnéjsi viceproduktové tlohy.
Pouziti nékterych jednoproduktovych uloh a datovych struktur popsanych v této praci je jesté mnohem
SirSi. Napf. haldy (d-halda, Fibonacciho halda) mizeme vyuzit i pro efektivni setfidéni mnoziny Cisel, pro
zefektivnéni algoritmti hledajicich minimalni kostru grafu ([Seda01]); p¥i redukci grafu ve Steinerové
problému vyuzijeme algoritmus pro feSeni nejkratsi cesty atd.

Prace nemohla vycerpat vSechny moznosti stochastickych heuristickych algoritmii. Velky potencial na

zlepseni je skryt predevsim v genetickém algoritmu. Stale oteviena zlistdva moznost vytvoieni néjakého
hybridniho algoritmu.
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Summary

The aim of this paper was to study the multicommodity flow problem in detail and to design a stochastic
heuristic algorithm. This study also covered special cases with one product. The multicommodity flow
problem is the most complex type of the problem among network flow problems. In spite of a frequent
occurrence in practice, multicommodity flow problem is not the object of research’s attention. Despite great
importance the multicommodity flow problem is not studied in the Czech literature. Authors only deal with
single commodity flows or two commodities flows that cannot be generalized to multicommodity. It is
evident from the list of the references, it was necessary to use the foreign literature.

The multicommodity flow problem is most often occurring problem from network flows in practice.
Because this problem is NP-hard problem, we are able to solve by exact algorithms in present (by the levels
of the computers used in the firms today and in the near future) only the problems that are defined by small
networks and with low number of products. If we want to optimize problems defined by large networks and
many products, we have to give up guarantees of optimality and to use a stochastic heuristic method or
deterministic heuristic, if any has been developed for our problem. This work was aimed at solving
multicommodity flow problems by stochastic heuristic methods and at solving single commodity problems
(shortest path problem, maximum flow problem, minimum cost flow problem) by (pseudo-) polynomial
algorithms.

Within this work has been designed several computer programs that enabled to test algorithms and may
be used directly for solving concrete network problems. Leading product among realized programs was
program named ViceproduktovéToky, where all knowledge obtained by study multicommodity and single
commodity problems was used. Program allows solving integer multicommodity flow problems by some of
the three stochastic heuristic algorithms. At their design it was gone out from following heuristic strategies:
taboo search, simulated annealing and genetic algorithms. Single heuristic strategies are defined very
generally and their running time is depending on many optional parameters that have a great influence on
the total speed of the algorithm and successfulness at the finding optimum. In the first phase of the tests
suitable settings for individual algorithms was determined. In the second phase heuristic algorithms have
already been compared and as the best algorithm has resulted simulated annealing algorithm.

Because individual heuristic algorithms decompose multicommodity flows problem on the sequence
single commodity problems (for which efficient polynomial algorithms have already been developed),
choice of the algorithm for solving single commodity problem had the great influence on the total speed of
the heuristics. One chapter has been devoted to each type of single commodity problem. Mathematical
model of the given problem was described, possible examples of the applications were showed and above
all suitable algorithms to the implementation were determined. In the literature introduced definitions of the
algorithms are aimed only on the key properties these algorithms and therefore there is very wide scope for
their implementation. It depends very much on the experience and knowledge of the programmer, how
efficient the implementation will be. For Goldberg’s algorithm author suggested a modification that
markedly improves its empirical behavior. Correctness of this modification was confirmed by the computer
results.

So that we were able to determine the most efficient algorithm, a special program for each type of single
commodity problem was created. This program allowed testing the algorithms for the selected sample
networks. For shortest paths problem Dijkstra’s algorithm working with d-heap was measured as the best.
Subsequently, this algorithm was used in more complex algorithms. Excellent results were reached by
Dial's algorithm, but only for networks with the low weights of the arcs (up to the 25000). For maximum
flow problem the best results were reached by the modified Goldberg’s algorithm. Last single commodity
problem solved in this dissertation were minimum cost flows. For this problem the best results were
reached by the successive shortest paths algorithm. Part of the project was the program GVS that can
generate networks with determined numbers of nodes, arcs and products. Numerical values associated with
arcs are generated randomly in a selected range. At disposal we have several different topologies of
networks. This program generated all the test networks.

Although the primal motivation was finding the fast exact algorithms for latter using in the heuristic
algorithm, these tests had also another function — to find suitable algorithms for solving given type problem.
Problems solvable by single commodity algorithms occur frequently in practice. This work could not
exhaust all possibilities of the stochastic heuristic algorithms. Great potential of the improvement is hidden
in the genetic algorithm. Still opened possibility stays a creation of hybrid algorithm.
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