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Digitalni topologie

1. Uvod

Digitalni topologie je pomérné mlada disciplina computer science, ktera
vznikla na zacatku sedmdesatych let za Ucelem feSeni problému geometrické
a topologické povahy, které se vyskytuji pfi pocitacovém zpracovani obrazu.
Béhem své existence zaznamenala bouflivy vyvoj a v soucasné dobé€, kterd se
vyznacuje masovym pronikanim digitalni technologie do vSech oblasti lidské
¢innosti, nachazeji jeji vysledky bohaté aplikace v pocitacové grafice, pocita-
Cové tomografii, obrazové analyze, robotickém designu, atd. Uzitim prostredi
digitalni topologie jsou Feseny zakladni problémy jako tspora paméti pfi ucho-
vavani obrazi, ztencovani obrazi, detekce hranic, vypliiovani obrysi, rozpozna-
vani objektt, apod. Navzdory nazvu byla digitalni topologie ptivodné zalozena
na vyuziti nastroju teorie grafu (viz [5], [6], [10], [11], [12]). Teprve zac¢atkem
devadesatych let byly nalezeny cisté topologické metody pro potieby digitalni
topologie a mohl tak byt zahdjen rozvoj topologického piistupu ([3], [4], [7], [8])-
Tento pristup k digitalni topologii mé oproti klasickému grafové-teoretickému
pristupu mnohé vyhody, nebot v&tsina problémt digitalni topologie se tyka poj-
mu souvislosti, ktery je v topologii zadkladnim a dobfe probadanym pojmem.
V naSem prispévku se budeme také vénovat topologickému pfistupu k digitalni
topologii a ukazeme, jakym zptsobem jej lze

uzitecné rozvinout. PopiSseme nové topologické metody, které lze s vyhodou
pouzit v digitalni topologii. Nejprve vSak stru¢né pfipomeneme metody klasické.

Je-li n pfirozené Cislo, pak n-dimenzionalnim digitdlnim obrazem rozumime
rozklad mnoziny Z" (kde Z zna¢i mnozinu vSech celych ¢isel) na nejméné dvé
a nejvyse koneéné mnoho t¥id. Kazda tfida je tvorena body téze barvy, pricemz
barvy obvykle reprezentujeme pfirozenymi ¢isly. Napriklad cernobily obraz je
rozklad mnoziny Z” na pravé dvé tfidy, totiz mnozinu cernych bodu, které
obvykle znacime jako jednicky, a mnozinu bilych bodi, které obvykle zna¢ime
jako nuly. Z praktického hlediska maji vyznam pfedevsim 2-dimenziondlni a 3-
dimenzionélni digitalni obrazy (avSak 4-dimenzionalni obrazy jsou také uzivény,
a to k zachyceni pohybu 3-dimenzionalnich objektd, napt. v tomografii k za-
chyceni tlukotu srdce). V nasem pfispévku se omezime jen na 2-dimenzionalni
digitalni obrazy, které jsou nejéastéjsi. Body mnoziny Z? se obvykle nazyvaji
pixely (anglicky pixels, coz je zkratka odvozend z terminu picture elements).



I kdyz obrazovku monitoru lze chapat jako konecnou podmnozinu mnoziny
Z?, ukazuje se vyhodné pracovat v digitalni topologii s celou mnozinou Z2.
V pripadé cernobilého obrazu tvoii obvykle ¢erné body digitalizaci zobrazova-
ného objektu, zatimco bilé body tvofi pozadi. Napf. v digitdlnim obrazu textu
vytisténého na strance papiru vytvareji cerné body digitalizaci pismen na pozadi
bilych bodt, tj. pfislusné stranky. Pro digitalni obrazy se definuji geometrické a
topologické pojmy jako souvislost, hranice, kiivka, atd. a digitalni topologie je
disciplina, kterd tyto pojmy studuje.

Jednoduchy priklad vyuziti digitalni topologie je demonstrovan na nasledu-
jicim Cernobilém obrazku:

K uloZeni uvedeného obrazku do paméti pocitace je tieba specifikovat u kaz-
dého jeho bodu, zda je Cerny ¢i bily. Je vSak mozno postupovat také tak, Ze
budeme specifikovat body lezici uvnit¥ uzaviené kiivky J - vnéjsiho obrysu
zobrazovaného predmétu, v nasem pripadé klice, avSak vné kiivky K - obrysu
oka. Vsechny takovéto body budou cerné, zatimco zbyvajici body budou bilé.
Timto postupem uSetiime znacnou ¢ast paméti (obecné az 90%) pfi uchovavani
obraz.

Dilezitou aplikaci nachézi digitdlni topologie pfi rozpoznavani objekti di-
gitalnich obrazl. Zde je klicovym problémem nalezeni vhodného algoritmu pro
ztencovani obrazi, tj. redukci mnoziny ¢ernych bodd na jistou minimélni mno-
zinu, tzv. kostru. Na nasledujicim obrazku je ukazan efekt algoritmu ztencovani
na digitalni obraz ¢isla 6 (vysledkem je obraz, jehoZ ¢erné body jsou ordmovany):



Stézejnim problémem digitalni topologie je nalezeni vhodné strukturace mno-
ziny Z? | ktera by dovolovala definovat zakladni geometrické a topologické pojmy
tak, aby jejich chovani spliiovalo néktera prirozena kritéria. Z hlediska vyse zmi-
nénych aplikaci nejdtlezitéjsim z téchto kritérii je platnost analogie Jordanovy
véty. Pfipometime, ze Jordanova véta ¥ika, ze jednoduché uzaviena kiivka v (re-
4lné) roviné rozdéluje tuto rovinu na préavé dvé souvislé komponenty. Ukazme
nyni, jak byl uvedeny problém feSen klasickym pfistupem zaloZenym na teorii
grafi.

2. Klasicky pristup

Bud (z,y) € Z* bod. 4-pfilehlym bodem k bodu (z,y) rozumime kazdy ze
¢yt bodii (z+1,y), (¢, y+1). 8-ptilehlym bodem k (z, y) rozumime kazdy z osmi
bodu (z +1,y), (#,y+1), (t+1,y+1). Zfejmé tedy 4-piilehlost a 8-prilehlost
jsou symetrické ireflexivni binarni relace na Z?. Na néasledujicim obrazku jsou
obé prilehlosti znazornény graficky: dva body mnoziny Z* jsou spojeny hranou,
praveé kdyz jsou 4-prilehlé, resp. 8-ptilehlé.



4-prilehlost: 8-ptilehlost:

4 4
3 3
2 2
1 1
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

Je-li k € {4,8}, pak k-cestou rozumime libovolnou kone¢nou posloupnost
D0, P1, -+ Pn. bodil mnoziny Z* takovou, Ze p;_1 je k-pfilehlym bodem k p; pro
vsechna ¢ = 1,...,n. Mnozina S C Z? se nazyva k-souvisld, jestlize kazdé dva
jeji body lze spojit k-cestou lezici v S. k-komponentou rozumime maximélni
(vzhledem k inkluzi) k-souvislou mnozinu.

Definice. Bud k € {4,8}. Jordanovska k-kfivka je k-souvisld mnozina, kterd
s kazdymu svym bodem obsahuje pravé dva body k nému k-prilehlé.

Véta. (A. Rosenfeld, 1975 [11]) Bud & € {4,8} a necht J je jordanovska
k-kiivka obsahujici alespoii 5 bodii. Pak J rozdéluje Z* na pravé dvé (12 — k)-
komponenty (tj. 22 — J se sklad4 z préavé dvou (12 — k)-komponent).

V predchozi vété nelze psat k& misto 12 — &, jak ukazuji nasledujici dva
obrazky:

o o o o o o o o o o o o o o
o o o [ o o o o o [ [ [ o o
o o [ o [ o o o [ [ o [ o o
o [ o o o [ o o [ o [ [ o o
o o [ o [ o o o [ o [ o o o
o o o [ o o o o [ [ [ o o o
o o o o o o o o o o o o o o

Na prvnim obrazku je znazornéna jordanovské 8-kiivka, jejiz komplement je
8-souvisly. Druhy obrazek znéazornuje jordanovskou 4-ki¥ivku, jejiz komplement
ma tfi 4-souvislé komponenty.



Klasicky pristup k digitalni topologii je nevyhodny, jelikoz musime praco-
vat se dvéma strukturacemi mnoziny Z?, se 4-ptilehlosti a 8-prilehlosti. V pii-
padé dvoubarevnych obrazi jednu z nich uvazujeme pro ¢erné body a druhou
pro body bilé, avSak u barevnych obrazt nastavaji problémy. Tyto nedostatky
klasického pfistupu vedly k jeho nahrazeni pristupem novym, ktery popiseme
v nasledujici kapitole.

3. Topologicky pristup

Tento pristup je zalozen na vyuziti aparatu obecné toplogie. Pfipomenime
proto nékteré zakladni topologické pojmy.

Topologii na dané mnoziné X rozumime zobrazeni u : 2X — 2% spliujici
nasledujici, tzv. Kuratowského axiomy:

(i) ud =0,

(ii) A C uA pro libovolnou podmnozinu A C X,

(iii)u(AU B) = uA U uB pro libovolné podmnoziny A, B C X,

(iv) uuA = uA pro libovolnou podmnozinu A C X.

Dvojici (X, u) pak nazyvdme topologickym prostorem a pro libovolnou pod-
mnozinu A C X nazyvame mnozinu uA uzavérem mnoziny A. Podmnozina
A C X se nazyva uzaviend, jestlize uA = A. Topologicky prostor (X,u) se
nazyva souvisly, jestlize pro libovolné neprazdné uzaviené mnoziny A, B C X
s vlastnosti AU B = X plati AN B # 0.

Nejznadméjsim (souvislym) topologickym prostorem je n-rozmérny euklidov-
sky prostor, tedy mnoZina R™ spolu s euklidovskou vzdéalenosti d(A, B) defino-
vanou pro libovolnou dvojici bodu A, B € R". Euklidovska vzdalenost totiz in-
dukuje na R™ topologii v nasledujicim pfedpisem: uA = {X € R"™; inf{d(X,Y);
Y € A} = 0} pro kazdou podmnozinu A C R".

Budte (X, u), (Y,v) topologické prostory a necht ¥ C X. Pak (Y, v) se
nazyvéa podprostor prostoru (X, u), jestlize pro kazdou podmnozinu A C Y
plati vA = uA NY. Libovolnd podmnozina Y topologického prostoru (X, u) se
nazyva souvisld, jestlize podprostor (Y, v) prostoru (X, «) je souvisly. Maximalni
souvisla podmnozina topologického prostoru se nazyva jeho komponentou.

Topologii « na mnoziné X (a topologicky prostor (X, «)) nazyvame kvazidis-
krétni, jestlize pro kazdou neprazdnou podmnozinu A C X plati ud =
U,ea ulz}. Tedy kvazidiskrétni topologie u na X je urcena uzavéry vsech jed-
noprvkovych podmnozin mnoziny X.

Na mnoziné Z* je samoziejmé mozno uvazovat topologii u indukovanou
euklidovskou vzdalenosti. Tato topologie je vSak neuZzitecna, nebot pro kazdou
podmnozinu A C Z? plati uA = A. Pro potfeby digitalni topologie se jako
nejvhodnéjsi jevi tzv. Khalimského topologie, pojmenované podle matematika,
ktery ji prvni studoval. Khalimského topologie na mnoziné Z je kvazidiskrétni
topologie u na Z, kterd je ddna predpisem u{z} = {z} pro kazdé sudé z € Z a



u{z} ={a—1, 2, 2+1} pro kazdé liché « € Z. JestliZe u je Khalimského topologie
na Z, pak definujeme kvazidiskrétni topologii v na Z* vztahem v{(a,b)} =
{(z,y) € 2*; © € u{a}, y € u{b}} pro libovolny bod (a,b) € Z*. Topologie v
na Z* se také nazyva Khalimského topologie a topologicky prostor (£2,v) se
nazyva digitalni rovina. Jsou-li z1, zo € Z* libovolné body, pak bod z; se nazyva
prilehly k bodu zo, jestlize z; # zo a mnoZina {z1, 22} je souvisld podmnozina
digitalni roviny. Ziejmé je prilehlost ireflexivni symetricka binarni relace na Z2.

Na nasledujicim obrazku je zndzornén tzv. souvislostni graf digitalni roviny,
v némz jsou dva body spojeny hranou, pravé kdyz jsou navzajem piilehlé:

Z obrazku je patrné, ze vzhledem k souvislosti se digitélni rovina sklada
ze dvou druht bodu. Jedné se o body, k nimz pfilehlymi jsou pravé 8-prilehlé
body, a body, k nimz ptilehljmi jsou pravé 4-prilehlé body. Prvni z téchto bodu
se nazyvaji ¢isté body a jsou to ziejmé body, jejichZz obé soutradnice jsou sudé
nebo liché. Druhé body se nazyvaji smisené a jsou to tedy ty body, jejichz jedna
soufadnice je suda a druha licha. Takze souvislost v digitalni roviné je vlastné
kombinaci 8-souvislosti a 4-souvislosti.

Definice. Jordanovskou kiivkou rozumime libovolnou konecnou souvislou
podmnozinu digitalni roviny, kterd s kazdym svym bodem obsahuje pravé dva
body k nému ptilehlé.
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Véta. (Khalimsky, Kopperman, Meyer, 1990 [3]) Jordanovska kiivka J s ale-
spoi ¢tyfmi body rozdéluje digitdlni rovinu na préavé dvé komponenty (tj. pod-
prostor Z2 — J mé pravé dvé komponenty).

7 predchoziho obrazku je patrné, ze jordanovské kiivky se nemohou lamat
v ostrych thlech a ve smisenych bodech dokonce ani v pravych thlech. Tento
nedostatek odstranime volbou nového pfistupu k digitalni topologii.

4. Rela¢né-uzavérovy pristup

Relacné uzavérovy pristup je vlastné zobecnéni pfistupu topologického -
misto topologie budeme pracovat s obecnéjsi strukturou na 22, tzv. uzavérovou
operaci. Budeme vyuZivat konstrukce z praci [13] - [16].

Bud X mnozina. Uzavérovou operaci na X rozumime zobrazeni u : 2X — 2%
spliiujici nasledujici t¥i axiomy:

(I) up =0,

(IT) A C uA pro kazdou podmnozinu A C X,

(IIT)A € B = uA C uB pro libovolné podmnoziny 4, B C X.

Dvojici (X, u) pak nazyvame uzdvérovym prostorem. Ziejmé je kazda topo-
logie (topologicky prostor) uzavérovou operaci (uzdvérovym prostorem), nebot
axiom (IIT) je slabsi nez Kuratowského axiom (iii). Naopak, uzavérova operace
u na X (uzavérovy prostor (X, u)) je topologii na X (topologickym prostorem),
praveé kdyz spliiuje nasledujici dva axiomy:

(IV) u(AU B) C uA U uB pro libovolné podmnoziny A, B C X,

(V) uuA C uA pro libovolnou podmnozinu A C X.

Uzavérové prostory byly studovany E. Cechem v jeho viznamném ¢lanku
z 1. 1937 (jehoz anglicky pieklad je uveden v [1]). Na tyto prostory mtiizeme
prirozenym zpusobem rozsifit vsechny topologické pojmy z kapitoly 3, tedy poj-
my uzaviené mnoziny, podprostoru, souvislé podmnoziny, komponenty a kvazi-
diskrétnosti pfi zachovani zakladnich vlastnosti téchto pojmii.

Bud X mnozina a n > 1 pfirozené &islo. Pak n-arni relaci na X rozumime
libovolnou podmnozinu B C X". Jinymi slovy, R je mnozina uspofadanych
n-tic (xg, €1,...,2n-1) = (#4]¢ < n), kde #; € X pro kazdé i < n. Dvojice
(X, R) se potom nazyva n-arni relaéni systém. Uspofddand n-tice (z;|i < n) €
X" se nazyva konstantni, jestlize existuje x € X tak, ze #; = = pro vSechna
¢ < n. Dana n-arni relace R na X se nazyva reflexivni, jestlize pro libovolnou
konstantni n-tici (#;]i < n) € X" plati (z;]i < n) € R. Budte (X, R), (V,5)
n-arni relaéni systémy. Jejich souc¢inem rozumime n-arni relacni systém (X x Y,
RxS),kde RS = {((#:,4:)|i <n) € (X xY)"; (x;]i < n) € R, (yili <n) € S}.

Bud R reflexivni n-arni relace na mnoziné X a pro libovolnou podmnoZinu
A C X polozme upA = {x € X; existuje (z;]¢ < n) € R a ip,0 < i9 <
n, tak, ze ¥ = x;, a #; € A pro vSechna i < ig}. Pak up je uzavérova operace
na X, kterd se nazyva asociovand s R.

11



Definujme nyni n-arni relaci R, na Z nasledujicim zptsobem:

Ry, ={(x5] i< n) € Z"; (2] ¢ < n) je konstantni n-tice nebo existuje liché
¢islo | € Z takové, Ze plati budto z; = [(n—1) + ¢ pro vSechna i < n nebo x; =
l(n—1) — i pro vSechna i < n}.

Tedy nekonstantni n-tice (#;| ¢ < n) € 2" je prvkem R, pravé kdyz (z;| i <
n) je aritmetickd posloupnost s diferenci 1 nebo —1 takova, ze xg = I(n — 1),
kde I € Z je né&jaké liché cislo. VSimnéme si, ze kazdé ¢islo z € Z patii do
alespon jedné a nejvyse dvou nekonstantnich n-tic z R,,. Zfejmé z patii do dvou
(rtiznych) nekonstantnich n-tic z R,, pravé kdyz existuje ¢islo ! € Z s vlastnosti
z=1I(n—1) (a v tomto pfipadé je z prvnim ¢lenem kazdé z obou n-tic, jestlize
[ je liché, a z je poslednim ¢lenem kazdé z obou n-tic, jestlize { je sudé). Zfejmé
je Ro uspotadani (tj. reflexivni, tranzitivni a antisymetrickd bindrni relace) na
Z. Na nasledujicim obrazku jsou nekonstantni n-tice relace R, reprezentovany
jako Sipky orientované od prvnich k poslednim ¢leniim téchto n-tic :

-3(n-1) -2(n-1) -(n-1) 0 n-1 2(n-1)  3(n-1)

Uzéavérovou operaci ugr, na Z oznacCime strucné zymbolem u,. Je snadno
vidét, ze uzavérova operace us je pravé Khalimského topologie na Z. Bud S,
n-arni relace na Z* dand vztahem S, = R, x R, a pro kazdou podmnozinu
A C Z? polozme v, A = ug, A. Pak v, je uzadvérova operace na Z* a uzavérovy
prostor (22, v,) nazveme n-arni digitdlni rovinou. Zfejmé vy je Khalimského
topologie na Z?, takze pojem binarni digitalni roviny splyva s pojmem digitalni
roviny z predchozi kapitoly.

Definice. Jordanovskou kfivkou v n-arni digitalni roviné rozumime konec¢nou
souvislou mnozinu J C Z?, ktera spliiuje nasledujici dvé podminky:

(1) Pro libovolny bod z € J mé mnozina T, = {(z]i < n) € Sp; 2z € {#]i <
n} C J} vlastnost

card T, = { 3,“Jesthze existuji k,! € Z tak, ze 2 = (k(n—1),l(n—1)),
2 jinak.
(2) Pro libovolnou n-tici ()i < n) € S, z podminky 29,21 € J plyne
{zili <n} CJ.

Jordanovské kfivky v binarni digitalni roviné splyvaji s jordanovskymi kiiv-
kami definovanymi v predchozi kapitole. Pro n > 2 jsou jordanovské kiivky v
n-arni digitalni roviné pravé kruznice v nasledujicim grafu, jehoz hrany jsou
ve skutecnosti tvofeny (n — 2)-ticemi bodu. (Pfipomeiime, ze kruznici v grafu
rozumime libovolny jeho konecny podgraf K takovy, ze kazdy uzel p € K jev K
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spojen hranami s pravé dvéma jinymi uzly a z p je mozno se dostat po hranach
obsazenych v K do libovolného jiného uzlu grafu K.)

6(n-1)

5(n-1)

4(n-1)

3(n-1)

2(n-1)

0 n-1 2(n-1)3(n-1)4(n-1) 5(n-1) 6(n-1)

Pro libovolny bod z € Z* ozna¢me symbolem N (z) mnozinu vSech 8-pfileh-
Iych bodu k z. Zfejmé pro kazdou jordanovskou kfivku J v n-arni digitalni
roviné a libovolny bod z € J plati card(J N N(z)) = 2. V souladu s pfedchozi
kapitolou pro libovolné dva body z1 = (#1,41), 22 = (22,y2) € Z* oznacime
symbolem d(z1,z2) jejich euklidovskou vzdélenost, tj. d(z1,22) =
\/(1‘2 —x1)? + (y2 — )%

Nasledujici véta ukazuje, Zze n-arni digitdlni rovina mé pro kazdé n > 1
vhodnou strukturaci pro feseni problémi poc¢itacového zpracovani obrazi, nebot
v ni plati analogie Jordanovy véty:

Véta. Bud J jordanovskd kiivka v n-arni digitalni roviné takova, ze pro libo-
volny bod z € J z podminek {z1, z2} = JNN(2) a d(z1, z2) < d(z1,2) +d(z, 22)
plyne existence sudych ¢isel k,! € Z s vlastnosti z = (k(n —1),{(n —1)). Pak J
rozdéluje n-arni digitalni rovinu na pravé dvé komponenty.

Podminka z predchozi véty znamena, ze J se mize ldamat pouze v bodech
(k(n—1),l(n—1)), kde k,l € Z jsou suda ¢isla. Takovéto jordanovské kiivky jsou
pro n > 2 pravé kruznice v nasledujicim grafu (jehoz hrany jsou ve skute¢nosti
tvofeny (2n-3)-ticemi bodi):

13



6(n-1)

4(n-1)

2(n-1)

0 2(n-1) 4(n-1) 6(n-1)

Tedy pro n > 2 se mohou jordanovské kiivky v n-arni digitalni roviné, které
rozdéluji tuto rovinu na pravé dvé komponenty, ldmat v ostrych thlech (coz
neni mozné v piipadé n = 2). Dostavame tak bohat$i mnoZinu téchto kiivek a
tedy Sirsi moznosti aplikaci nez poskytuje binarni digitalni rovina. Pro konkrétni
aplikace staci obvykle volit nejjednodussi ptipad n = 3, pro né€jz ma predchozi
graf nasledujici tvar:

12 *——o—o ——o o9+ oo
10 . . . . . . . . .
. . . .
6 . . . . . . . . .
) . . .
2 . . . . . . . . .
0 2 4 6 ; 10 12
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Zminénou prednost n-arni digitalni roviny pro n > 2 oproti binarni digitalni
roviné, tedy prednost rela¢né-uzavérového pristupu v porovnani s pristupem
topologickym, lze jednoduse demonstrovat na nasledujicim digitalnim obrazku
trojuhelnika:

(0,0)=A B C D

V ternarni digitalni roviné je uvedeny trojuhelnik jordanovskou kiivkou roz-
délujici Z* na pravé dvé komponenty, coz ovSem neplati v bindrni digitalni
roving, tj. v pripadé Khalimského topologie na Z?. Aby tento trojihelnik byl
jordanovskou kfivkou vzhledem ke Khalimského topologii na Z*, musime z néj
vypustit body A,B,C a D (a pak bude ovSem také rozdélovat Z2 na pravé dvé
komponenty). Tim ale dojde ke zna¢né deformaci zobrazovaného trojihelnika.
Rela¢né-uzavérovy piistup k digitalni topologii tedy umoziuje vytvareni vér-
néjsich obrazi zobrazovanych objektd nez pristup topologicky. Toho lze pak s
vyhodou vyuzit v nejraznéjsich disciplinach pfi aplikaci metod zaloZenych na
zpracovani digitalnich obrazi.

Zavérem poznamenejme, ze pro kazdou podmnozinu A C Z? n-arni digi-
talni roviny (pro libovolné pforozené ¢islo n > 1) plati v, A = |[J{v,B; B C
A, card B < n}. Tedy uzdvérovéa operace v, je uréena uzdvéry vSech podmno-
Zin mnoziny Z? mohutnosti < n. Proto pro n > 2 jiz v, neni kvazidiskrétni
a se zvysSujicim se n mé n-arni digitalni rovina stale spojitéjsi strukturu. Mohou
tedy nastat i situace, kdy je vyhodné pracovat s n-arni digitalni rovinou pro

n > 3.
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Abstract
DIGITAL TOPOLOGY

In the paper, the two classical approaches to digital topology are reminded,
namely the graph-theoretic approach and the topological one. By generalizing
the topological approach a new approach to digital topology is found that is
called the relation-closure approach. It is based on utilizing a special kind of
closure operations associated with relations. This new approach is studied and,
in particular, an analogy of the Jordan curve theorem is found. We also show
the advantages of the relation-closure approach with respect to applications to
digital image processing.
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