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1 Uvod

Numerické modelovani tloh konvekce-diftize lze dnes povazovat za jednu
z nejrychleji se rozvijejicich oblasti numerické analyzy. Na velky pocet ca-
sopiseckych publikaci vénovanych tomuto tématu zacina v poslednich letech
navazovat i rostouci pocet monografii. Viz napriklad Morton [3] nebo Roos,
Stynes, Tobiska [4]. Tento vyvoj zduvodiuje autor dila [3] takto: ” Accurate
modelling of the interaction between convective and diffusive processes is the
most ubiquitous and challenging task in the numerical approximation of par-
tial differential equations. This is partly because of the problems themselves,
their great variety and widespread occurence, as well as their close associa-
tion with singular perturbation problems and boundary layer theory.” Cilem
tohoto textu je vylozit ptrispévek autora k této problematice.

Autor se zacal zabyvat hledanim novych algoritmu pro reseni stacionarni
jednorozmérné tlohy konvekce-difiize v roce 1983. Tato uloha byla vybrana
jako nejjednodussi netrivialni priklad, v némz se spolecné s I. Kopeckem
snazili vyuzit novych poznatku, ziskanych pii analyze obecnych podminek
pro algoritmickou reSitelnost linearnich diferencidlnich problému. Strucna
zminka o téchto poznatcich je uvedena v [8].

V textu je pouzito standardniho znaceni C(Q), C*(Q) (k = 1,2,...),
Ly(Q), H¥(Q) (k= 1,2,...), H}(Q), L*=(2) pro prostory funkci na ohrani¢ené
(oteviené nebo uzaviené) oblasti Q v R" pron =1,2 a

(£.9) = [ f(@)g(x) da

pro skaldrni souc¢in funkci f, g v Lo(2). Rovnéz symboly |u|| = \/(u,u),
|lull; a ||ul]z pro oznaceni norem v prostorech Lo(Q), H'(Q) a H?*(2) jsou
bézné pouzivané.

2 Jednorozmeérna stacionarni tloha
Zabyvejme se nejprve okrajovou tulohou
—eu"+pu +qu=f pro zé€(ab), ula) =0 = u(d). (1)

V této i ve vSech déle uvazovanych tlohidch maji hodnoty hledané funkce
u vyznam teploty latky ptripadné koncentrace necistot v latce a fyzikalni
vyznam koeficientu rovnic je v souladu s timto nejcastéji se vyskytujicim
vyznamem koeficientu rovnice (1):



— ¢ je kladna konstanta odpovidajici koeficientu tepelné vodivosti pii-
padné koeficientu diftize,

— p € C"(a,b) odpovida rychlosti toku latky,
— q € L™(a,b) odpovida intenzité absorpce,
— f € Ly(a,b) odpovida intenzité zdroju tepla p¥ipadné necistot.

Je znédmo, ze za predpokladu ¢ —0,5p" > 0 v (a,b) mé aloha (1) jediné slabé
feSeni u € H}(a,b)NH?(a,b). Jestlize vSak prevlada konvekee (¢ < |p|) nebo
absorpce (¢ < ¢), pak v intervalu (a, b) zpravidla existuji podintervaly malé
délky, nazyvané hranicni nebo wvnitini vrstvy, v nichz se hodnoty funkce
extrémné rychle méni. Existence vrstev je typicka pro presné reSeni kazdé
ulohy, ktera se v této kapitole objevi.

Specialni pripad

—e(w)"+ (W) =z pro x€(0,1), u(0)=0=u(1) (2)

tlohy (1) ma presné feSeni

wio) = (4 D) o= (4 1) 120
2 2) 1—elle’

Jestlize ¢ < 1, pak jde o ulohu s prevladajici konvekci a funkce u® ma
hrani¢ni vrstvu v okoli bodu z = 1. Viz graf funkce %" na obr.1. Pro
ilustraci problému, které pii numerickém feSeni tloh tohoto typu vznikaji,
fesme tlohu (2) metodou siti s krokem h = 1/n pro nékteré pfirozené ¢islo
n.

Necht 0 = zp < x; < ... < z, = 1 jsou ekvidistantni uzly s krokem h.
Metoda siti poskytne aproximaci u; presné hodnoty u®(x;) proi =0,1,...,n
jako teseni systému linearnich algebraickych rovnic, prifazenych postupné
jednotlivym uzlum. Uzlum zg, x,, jsou linearni rovnice prirazeny diskretizaci
okrajovych podminek — v nasem pripadé vznikne

ug =10, u,=0.

Proi=1,2,...,n— 1 dosadime z; za « do rovnice (2) a derivace funkce u®
aproximujeme vyrazy

U1 — 2Uj + Ui

(UE)//(:L-Z_) - 2 , (ue)/(xl) - UZ'HQ;huH
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Obrézek 1

Vysledkem je rovnice

Ui—1 — 2U; + Ujq1 4 Wit Ui
h? 2h

= T,

z niz po vynasobeni ¢islem 2h a po upravé dostaneme

2e 4e 2e
— (Z + 1) U1 + %Ul — (Z — 1> Ujr1 = Qh.’L'Z

Polozime-li uy = 0 v rovnici pfitazené uzlu z; a u,, = 0 v rovnici prifazené
Tp_1, vznikne systém rovnic A.u = b, kde

de _ 2 2
A A ... 0 Uy 2h

4 -1-2 £ .0 Us 4h?

0 0 ... % Up 1 2(n — 1)h?
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Obréazek 2

Naptiklad pro e = 0,01 a A~ = 0,1 ma tento systém rovnic tvar

10,0285 7
0,0107

0,4 0,8 ... 0 Uy 0,02 0,0874

1,2 0,4 ... 0 s 0,04 0,0474
. , . .= . . Potom @ = | 0,2073 | . (3)

: : - : . . 0, 0925
0 0 ... 0,4 Ug 0,18 0,4148
0,1063
0, 7690

Z vysledku (3), graficky zndzornéného na obr.2, je ziejmé, 7e vypocltend
aproximace # hodnot funkce u* je nestabilni. Budeme fikat, ze aproximace u
osciluje. Je dobfe znamo, ze stabilita numerického teSeni je zarucena v pri-
padé, kdy matice prislusné soustavy rovnic je monotonni.

Ctvercova matice A se nazyva monotonni, jestlize existuje matice A"
inverzni k A a vSechny prvky matice A~! jsou nezaporné.

Pro rozhodnuti, zda dana c¢tvercova matice je monotonni, je casto pouzi-



vano toto kriterium:

Vé&ta 1. (Bramble, Hubbard [5]) Ctvercova matice A = (a;;)/_; je
monotonni, jsou-li splnény podminky

(a) Z7£] — Clijgo,

(b) existuje mnozina I C {1,2,...,n} takova, Ze

Yay >0 <= icl a Ya;=0 < ic{l,2,....,n}—1,
7j=1 7j=1

(c) pro kazdy index i € {1,2,...,n} existuji indexy j € I a ky,ko, ..., ks
tak, ze ¢isla a, , Gk sy, - - -, Gk, j jSOU Vesmés ruznd od nuly.

Matice Ag g1 soustavy (3) nespliiuje podminku (a), nebot napiiklad a;y =
0,8 > 0. Protoze v matici A. je a;,41 = 1 — 2¢/h, je podminka (a) splnéna
jen v pifpadé h < 2e. Tedy napiiklad pro stabilitu aproximace funkce w0 "
metodou siti vyzaduje Véta 1, aby h < 0,00000002. Tento pozadavek je
prakticky neuskutecnitelny.

Protoze analogie k tomuto extrémneé velkému poméru mezi rychlosti toku
a hodnotou koeficientu difaze se vyskytuje v mnoha dulezitych diferencialnich
ulohéch, je pro jejich numerické feSeni nutno hledat nové metody. Dobte
znamé a dnes rutinné pouzivané jsou tyto dvé jednoduché tpravy metody
siti:

1. Umeéla diftze. Tato metoda spociva v nahrazeni koeficientu difize ¢
co nejmensi hodnotou FE tak, aby E' > ¢ a aby modifikovana matice soustavy
byla monotonni. Napiiklad pii feSeni tlohy (2) pro ¢ = 0,01 s krokem
h = 0,1 je koeficient £ zvétsen na E = 0, 05. Ptislusny systém rovnic Agi = b
ma tvar

70,01 T
0,03

2 0 ... 01w 0,02 0,06

-2 2 ... 0| u 0,04 0,1
. ) .= i , takze © = | 0,15

. e . . 0,21
0,36
0,45
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2. Upwind. V této metodé je prvni derivace (u°)'(z;) aproximovana
pomérnou diferenci smérem dopifedu nebo zpét misto vyse uvedené centralni
diference. V tloze (2), v niz latka tece v kladném sméru osy x, je prvni
derivaci nutno aproximovat zpétnou diferenci. Tedy pro: =1,2,...,n —1
vznikne rovnice

I 2u; + Uiy I AT 2,

h? h

a jeji upravou obdrzime

2

Polozime-li e = 0,01 a h = 0, 1, ziskdme systém rovnic

£ 0,0100 T
0, 0320

1,2 —0,1 ... 0 w 0,01 0,0630

1,1 1,2 ... 0 s 0,02 0,1040
) i ) L= . atedy @ = | 0,1550

: : e : . . 0,2160
0 0 ... 1,2 Ug 0,09 0, 2866
0, 3634
0,4081J

Uvedené priklady ilustruji skutecnost, ze metody 1, 2 poskytuji stabilni
aproximace reSeni. Maji vSak tyto nedostatky:

(n1) Chyba aproximace |u®(x;)—u;| proi =1,2,...,n—1 vytvofend metodou
1 nebo 2 je tmérna kroku A, zatimco stejna chyba aproximace vytvorena
metodou siti je tmérna h?.

(n2) Sitka aproximaci vrstev fakticky nezdvisi na velikosti koeficientu difaze
e. Zpravidla je sitka aproximaci vrstev podstatné veétsi, nez Sirka
odpovidajicich vrstev presného feseni. Rikdme potom, Ze aproximace
ma prili§ velkou umeélou difizi.

Problémy se stabilitou aproximace se objevuji pri numerickém reseni rady
dulezitych diferencidlnich tloh véetné vSech tloh z této kapitoly. Cilem dale
popsané analyzy je postup pro vypocet aproximace reseni, ktera
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(cl) je stabilni,
(c2) ma co nejmensi umélou diftzi a
(c3) je zatizena chybou, ktera je tmérnd co nejvyssi mocniné kroku h.

Aproximace feSeni nékterych piikladu tlohy (1) v ¢lanku [9] naznacuji
vlastnosti (c1) — (c3). Tyto piiklady byly feSeny jistou variantou metody
Petrovovy—Galerkinovy, jejiz matematickd analyza byla zvefejnéna v praci
[12]. Metoda vychézi z této slabé formulace Glohy (1): Najdéte funkci u €
Hl(a,b) tak, aby

au,v) = /b(su'v'—i-pu'v—i-quv) dx = (f,v) Yv € Hy(a,b). (4)

Ke zvolenému prirozenému ¢islu n jsou prifazeny

— krok diskretizace h = (b — a)/n,

— hruba ekvidistantni sit a = 2o < z; < ... < x, = b s krokem h,

— jemnd ekvidistantni sit « =Ty < T < ... < Ty, = b s krokem h/2
a funkéni prostory

V = {¢]|p jelinedrni splajn s uzly o, z1,...,T,, ¢(a) =0 = ¢(b)},
W = {¢|¢ je linearni splajn s uzly Ty, Ty, ..., Ton, ¥(a) =0 =1(b)}.

Je dobfe znamo, ze funkce 1, @o, ..., @, 1 z prostoru V definované predpisem
1 pro j7=1 .
901(1‘]): 0 pro ]7&2 ) ]:0,1,...,TL
tvori bazi ve V a funkce 11, 19, ..., Y9, _1 z prostoru W definované predpisem

_v_ )1 pro j=1 .
@Z)Z(xj)—{o pro j£i j=0,1,...,2n

tvori bazi ve W. Metoda spociva v konstrukei linearniho operatoru L : V —
W, ktery splhuje pozadavky

(pl) L(w) je linedrni kombinaci funkei ¢o; 1, ¥o;, Po;1 proi = 1,2, ..., n—1,
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(p2) a(u,L(v)) = A(u,v) = [2(Eu'v'+pu' v+quv) dz pro viechna u,v € V.
Zde F je nejmensi ze vSech obecné nespojitych funkci konstantnich na
intervalu (x;_1, ;) pro i = 1,2,...,n, splimjicich ¢ < F na (a,b) a
takovych, ze matice (A(g;, ;) — je monotonni.

Funkce up, = w1 + ugpo + ... + up_10p_1 € V je pak numerickym reSenim
tlohy (1), jsou-li koeficienty wuy, us, . . ., u,_ FeSenim systému linedrnich rovnic

Alup, i) = (f,L(gs)), i=1,2,...,n—1.

Splnéni pozadavku (pl) zarucuje, Ze matice tohoto systému rovnic je tii-
diagonalni. Splnéni podminky (p2) pak zajistuje jednak stabilitu vypoctené
aproximace a jednak skutecnost, ze Sirka aproximaci vrstev neni vétsi, nez je
nutné vzhledem k velikosti kroku diskretizace.

V [12] jsou analyzovany dva pripady tlohy (1).

1. ¢ = 0: Jestlize existuje kladna konstanta py s vlastnosti p(x) > py pro
r € [a,b], pak je dokézéno, Ze ||u — up|| < ChYS a ||u — uylly < Ch.
V piipadg, ze funkce p méni v intervalu (a,b) znaménko, je exponent
v obou odhadech mensi o 0,5.

2. p=0: V tomto pripadé jsou nalezeny odhady chyb optimalniho radu,
totiz ||u — upl| < Ch? a ||u — uyl|y < Ch.

V uvedenych odhadech nezavisi koeficienty amérnosti C' na koeficientu ¢
ani na kroku A, ale obecné zavisi na normach presného reSeni u v prostorech
H'(a,b) a H*(a,b). Protoze tyto normy jsou extrémné velké vlivem vlastnosti
reseni u ve vrstvach, jsou v ptipadech 11 2 odvozeny tzv. lokalni odhady chyb,
které odhaduji chybu u — uy, jen na jistém zvoleném podintervalu D v [a, b].
Koeficienty tmérnosti C' pak zavisi na H'- a H*>norméch zazeni funkce u
na jisté rozsiteni D€ intervalu D. Interval D lze zvolit tak, aby vrstvy mély
prazdny prunik s intervalem D¢. Tyto lokalni odhady jsou stejného fadu
jako odhady odpovidajicich globalnich chyb uvedené v 1 a 2.

Porovnani grafu presného feseni ug o, ilohy (2) s grafem aproximace Feseni
w01 ziskané upwindem s krokem 0,1 z obr.3 ukazuje, Ze tato aproximace
je velmi nepfesnd na celém intervalu [0,1]. Obr.3 je tedy dobrou ilustraci
vyznamu vy$e uvedeného nedostatku (nl) a pozadavku (c3). Zadna z po-
psanych metod nemuze poskytnout dobrou aproximaci feseni uvniti vrstvy,



13

Obréazek 3

nebot velky pomér mezi hodnotou kroku A a sitkou vrstvy to nedovoli. Pri-
pad, kdy muze dominovat jak konvekce tak i absorpce, je pro konstantni
funkce p, ¢ prozkouman v préci [13]. Je dokdzéano, Ze za predpokladu

s =0,P=p/q pro q<]|p|,
p=Ph'q, kde { 0<s<1,|P|=1 pro hqg<|p| <gq,

s=1,P=p/(hq) pro |p| < hg
plati ||u — up|] < ChYPT05 o |ju — uyll, < Ch.
3 Rovinny stacionarni pripad
V [12] byla analogie vySe popsané Petrovovy—Galerkinovy metody pouzita
i pro feSeni stacionarni rovinné tlohy

—)
—eAu+p-grad u+qu=f v Q, u=0 na 09, (5)

kde Q C R? je oblast s polygonalni hranici Q. Rady chyb na trovni
apriornich odhadu z jednorozmérného pripadu byly pouze ilustrovany po-
moci vysledku experimentu. Vysledky numerickych feSeni této rovinné tlohy
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Obréazek 4

nebyly uspokojujici, nebot se v blizkosti vrstev vyskytovaly naznaky oscilaci a
soucasné byly vypoctené aproximace zatizeny umeélou diftzi vétsiho rozsahu,
nez bylo nutné. Viz obr.11 v [12].

Tyto nedostatky spolecné se snahou najit apriorni odhady chyby aproxi-
mace dostatec¢né vysokého radu i v rovinném pripadé motivovaly vznik nové
numerické metody. Po dlouhém hledani, které je c¢astecné dokumentovano
v ¢lancich [10] a [11], byla v praci [14] navrZzena metoda s ndzvem FD/-3
metoda pro TeSeni stacionarni okrajové tlohy

0
—6Au+a—u:f(x,y) v Q, wu=g¢g na 0. (6)
T
Predpoklady zarucujici existenci a jednoznac¢nost klasického feSeni tlohy (6)
jsou uvedeny v [2]. B
Budte a = (ai,az), b = (b1, by) libovolné body z 2. Symbolem |ab]|
oznacime délku usecky ab a polozime

d(a,b) = |by — az|, pl(a,b) = max{0,a; — b }.

V tomto vykladu budeme hodnoty hledané funkce v = wu(z,y) interpre-
tovat jako teploty. Z fyzikdlniho vyznamu rovnice (6) pak plyne, Zze latka
proudi oblasti 2 v kladném sméru osy x s jednotkovou rychlosti. Tedy do
bodu a se ¢astice latky dopravuji po trajektorii U, = {(z,as) € Q |z < a1},
znazornéné na obr.4. Predpoklad ¢ < 1 znamena, 7ze Castice si teplo preda-
vaji s intenzitou podstatné mensi, nez je rychlost toku. Potom teplota u(a)
castic protékajicich bodem a zavisi podstatné jen na teploté na trajektorii
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e

Obrazek 5

U, a v jejim blizkém okoli. Ze studia analytického feSeni jisté okrajové tlohy
pro rovnici (6) z ¢lanku [6] a z fyzikalnich Gvah v [7] plyne, Ze za mnoZinu
bodu, které hodnotu u(a) ovliviwji do jisté ”stejné miry” nebo vice, lze vzit

tuto oblast vlivu
d(a,b)? }
ep(a,b)

s parametrem r. Viz obr.5. Oblast vlivu je zfejmé ohrani¢ena parabolou,
jejiz sitka je imérna /2. Se zmenSenim parametru r se oblast vlivu zmensuje
o body, na nichz hodnota u(a) zavisi relativné nejméné.

Soustava 7T trojihelniku s vrcholy v € se nazyva triangulace €, jestlize
kazdé dva ruzné trojuhelniky z 7

Ainf, (a) = {b )

- jsou disjunktni nebo
- maji spolec¢ny pravé jeden vrchol nebo
- maji spole¢nou pravé jednu stranu.

Vrcholy (Strany) trojuhelnika z 7 budeme nazyvat vrcholy (strany) triangu-
lace T. Libovolné dva trojuhelniky, které maji spole¢nou pravé jednu stranu,
nazveme sousednimi. Cislo

h = max{|ab| | ab je strana triangulace T}

se nazyva krok (diskretizace) T. Triangulaci T s krokem h budeme znadit Ty,
a polozime

Q=T

TETs
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FD4-3 metoda je varianta metody siti, kterd najde aproximaci u, presné
hodnoty u(a) pro kazdy vrchol a dané triangulace 7.

Metoda predpoklada, ze kazdy vrchol a, ktery lezi na hranici 0§, lezi i
na hranici 0€2. Vzhledem k okrajové podmince je potom pfirozené polozit

uq, = g(a) pro kazdy vrchol a € 0€),.

Ozna¢me V,, mnozinu vSech vrcholu triangulace 7, které jsou vnitinimi
body oblasti €2,.

Ve shodé s fyzikdlni podstatou modelovaného procesu vyjadiuje FD4-
3 metoda pro kazdy vrchol a € V), aproximaci u, jako linedrni kombinaci
hodnot u, ve vrcholech z € Ainf,(a) pro co nejmensi parametr r nezavisly
na ¢ ani na h. Toho je dosazeno pomoci ¢tyrbodového schematu FDS4 nebo
tfibodového schematu FDS3.

Schema FDS4 je odvozeno z rovnice (6) numerickou integraci pres jistou
usecku Ta C U, a ma tvar

ug = p(ba)uy + p(ca)u. + p(da)ug + ag. (7)

Zde bd, dc jsou strany triangulace, trojthelniky abe, bed jsou sousedni (obecnd
to nejsou trojihelniky z 7;) a U, N bec = {z}. Potom plati bud U, N bd # ()
nebo U, N dc # (. ProtoZe tyto dva pFipady jsou ekvivalentni, uvazime jen
pifpad U, N dc = {w} znézornény na obr.6. V tomto pifpadé

2e|wal
d(a,b)d(b,c)c,’

o) = (et (1~ dyitora) * e )

1i(ba)

 ew] 2¢|zal
N(da) = m <1 — W) /Cm
2e
v = (LT i (et [ do o [ 705) s o
o = 14 2e|wz|

d(a,b)d(a,c)

Trojici vrcholu b, ¢, d nazveme vhodnou, jestlize v rovnici (7) plati p(zxa) > 0
prox =b, ¢, d.
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Je-li vrcholu a prifazena rovnice schematem FDS3, pak ma tvar
ug = p(ka)ug + plla)u, + oy, (8)
kde k[ je strana triangulace s vlastnosti k&l N U, = {z} — viz obr.7 — a

E |k z|
k = T l = T3 a:/ d .
plka) = o plla) = e, o= | fds

Monotonnost matice vysledného systému rovnic a tedy stabilita vysledné
aproximace je zarucena, je-li v kazdé rovnici tvaru (7) trojice vrcholu b, ¢, d
vhodna.

Je-li b, ¢, d vhodna trojice, pak plati

b,c,d € Ainf,(a) = r>0,5.

Aby moznost nalezeni vhodné trojice byla dostatecné velka, prochazi FD4-3
metoda pro kazdy vrchol a € V), tseckou U, a hleda vhodnou trojici s vlast-
nosti

b,c,d € Ainfs(a).
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Najde-li takovou vhodnou trojici, pouzije ji pro sestaveni rovnice pro u, podle
schematu FDS4. V opa¢ném pripadé sestavi rovnici pro u, podle schematu
FDS3.

Jestlize FD4-3 metoda prifadi k vrcholu a € Vj, rovnici tvaru (7) pfipadné
(8), polozime

a = abcUbcd piipadné a = akl.
Predpis

b <a, jestlize b=a nebo existuji cy,cq,...,c; tak,ze
b=co, p(cj_1,¢;)>0 pro j=1,...,i a ¢;=a

definuje ¢astec¢né usporadani na mnoziné vrcholu Vj,. Ke kazdému zacatku A
ve Vi, (A C V}, se nazyva zacdtek, jestlize a € A, b < a = b€ A) je v praci
[14] piitazena podoblast

i=a

acEA
Triangulace 75, oblasti {2 se nazyva pripustnd, jestlize h < 0,5 a existuje
kladné ¢islo ¢, s témito vlastnostmi: Polomér kruznice vepsané libovolnému
trojihelniku 7" € 7T, je vétsi, nez c,.h a

1
€= Ecth pro nékteré ¢ > 1.

Véta 2. (Lokalni bodovy odhad chyby) Budte u = u(z,y) feSen tlohy (6),
T piipustnd triangulace oblasti (2 a A zacitek ve V}, s vlastnostmi A C Q,
u € C®(A). Pak je aproximace {u, |a € V}} Teseni u stabilni a plati

max lu(a) —u,| < C4(h* +¢).

Konstanta C'; je pfimo tmérna hodnotam jistych druhych a tietich par-
cidlnich derivaci feseni u v nékterych bodech podoblasti A. 7 tohoto diivodu
muze konstanta C ; nabyt extrémné velké hodnoty v pripadé, ze podoblast A
ma neprazdny prunik s vrstvami. Tedy odhad chyby z Véty 2 poskytuje hod-
notnou informaci jen pro podoblasti A, jejichz prinik s vrstvami je prazdny.
Numerické experimenty z prace [14] naznacuji, Ze $itka aproximaci vrstev
je v souladu s modelovanou realitou do miry, kterou pripousti pouzity krok
diskretizace.

V élanku [15] je dokdzano, ze aproximace TeSeni ulohy (6) s konstantni
pravou stranou f FD4-3 metodou je totozna s aproximaci feSeni téze ulohy
ziskanou jistou specidlni variantou Petrovovy—-Galerkinovy metody.
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FD4-3 metoda poskytuje aproximace teSeni stacionarni rovinné tlohy
konvekce—difaze s vlastnostmi (c1) — (¢3) jen v piipadech, kdy

(o1) vektor rychlosti toku je konstantni a

(02) konvekce silné prevlada.

Tato omezeni znacné zmensuji pouzitelnost FD4-3 metody pro feSeni praktic-
kych problému.

Cilem dalsiho vyzkumu bylo najit numerickou metodu, ktera pro nesta-
cionarni rovinnou tlohu konvekce—diftize poskytuje aproximace reseni s vlast-
nostmi (c1) — (c¢3) i v piipadech, kdy je vektor toku proménny a kdy konvekce
prevlada obecné jen na ¢asti oblasti €2.

4 Jednorozmeérny nestacionarni pripad

Metoda s pozadovanymi vlastnostmi byla analyzovana nejprve v relativné
jednoduchém jednorozmérném piipadé. V praci [16] je numericky feSena
uloha

3t+p——sw—f v oblasti @ = (0,1) x (0,7,
u(z,0) =ug(x) pro z€(0,1) a (9)
u(z,t) =g(x,t) pro z=0, x=1 a te€(0,T].

Predpoklady zarucujici existenci, jednoznac¢nost a dostatecnou hladkost kla-
sického Teseni tlohy (9) lze najit v [1].

Navrzena metoda je modifikaci FD4-3 metody. Je to kombinace metody
charakteristik s metodou siti. Pro popis jeji zakladni myslenky zvolme pftiro-
zena Cisla n, k a polozme

1
hy, = , Tm=mh, pro m=0,1,...,n+1,
n+1
T _ .
h, = T tj=jh pro j=0,1,... k.
Rekneme, Ze usporadana dvojice a = (y,,t;) je uzel, jestlizem € {0,1,...,n+
1}aj€{0,1,...,k}. Uzel a nazveme vnitinim v piipadé, ze m € {1,2,...,n}
aje{l,2,...,k} asymbolem V}, ozna¢ime mnozinu vSech vnitinich uzli.

Metoda poskytuje aproximaci u, hodnoty FeSeni u(a) pro kazdy uzel a =
(), t;). Jestlize a ¢ V},, pak polozime

Ug = ug(Tm) pro j=0 a u, = g(Tm,t;) pro m =0 nebo m=n+1.
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K libovolnému uzlu a = (z,,t;) € Vj, je linearni algebraickd rovnice pro
vypocet aproximace u, prifazena takto: Jistym zpusobem, ktery bude po-
psan pozdéji, se vybere index i € {0,1,...,j — 1} a najde se funkce 7 (¢)
jako TeSeni pocatecni tlohy

. :;t(t) =2

T (t),t) pro t€ (ti,t;), T (t;) = Tpm. (10)
Krivka

Cai = {(& (1),8) [1: <t <15}
se nazyva charakteristika diferencidlni rovnice (9). Je to trajektorie toho

hmotného bodu proudici latky, ktery v ¢ase t; prochazi bodem z,,. Uvazime
jen pifpad, ze C,; C Q. Vzhledem k (10) plati

ou(z (t),t)  Ou(T (1),t) ~ Ou OQudz(t)  du(z (1))
o o POt e T T @
a tedy pro body na charakteristice C,; lze rovnici (9) psat ve tvaru
du  0%u
du O _ 11
it~ "o / (1)

Polozime-li w = (% (t;),;) a integrujeme-li rovnici (11) pres interval [t;, ¢;],
vznikne identita
ti 02U ~ ti
u(a) — u(w) — 5/] —u(x,t) dt = /J f(z,t)dt. (12)
t;

V (12) aproximujeme integral na pravé strané Simpsonovym pravidlem s kro-
kem h;/2 (ziskanou aproximaci oznac¢ime If) a polozime

ti 0%u ~ i 0%u
[ G = (4~ 1) g (w).
Vznikne rovnice
0%u

u(a) —u(w) —e(t; —t;) 55 (w) = Iy.
Dale se budeme detailné zabyvat jen pifpadem, kdy 7 (t;) = x;, pro néktery
index k € {1,...,n}. Potom w = (z,t;) a oznac¢ime by = (z4_1,%;), by = w,
by = (Tg41,t;). Aproximace

0? -2
u(@) =gy () =y, @ o) = e T

hi
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transformuji posledni rovnici na tvar
ta = (1(boa)us, + p(bra)us, + p(boa)us, + I, (13)

e(t; — ti
kde p(tya) = p(boa) = " by =1

x

26(tj — tz)

hz
Lze snadno ukéazat, Ze systém rovnic typu (13) méa monotonni matici, je-li
index ¢ zvolen vzdy tak, aby

2e(t; — 1;
p(bia) =1 — % > 0.
V praci je pozadovano splnéni silnéjsi podminky. Index ¢ je volen tak, aby
byl co nejmensi a aby vyhovoval nerovnosti

2elly — 1 1 t: —t;
6(27%’) 3 ekvivalentni s 6(3]7}721)

T

1— > < - (14)

1

3

Existence indexu i < j splhujictho (14) je zarucena za predpokladu, ze
36ht < hi

V piipadé, 7e T (t;) # ax pro k = 1,2,...,n a existuje index k € {2,...,n}
s vlastnosti x,_; < 7 (t;) < xx, polozime b = (2_s44,t;) pro [ = 0,1,2,3.
Funkce u(z,t;) je aproximovana kubickym polynomem P(z), ktery v bodech
Tk—2, Tk—1, Tk, Tp+1 Dabyva postupné hodnot wuy,, up,, up,, up, a druha derivace
Uy, (w) je aproximovana hodnotou P (7 (t;)).

Definujeme-li ¢aste¢né usporadani na mnoziné Vj, predpisem b < a, jestlize
b = a nebo existuji ¢y, c1, ..., ¢ tak, ze b = co, p(cj_1,¢;) >0proj=1,...,i
a ¢; = a, pak plati toto tvrzeni:

Véta 3. Jestlize u € C™W(Q), kroky diskretizace h,, h; spliiuji pod-
minku (14) a A je libovolny zacatek v usporadané mnoziné V},, pak existuje
konstanta C nezavisla na h,, h; s vlastnosti

max |u(a) — u,| < C (h2 + hy}).
a€A

Odhad chyby z Véty 3 je ziskan jako soucet chyb jednotlivych rovnic
pomoci séitaci techniky, kterd byla vyvinuta v [14]. Numerické experimenty
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Obréazek 8

naznacuji, ze tento rad chyby odpovida realité a ze i modely vrstev jsou
s modelovanou realitou v souladu.
5 Rovinny nestacionarni pripad

Vénujme se nejprve obsahu ¢lanku [17] a [18], v nichZ je zkouména aprox-
imace funkci dvou proménnych polynomy druhého stupné.

Necht b, 0%,...,05 € R? a Ty = b1b3b5, T, = bLb2b3, Ty = L35, Ty =
bPbob! jsou trojthelniky. Rekneme, ze body b', b2, ..., b5 jsou requldrni uzly,
jestlize

(i) trojuhelniky T}, T; jsou sousedni pro i = 2,3,4 a

(ii) a < 7 pro viechny vnitini hly trojahelnika 71, T3, T3, T;.
Pro libovolné reguldrni uzly b',0?,...,0° — viz ilustraci z obr.8 — ozna¢ime
symbolem

- h délku nejvétsi strany trojuhelnikua T4, Ty, T3, Ty,

- «aq velikost nejmensiho vnitiniho thlu trojahelnika 17, Ty, 13, Ty a

- T (uzavieny) konvexni obal mnoziny T U T, U T3 U Ty.

Usporadané dvojice m = (i, j) nezéapornych celych ¢isel se nazyva multi-
index a ¢islo |m| =i+ j se nazyva 7dd multiindexu. Pro libovolnou funkci f
proménné x = (1, xs) se pak znadi

o™l f o™l f

dx™ Ol
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Obréazek 9

Hlavni vysledky prace [17] 1ze shrnout do tohoto tvrzeni:

Véta 4. Necht b', b2, ..., 0% jsou regularni uzly a ¢ € C®)(T). Pak mezi
vSemi polynomy proménné x = (x1, z3) stupné mensiho nebo rovného dvéma
existuje jediny interpolant

P(z) = Li(z)@(b") + La(z)o(b”) + - .. + Le(2)(b°) (15)

funkce ¢ v uzlech b', b?,...,b% a ke kazdému multiindexu m s vlastnosti
|m| < 2 existuje konstanta C' nezavisla na h tak, ze pro vSechna z € T plati
olm! olml p
2 (z) — (2)| < C h3Iml,

ox™ ox™

Podstatna ¢ast Véty 4 je dokdzana v [18]. V [17] jsou naznaceny moznosti
aplikace tohoto vysledku v ruznych oblastech numerické analyzy. V tomto
textu jsou odhady chyb interpolace z Véty 4 vyuzity pro odvozeni radu chyby
aproximace feSeni tlohy

%+ﬁ-gﬁdu—6Au:f v Q=Qx(0,T),
w(z,y,0) =up(z,y) v Q, (16)
u(z,y,t) = g(z,y,t) v 02 x(0,T]

jistym dale popsanym zobecnénim metody z odstavce 3. Predpoklady zarucu-
jici existenci, jednoznacnost a dostatecnou hladkost klasického tfeSeni tlohy
(16) jsou uvedeny v [1].

Necht triangulace 75, oblasti {2 méa vlastnosti
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(vl) kazdy vrchol triangulace 7y, ktery lezi na hranici 0€2, lezi i na 052,
(v2) pro vSechny vnitini @thly o trojihelniki z 7 plati 0 < ap < o < 7.

Necht 0 =ty < t; < ... < t, = T je ekvidistantni déleni s krokem £.
Rekneme, 7e usporadand dvojice A = (a, t;) je uzel, je-li a vrchol triangulace
Tnaj e {0,1,...,7}. Uzel A nazveme wvnitinim, je-li a = (ay,ay) vnitini
vrchol triangulace a j € {1,2,...,r}. Symbolem V}, ozna¢ime mnoZinu v8ech
vnitinich uzlu.

Metoda poskytuje aproximaci u4 hodnoty feseni u(A) pro kazdy uzel A.
Jestlize A ¢ V},, je hodnota u(A) zadand pocateéni nebo okrajovou pod-
minkou z (16) a lze tedy polozit

us = u(A).

Necht nyni A = (a,t;) € V,. Za ucelem vysvétleni zdkladni myslenky
popiseme jednu konstrukci rovnice pro aproximaci u4. Metoda postupné

proi=7j—1,7—2,...Tesl po¢ate¢ni tlohu
BO=mEOI 0.0 [T =a .
d;(t) ~ ~ \% SR VA Zj(t) .
dt =pa(z (1),¥ (1),1) j) = Q2

a obé strany rovnice (16) integruje pres kiivku

Cas = {(T (1), (1)) | : <t <15},

)

~

Oznaéime-li wy, =2 (t;), wy =Y (t;) a W = (w, t;), vznikne identita

u(A)—u(W)—e/;jAudt:/;jfdt

obdobné jako v jednorozmérném pripadé. Odtud vhodnou numerickou inte-
graci obdrzime

u(A) —u(W) —e(t; —t;) [fAu(A) + (1 = B)Au(W)] = If. (18)

Jsou-li a',a?, ..., a* vrcholy triangulace z okoli vrcholu a a b',b?, ..., b5 re-

guldrni uzly s vlastnosti w € b'630° (viz obr.9), pak oznacime

A, = (a",t;) pro v=1,2,...,k a B, = (V',t;) pro t=1,2,...,6.
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Do rovnice (18) dosadime za u(W), Au(W) aproximace

u(W) = Li(w)up, + La(w)up, + ...+ Lg(w)up,,
Au(W) = AL (w)up, + ALy(w)up, + ...+ ALg(w)up,

podle Véty 4 a hodnotu Au(A) nahradime vyrazem

k
Au(A) = —yua + Z YA,

=1

ktery vznika v metodé kone¢nych prvku pii aproximaci funkce u = u(zy, 2, t;)
funkci spojitou na €, a linearni na kazdém trojuhelniku z 7,. Vzhledem
k vlastnosti (v2) plati v, > 0 prot =0,1,...,k. Vznikne tedy rovnice

k 6

ua =Y p(AA)ua, + Y p(BAup, + aa, (19)

=1 =1

kde p(A,A) = =(t; — )57,/ du,
p(B.A) = [L(w) +&(tj — ;) (1 = )AL, (w)] /da,
Qg = If/da a da =1 +€(t]’ — ti)ﬁ’)/o.

Metoda budto najde néktery index i, 0 < i < j, tak, Ze pro vhodnou hodnotu
parametru 5 € [0, 1] plati u(XA) > 0pro X = Ay, Ay, ..., A, B1,Bs, ..., Bg
nebo sestavi rovnici pro u, podle nékterého ndhradniho schematu.

Prestoze uplna teoretickd analyza této metody neni dosud provedena,
struéné uvahy z prace [19] vedou k predbéznému zavéru, Ze existuje konstanta
C > 0 s vlastnosti |u(A) — ua| < C (h? + eh) pro vSechny vnitini uzly A.
Numerické experimenty naznacuji, ze

- tento odhad odpovida realité a

- metoda poskytuje aproximace vrstev, které jsou v souladu s modelo-
vanou realitou do miry, kterou pripousti pouzity krok diskretizace.

Algoritmy metod, jejichz zakladni myslenky byly v této kapitole struc¢né
popsany, jsou implementovany v jednom spole¢ném programovém systému.
Jednotlivé programy vznikaly pfi feSeni odpovidajicich tloh. Programovy
systém byl jednim z vysledki grantu ”Numerické modelovani diftznich pro-
cesit v extrémnich podminkach” GA CR z let 1995, 1996.
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Abstract

Numerical solutions of the convection-diffusion and
reaction-diffusion problems

Motivation and explanation of the results obtained by the author during his
investigation of the numerical methods for convection-diffusion and reaction-
diffusion problems are presented.

Basic ideas of new numerical methods for one- and two-dimensional sta-
tionary and non-stationary problems of the above-mentioned types are de-
scribed consecutively. Basic properties of these methods including stability
and the amount of artificial diffusion are discussed and local apriori error
estimates are formulated.
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