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1 Úvod
Numerické modelování úloh konvekce-difúze lze dnes pova¾ovat za jednu

z nejrychleji se rozvíjejících oblastí numerické analýzy. Na velký poèet èa-
sopiseckých publikací vìnovaných tomuto tématu zaèíná v posledních letech
navazovat i rostoucí poèet monogra�í. Viz napøíklad Morton [3] nebo Roos,
Stynes, Tobiska [4]. Tento vývoj zd�uvodòuje autor díla [3] takto: "Accurate

modelling of the interaction between convective and di�usive processes is the

most ubiquitous and challenging task in the numerical approximation of par-

tial di�erential equations. This is partly because of the problems themselves,

their great variety and widespread occurence, as well as their close associa-

tion with singular perturbation problems and boundary layer theory." Cílem
tohoto textu je vylo¾it pøíspìvek autora k této problematice.

Autor se zaèal zabývat hledáním nových algoritm�u pro øe¹ení stacionární
jednorozmìrné úlohy konvekce{difúze v roce 1983. Tato úloha byla vybrána
jako nejjednodu¹¹í netriviální pøíklad, v nìm¾ se spoleènì s I. Kopeèkem
sna¾ili vyu¾ít nových poznatk�u, získaných pøi analýze obecných podmínek
pro algoritmickou øe¹itelnost lineárních diferenciálních problém�u. Struèná
zmínka o tìchto poznatcích je uvedena v [8].

V textu je pou¾ito standardního znaèení C(
), C(k)(
) (k = 1; 2; : : :),
L2(
),Hk(
) (k = 1; 2; : : :),H1

0 (
), L
1(
) pro prostory funkcí na ohranièené

(otevøené nebo uzavøené) oblasti 
 v Rn pro n = 1; 2 a

(f; g) =
Z


f(x)g(x) dx

pro skalární souèin funkcí f , g v L2(
). Rovnì¾ symboly kuk =
q
(u; u),

kuk1 a kuk2 pro oznaèení norem v prostorech L2(
), H1(
) a H2(
) jsou
bì¾nì pou¾ívané.

2 Jednorozmìrná stacionární úloha

Zabývejme se nejprve okrajovou úlohou

�" u00 + p u0 + q u = f pro x 2 (a; b); u(a) = 0 = u(b): (1)

V této i ve v¹ech dále uva¾ovaných úlohách mají hodnoty hledané funkce
u význam teploty látky pøípadnì koncentrace neèistot v látce a fyzikální
význam koe�cient�u rovnic je v souladu s tímto nejèastìji se vyskytujícím
významem koe�cient�u rovnice (1):
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{ " je kladná konstanta odpovídající koe�cientu tepelné vodivosti pøí-
padnì koe�cientu difúze,

{ p 2 C(1)(a; b) odpovídá rychlosti toku látky,

{ q 2 L1(a; b) odpovídá intenzitì absorpce,
{ f 2 L2(a; b) odpovídá intenzitì zdroj�u tepla pøípadnì neèistot.

Je známo, ¾e za pøedpokladu q� 0; 5 p0 � 0 v (a; b) má úloha (1) jediné slabé
øe¹ení u 2 H1

0 (a; b)\H2(a; b). Jestli¾e v¹ak pøevládá konvekce ("� jpj) nebo
absorpce ("� q), pak v intervalu (a; b) zpravidla existují podintervaly malé
délky, nazývané hranièní nebo vnitøní vrstvy, v nich¾ se hodnoty funkce u
extrémnì rychle mìní. Existence vrstev je typická pro pøesné øe¹ení ka¾dé
úlohy, která se v této kapitole objeví.

Speciální pøípad

�"(u")00 + (u")0 = x pro x 2 (0; 1); u"(0) = 0 = u"(1) (2)

úlohy (1) má pøesné øe¹ení

u"(x) =
�
"+

x

2

�
x�

�
"+

1
2

� 1� ex="

1� e1="
:

Jestli¾e " � 1, pak jde o úlohu s pøevládající konvekcí a funkce u" má
hranièní vrstvu v okolí bodu x = 1. Viz graf funkce u0;01 na obr.1. Pro
ilustraci problém�u, které pøi numerickém øe¹ení úloh tohoto typu vznikají,
øe¹me úlohu (2) metodou sítí s krokem h = 1=n pro nìkteré pøirozené èíslo
n.

Nech» 0 = x0 < x1 < : : : < xn = 1 jsou ekvidistantní uzly s krokem h.
Metoda sítí poskytne aproximaci ui pøesné hodnoty u"(xi) pro i = 0; 1; : : : ; n
jako øe¹ení systému lineárních algebraických rovnic, pøiøazených postupnì
jednotlivým uzl�um. Uzl�um x0, xn jsou lineární rovnice pøiøazeny diskretizací
okrajových podmínek { v na¹em pøípadì vznikne

u0 = 0; un = 0:

Pro i = 1; 2; : : : ; n� 1 dosadíme xi za x do rovnice (2) a derivace funkce u"

aproximujeme výrazy

(u")00(xi)
:=
ui�1 � 2ui + ui+1

h2
; (u")0(xi)

:=
ui+1 � ui�1

2h
:
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Výsledkem je rovnice

�"ui�1 � 2ui + ui+1
h2

+
ui+1 � ui�1

2h
= xi;

z ní¾ po vynásobení èíslem 2h a po úpravì dostaneme

�
�2"
h
+ 1

�
ui�1 +

4"
h
ui �

�2"
h
� 1

�
ui+1 = 2hxi:

Polo¾íme-li u0 = 0 v rovnici pøiøazené uzlu x1 a un = 0 v rovnici pøiøazené
xn�1, vznikne systém rovnic A"~u = ~b, kde

A" =

2
66664

4"
h

1� 2"
h

: : : 0
�1� 2"

h
4"
h

: : : 0
...

...
. . .

...
0 0 : : : 4"

h

3
77775 ; ~u =

2
66664

u1
u2
...

un�1

3
77775 a ~b =

2
66664

2h2

4h2
...

2(n� 1)h2

3
77775 :
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Napøíklad pro " = 0; 01 a h = 0; 1 má tento systém rovnic tvar

2
66664

0; 4 0; 8 : : : 0
�1; 2 0; 4 : : : 0
...

... : : :
...

0 0 : : : 0; 4

3
77775

2
66664
u1
u2
...
u9

3
77775 =

2
66664
0; 02
0; 04
...

0; 18

3
77775 : Potom ~u =

2
6666666666666664

0; 0285
0; 0107
0; 0874
0; 0474
0; 2073
0; 0925
0; 4148
0; 1063
0; 7690

3
7777777777777775

: (3)

Z výsledku (3), gra�cky znázornìného na obr.2, je zøejmé, ¾e vypoètená
aproximace ~u hodnot funkce u" je nestabilní. Budeme øíkat, ¾e aproximace ~u
osciluje. Je dobøe známo, ¾e stabilita numerického øe¹ení je zaruèena v pøí-
padì, kdy matice pøíslu¹né soustavy rovnic je monotonní.

Ètvercová matice A se nazývá monotonní, jestli¾e existuje matice A�1

inverzní k A a v¹echny prvky matice A�1 jsou nezáporné.
Pro rozhodnutí, zda daná ètvercová matice je monotonní, je èasto pou¾í-
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váno toto kriterium:

Vìta 1. (Bramble, Hubbard [5]) Ètvercová matice A = (aij)ni;j=1 je
monotonní, jsou-li splnìny podmínky

(a) i 6= j =) aij � 0,

(b) existuje mno¾ina I � f1; 2; : : : ; ng taková, ¾e
nX

j=1

aij > 0 () i 2 I a
nX

j=1

aij = 0 () i 2 f1; 2; : : : ; ng � I;

(c) pro ka¾dý index i 2 f1; 2; : : : ; ng existují indexy j 2 I a k1; k2; : : : ; ks
tak, ¾e èísla aik1 ; ak1k2 ; : : : ; aksj jsou vesmìs r�uzná od nuly.

Matice A0;01 soustavy (3) nesplòuje podmínku (a), nebo» napøíklad a12 =
0; 8 > 0. Proto¾e v matici A" je ai;i+1 = 1� 2"=h, je podmínka (a) splnìna
jen v pøípadì h � 2". Tedy napøíklad pro stabilitu aproximace funkce u10

�8

metodou sítí vy¾aduje Vìta 1, aby h � 0; 00000002. Tento po¾adavek je
prakticky neuskuteènitelný.

Proto¾e analogie k tomuto extrémnì velkému pomìru mezi rychlostí toku
a hodnotou koe�cientu difúze se vyskytuje v mnoha d�ule¾itých diferenciálních
úlohách, je pro jejich numerické øe¹ení nutno hledat nové metody. Dobøe
známé a dnes rutinnì pou¾ívané jsou tyto dvì jednoduché úpravy metody
sítí:

1. Umìlá difúze. Tato metoda spoèívá v nahrazení koe�cientu difúze "
co nejmen¹í hodnotou E tak, aby E � " a aby modi�kovaná matice soustavy
byla monotonní. Napøíklad pøi øe¹ení úlohy (2) pro " = 0; 01 s krokem
h = 0; 1 je koe�cient " zvìt¹en na E = 0; 05. Pøíslu¹ný systém rovnic AE~u = ~b
má tvar

2
66664

2 0 : : : 0
�2 2 : : : 0
...

... : : :
...

0 0 : : : 2

3
77775

2
66664
u1
u2
...
u9

3
77775 =

2
66664
0; 02
0; 04
...

0; 18

3
77775 ; tak¾e ~u =

2
6666666666666664

0; 01
0; 03
0; 06
0; 1
0; 15
0; 21
0; 28
0; 36
0; 45

3
7777777777777775

:
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2. Upwind. V této metodì je první derivace (u")0(xi) aproximována
pomìrnou diferencí smìrem dopøedu nebo zpìt místo vý¹e uvedené centrální
diference. V úloze (2), v ní¾ látka teèe v kladném smìru osy x, je první
derivaci nutno aproximovat zpìtnou diferencí. Tedy pro i = 1; 2; : : : ; n � 1
vznikne rovnice

�"ui�1 � 2ui + ui+1
h2

+
ui � ui�1

h
= xi

a její úpravou obdr¾íme

�ui�1
�
1 +

"

h

�
+ ui

�2"
h
+ 1

�
� ui+1

"

h
= h xi :

Polo¾íme-li " = 0; 01 a h = 0; 1, získáme systém rovnic

2
66664

1; 2 �0; 1 : : : 0
�1; 1 1; 2 : : : 0
...

... : : :
...

0 0 : : : 1; 2

3
77775

2
66664
u1
u2
...
u9

3
77775 =

2
66664
0; 01
0; 02
...

0; 09

3
77775 a tedy ~u =

2
6666666666666664

0; 0100
0; 0320
0; 0630
0; 1040
0; 1550
0; 2160
0; 2866
0; 3634
0; 4081

3
7777777777777775

:

Uvedené pøíklady ilustrují skuteènost, ¾e metody 1, 2 poskytují stabilní
aproximace øe¹ení. Mají v¹ak tyto nedostatky:

(n1) Chyba aproximace ju"(xi)�uij pro i = 1; 2; : : : ; n�1 vytvoøená metodou
1 nebo 2 je úmìrná kroku h, zatímco stejná chyba aproximace vytvoøená
metodou sítí je úmìrná h2.

(n2) ©íøka aproximací vrstev fakticky nezávisí na velikosti koe�cientu difúze
". Zpravidla je ¹íøka aproximací vrstev podstatnì vìt¹í, ne¾ ¹íøka
odpovídajících vrstev pøesného øe¹ení. Øíkáme potom, ¾e aproximace
má pøíli¹ velkou umìlou difúzi.

Problémy se stabilitou aproximace se objevují pøi numerickém øe¹ení øady
d�ule¾itých diferenciálních úloh vèetnì v¹ech úloh z této kapitoly. Cílem dále
popsané analýzy je postup pro výpoèet aproximace øe¹ení, která
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(c1) je stabilní,

(c2) má co nejmen¹í umìlou difúzi a

(c3) je zatí¾ena chybou, která je úmìrná co nejvy¹¹í mocninì kroku h.

Aproximace øe¹ení nìkterých pøíklad�u úlohy (1) v èlánku [9] naznaèují
vlastnosti (c1) { (c3). Tyto pøíklady byly øe¹eny jistou variantou metody
Petrovovy{Galerkinovy, její¾ matematická analýza byla zveøejnìna v práci
[12]. Metoda vychází z této slabé formulace úlohy (1): Najdìte funkci u 2
H1

0 (a; b) tak, aby

�(u; v) �
Z b

a
(" u0 v0 + p u0 v + q u v) dx = (f; v) 8v 2 H1

0 (a; b): (4)

Ke zvolenému pøirozenému èíslu n jsou pøiøazeny

{ krok diskretizace h = (b� a)=n,

{ hrubá ekvidistantní sí» a = x0 < x1 < : : : < xn = b s krokem h,

{ jemná ekvidistantní sí» a = x0 < x1 < : : : < x2n = b s krokem h=2

a funkèní prostory

V = f' j' je lineární splajn s uzly x0; x1; : : : ; xn; '(a) = 0 = '(b)g;
W = f j je lineární splajn s uzly x0; x1; : : : ; x2n;  (a) = 0 =  (b)g:

Je dobøe známo, ¾e funkce '1; '2; : : : ; 'n�1 z prostoru V de�nované pøedpisem

'i(xj) =

(
1 pro j = i
0 pro j 6= i

; j = 0; 1; : : : ; n

tvoøí bazi ve V a funkce  1;  2; : : : ;  2n�1 z prostoru W de�nované pøedpisem

 i(xj) =

(
1 pro j = i
0 pro j 6= i

; j = 0; 1; : : : ; 2n

tvoøí bazi ve W. Metoda spoèívá v konstrukci lineárního operátoru L : V !
W, který splòuje po¾adavky

(p1) L('i) je lineární kombinací funkcí  2i�1;  2i;  2i+1 pro i = 1; 2; : : : ; n�1,



12

(p2) �(u; L(v)) = A(u; v) =
R b
a (E u

0 v0+p u0 v+q u v) dx pro v¹echna u; v 2 V.
Zde E je nejmen¹í ze v¹ech obecnì nespojitých funkcí konstantních na
intervalu (xi�1; xi) pro i = 1; 2; : : : ; n, splòujících " � E na (a; b) a
takových, ¾e matice (A('j; 'i))

n�1
i;j=1 je monotonní.

Funkce uh = u1'1 + u2'2 + : : : + un�1'n�1 2 V je pak numerickým øe¹ením
úlohy (1), jsou-li koe�cienty u1; u2; : : : ; un�1 øe¹ením systému lineárních rovnic

A(uh; 'i) = (f; L('i)); i = 1; 2; : : : ; n� 1:

Splnìní po¾adavku (p1) zaruèuje, ¾e matice tohoto systému rovnic je tøí-
diagonální. Splnìní podmínky (p2) pak zaji¹»uje jednak stabilitu vypoètené
aproximace a jednak skuteènost, ¾e ¹íøka aproximací vrstev není vìt¹í, ne¾ je
nutné vzhledem k velikosti kroku diskretizace.

V [12] jsou analyzovány dva pøípady úlohy (1).

1. q � 0: Jestli¾e existuje kladná konstanta p0 s vlastností p(x) � p0 pro
x 2 [a; b], pak je dokázáno, ¾e ku � uhk � Ch1;5 a ku � uhk1 � Ch.
V pøípadì, ¾e funkce p mìní v intervalu (a; b) znaménko, je exponent
v obou odhadech men¹í o 0,5.

2. p � 0: V tomto pøípadì jsou nalezeny odhady chyb optimálního øádu,
toti¾ ku� uhk � Ch2 a ku� uhk1 � Ch.

V uvedených odhadech nezávisí koe�cienty úmìrnosti C na koe�cientu "
ani na kroku h, ale obecnì závisí na normách pøesného øe¹ení u v prostorech
H1(a; b) aH2(a; b). Proto¾e tyto normy jsou extrémnì velké vlivem vlastností
øe¹ení u ve vrstvách, jsou v pøípadech 1 i 2 odvozeny tzv. lokální odhady chyb,
které odhadují chybu u� uh jen na jistém zvoleném podintervalu D v [a; b].
Koe�cienty úmìrnosti C pak závisí na H1{ a H2{normách zú¾ení funkce u
na jisté roz¹íøení De intervalu D. Interval D lze zvolit tak, aby vrstvy mìly
prázdný pr�unik s intervalem De. Tyto lokální odhady jsou stejného øádu
jako odhady odpovídajících globálních chyb uvedené v 1 a 2.

Porovnání grafu pøesného øe¹ení u0;01 úlohy (2) s grafem aproximace øe¹ení
u0;01 získané upwindem s krokem 0,1 z obr.3 ukazuje, ¾e tato aproximace
je velmi nepøesná na celém intervalu [0,1]. Obr.3 je tedy dobrou ilustrací
významu vý¹e uvedeného nedostatku (n1) a po¾adavku (c3). ®ádná z po-
psaných metod nem�u¾e poskytnout dobrou aproximaci øe¹ení uvnitø vrstvy,



13

0

0.2

0.4

0.6

0.8

u

0.2 0.4 0.6 0.8 1
x

Obrázek 3

nebo» velký pomìr mezi hodnotou kroku h a ¹íøkou vrstvy to nedovolí. Pøí-
pad, kdy m�u¾e dominovat jak konvekce tak i absorpce, je pro konstantní
funkce p, q prozkoumán v práci [13]. Je dokázáno, ¾e za pøedpokladu

p = Phsq; kde

8><
>:
s = 0; P = p=q pro q � jpj;
0 < s < 1; jP j = 1 pro hq < jpj < q;
s = 1; P = p=(hq) pro jpj � hq

platí ku� uhk � Ch1;5+0;5s a ku� uhk1 � Ch.

3 Rovinný stacionární pøípad
V [12] byla analogie vý¹e popsané Petrovovy{Galerkinovy metody pou¾ita

i pro øe¹ení stacionární rovinné úlohy

�"� u+ ~p� �!

grad u+ q u = f v 
; u = 0 na @
; (5)

kde 
 � R2 je oblast s polygonální hranicí @
. Øády chyb na úrovni
apriorních odhad�u z jednorozmìrného pøípadu byly pouze ilustrovány po-
mocí výsledk�u experiment�u. Výsledky numerických øe¹ení této rovinné úlohy
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Obrázek 4

nebyly uspokojující, nebo» se v blízkosti vrstev vyskytovaly náznaky oscilací a
souèasnì byly vypoètené aproximace zatí¾eny umìlou difúzí vìt¹ího rozsahu,
ne¾ bylo nutné. Viz obr.11 v [12].

Tyto nedostatky spoleènì se snahou najít apriorní odhady chyby aproxi-
mace dostateènì vysokého øádu i v rovinném pøípadì motivovaly vznik nové
numerické metody. Po dlouhém hledání, které je èásteènì dokumentováno
v èláncích [10] a [11], byla v práci [14] navr¾ena metoda s názvem FD4-3
metoda pro øe¹ení stacionární okrajové úlohy

�"�u+ @u

@x
= f(x; y) v 
; u = g na @
: (6)

Pøedpoklady zaruèující existenci a jednoznaènost klasického øe¹ení úlohy (6)
jsou uvedeny v [2].

Buïte a = (a1; a2), b = (b1; b2) libovolné body z 
. Symbolem jabj
oznaèíme délku úseèky ab a polo¾íme

d(a; b) = jb2 � a2j; p(a; b) = maxf0; a1 � b1g:

V tomto výkladu budeme hodnoty hledané funkce u = u(x; y) interpre-
tovat jako teploty. Z fyzikálního významu rovnice (6) pak plyne, ¾e látka
proudí oblastí 
 v kladném smìru osy x s jednotkovou rychlostí. Tedy do
bodu a se èástice látky dopravují po trajektorii Ua = f(x; a2) 2 
 j x � a1g,
znázornìné na obr.4. Pøedpoklad " � 1 znamená, ¾e èástice si teplo pøedá-
vají s intenzitou podstatnì men¹í, ne¾ je rychlost toku. Potom teplota u(a)
èástic protékajících bodem a závisí podstatnì jen na teplotì na trajektorii
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Obrázek 5

Ua a v jejím blízkém okolí. Ze studia analytického øe¹ení jisté okrajové úlohy
pro rovnici (6) z èlánku [6] a z fyzikálních úvah v [7] plyne, ¾e za mno¾inu
bod�u, které hodnotu u(a) ovlivòují do jisté "stejné míry" nebo více, lze vzít
tuto oblast vlivu

Ainfr(a) =

(
b 2 


����� d(a; b)
2

" p(a; b)
� r

)

s parametrem r. Viz obr.5. Oblast vlivu je zøejmì ohranièena parabolou,
její¾ ¹íøka je úmìrná

p
". Se zmen¹ením parametru r se oblast vlivu zmen¹uje

o body, na nich¾ hodnota u(a) závisí relativnì nejménì.
Soustava T trojúhelník�u s vrcholy v 
 se nazývá triangulace 
, jestli¾e

ka¾dé dva r�uzné trojúhelníky z T
- jsou disjunktní nebo

- mají spoleèný právì jeden vrchol nebo

- mají spoleènou právì jednu stranu.

Vrcholy (Strany) trojúhelník�u z T budeme nazývat vrcholy (strany) triangu-
lace T . Libovolné dva trojúhelníky, které mají spoleènou právì jednu stranu,
nazveme sousedními. Èíslo

h = maxfjabj j ab je strana triangulace T g
se nazývá krok (diskretizace) T . Triangulaci T s krokem h budeme znaèit Th
a polo¾íme


h =
[

T2Th

T:
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FD4-3 metoda je varianta metody sítí, která najde aproximaci ua pøesné
hodnoty u(a) pro ka¾dý vrchol a dané triangulace Th.

Metoda pøedpokládá, ¾e ka¾dý vrchol a, který le¾í na hranici @
h, le¾í i
na hranici @
. Vzhledem k okrajové podmínce je potom pøirozené polo¾it

ua = g(a) pro ka¾dý vrchol a 2 @
h:

Oznaème Vh mno¾inu v¹ech vrchol�u triangulace Th, které jsou vnitøními
body oblasti 
h.

Ve shodì s fyzikální podstatou modelovaného procesu vyjadøuje FD4-
3 metoda pro ka¾dý vrchol a 2 Vh aproximaci ua jako lineární kombinaci
hodnot ux ve vrcholech x 2 Ainfr(a) pro co nejmen¹í parametr r nezávislý
na " ani na h. Toho je dosa¾eno pomocí ètyøbodového schematu FDS4 nebo
tøíbodového schematu FDS3.

Schema FDS4 je odvozeno z rovnice (6) numerickou integrací pøes jistou
úseèku xa � Ua a má tvar

ua = �(ba)ub + �(ca)uc + �(da)ud + �a: (7)

Zde bd, dc jsou strany triangulace, trojúhelníky abc, bcd jsou sousední (obecnì
to nejsou trojúhelníky z Th) a Ua \ bc = fzg. Potom platí buï Ua \ bd 6= ;
nebo Ua \ dc 6= ;. Proto¾e tyto dva pøípady jsou ekvivalentní, uvá¾íme jen
pøípad Ua \ dc = fwg znázornìný na obr.6. V tomto pøípadì

�(ba) =
2"jwaj

d(a; b)d(b; c)ca
;

�(ca) =

( jwdj
jcdj

 
1� 2"jzaj

d(a; b)d(a; c)

!
+

2"jwaj
d(b; c)d(a; c)

)
=ca;

�(da) =
jcwj
jcdj

 
1� 2"jzaj

d(a; b)d(a; c)

!
=ca;

�a =

(Z
wa
f ds+

2"
d(a; b)d(a; c)

�
jwzj

Z
za
f ds� jzaj

Z
wz
f ds

�)
=ca a

ca = 1 +
2"jwzj

d(a; b)d(a; c)
:

Trojici vrchol�u b, c, d nazveme vhodnou, jestli¾e v rovnici (7) platí �(xa) � 0
pro x = b, c, d.
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Obrázek 6

Obrázek 7

Je-li vrcholu a pøiøazena rovnice schematem FDS3, pak má tvar

ua = �(ka)uk + �(la)ul + �a; (8)

kde kl je strana triangulace s vlastností kl \ Ua = fzg { viz obr.7 { a

�(ka) =
jzlj
jklj ; �(la) =

jkzj
jklj ; �a =

Z
za
f ds:

Monotonnost matice výsledného systému rovnic a tedy stabilita výsledné
aproximace je zaruèena, je-li v ka¾dé rovnici tvaru (7) trojice vrchol�u b, c, d
vhodná.

Je-li b, c, d vhodná trojice, pak platí

b; c; d 2 Ainfr(a) =) r � 0; 5:

Aby mo¾nost nalezení vhodné trojice byla dostateènì velká, prochází FD4-3
metoda pro ka¾dý vrchol a 2 Vh úseèkou Ua a hledá vhodnou trojici s vlast-
ností

b; c; d 2 Ainf3(a):
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Najde-li takovou vhodnou trojici, pou¾ije ji pro sestavení rovnice pro ua podle
schematu FDS4. V opaèném pøípadì sestaví rovnici pro ua podle schematu
FDS3.

Jestli¾e FD4-3 metoda pøiøadí k vrcholu a 2 Vh rovnici tvaru (7) pøípadnì
(8), polo¾íme

â = abc [ bcd pøípadnì â = akl:

Pøedpis

b � a; jestli¾e b = a nebo existují c0; c1; : : : ; ci tak; ¾e
b = c0; �(cj�1; cj) > 0 pro j = 1; : : : ; i a ci = a

de�nuje èásteèné uspoøádání na mno¾inì vrchol�u Vh. Ke ka¾dému zaèátku A
ve Vh (A � Vh se nazývá zaèátek, jestli¾e a 2 A; b � a =) b 2 A) je v práci
[14] pøiøazena podoblast

Â =
[
a2A

â:

Triangulace Th oblasti 
 se nazývá pøípustná, jestli¾e h < 0; 5 a existuje
kladné èíslo cr s tìmito vlastnostmi: Polomìr kru¾nice vepsané libovolnému
trojúhelníku T 2 Th je vìt¹í, ne¾ crh a

" =
1
12
c2rh

q pro nìkteré q > 1:

Vìta 2. (Lokální bodový odhad chyby) Buïte u = u(x; y) øe¹ení úlohy (6),
Th pøípustná triangulace oblasti 
 a A zaèátek ve Vh s vlastnostmi Â � 
,
u 2 C(3)(Â). Pak je aproximace fua j a 2 Vhg øe¹ení u stabilní a platí

max
a2A

ju(a)� uaj < CÂ(h
2 + "):

Konstanta CÂ je pøímo úmìrná hodnotám jistých druhých a tøetích par-
ciálních derivací øe¹ení u v nìkterých bodech podoblasti Â. Z tohoto d�uvodu
m�u¾e konstanta CÂ nabýt extrémnì velké hodnoty v pøípadì, ¾e podoblast Â
má neprázdný pr�unik s vrstvami. Tedy odhad chyby z Vìty 2 poskytuje hod-
notnou informaci jen pro podoblasti Â, jejich¾ pr�unik s vrstvami je prázdný.
Numerické experimenty z práce [14] naznaèují, ¾e ¹íøka aproximací vrstev
je v souladu s modelovanou realitou do míry, kterou pøipou¹tí pou¾itý krok
diskretizace.

V èlánku [15] je dokázáno, ¾e aproximace øe¹ení úlohy (6) s konstantní
pravou stranou f FD4-3 metodou je toto¾ná s aproximací øe¹ení té¾e úlohy
získanou jistou speciální variantou Petrovovy{Galerkinovy metody.
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FD4-3 metoda poskytuje aproximace øe¹ení stacionární rovinné úlohy
konvekce{difúze s vlastnostmi (c1) { (c3) jen v pøípadech, kdy

(o1) vektor rychlosti toku je konstantní a

(o2) konvekce silnì pøevládá.

Tato omezení znaènì zmen¹ují pou¾itelnost FD4-3 metody pro øe¹ení praktic-
kých problém�u.

Cílem dal¹ího výzkumu bylo najít numerickou metodu, která pro nesta-
cionární rovinnou úlohu konvekce{difúze poskytuje aproximace øe¹ení s vlast-
nostmi (c1) { (c3) i v pøípadech, kdy je vektor toku promìnný a kdy konvekce
pøevládá obecnì jen na èásti oblasti 
.

4 Jednorozmìrný nestacionární pøípad
Metoda s po¾adovanými vlastnostmi byla analyzována nejprve v relativnì

jednoduchém jednorozmìrném pøípadì. V práci [16] je numericky øe¹ena
úloha

@u
@t
+ p @u

@x
� " @2u

@x2
= f v oblasti Q = (0; 1)� (0; T );

u(x; 0) = u0(x) pro x 2 (0; 1) a
u(x; t) = g(x; t) pro x = 0; x = 1 a t 2 (0; T ]:

(9)

Pøedpoklady zaruèující existenci, jednoznaènost a dostateènou hladkost kla-
sického øe¹ení úlohy (9) lze najít v [1].

Navr¾ená metoda je modi�kací FD4-3 metody. Je to kombinace metody
charakteristik s metodou sítí. Pro popis její základní my¹lenky zvolme pøiro-
zená èísla n, k a polo¾me

hx =
1

n + 1
; xm = mhx pro m = 0; 1; : : : ; n+ 1;

ht =
T

k
; tj = j ht pro j = 0; 1; : : : ; k:

Øekneme, ¾e uspoøádaná dvojice a = (xm; tj) je uzel, jestli¾em 2 f0; 1; : : : ; n+
1g a j 2 f0; 1; : : : ; kg. Uzel a nazveme vnitøním v pøípadì, ¾em 2 f1; 2; : : : ; ng
a j 2 f1; 2; : : : ; kg a symbolem Vh oznaèíme mno¾inu v¹ech vnitøních uzl�u.

Metoda poskytuje aproximaci ua hodnoty øe¹ení u(a) pro ka¾dý uzel a =
(xm; tj). Jestli¾e a =2 Vh, pak polo¾íme

ua = u0(xm) pro j = 0 a ua = g(xm; tj) pro m = 0 nebo m = n + 1:
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K libovolnému uzlu a = (xm; tj) 2 Vh je lineární algebraická rovnice pro
výpoèet aproximace ua pøiøazena takto: Jistým zp�usobem, který bude po-
psán pozdìji, se vybere index i 2 f0; 1; : : : ; j � 1g a najde se funkce

�
x (t)

jako øe¹ení poèáteèní úlohy

d
�
x (t)
dt

= p(
�
x (t); t) pro t 2 (ti; tj);

�
x (tj) = xm: (10)

Køivka
Ca;i = f(�x (t); t) j ti � t � tjg

se nazývá charakteristika diferenciální rovnice (9). Je to trajektorie toho
hmotného bodu proudící látky, který v èase tj prochází bodem xm. Uvá¾íme
jen pøípad, ¾e Ca;i � Q. Vzhledem k (10) platí

@u(
�
x (t); t)
@t

+
@u(

�
x (t); t)
@x

p(
�
x (t); t) =

@u

@t
+
@u

@x

d
�
x (t)
dt

=
du(

�
x (t); t)
dt

a tedy pro body na charakteristice Ca;i lze rovnici (9) psát ve tvaru
du

dt
� "

@2u

@x2
= f: (11)

Polo¾íme-li w = (
�
x (ti); ti) a integrujeme-li rovnici (11) pøes interval [ti; tj],

vznikne identita

u(a)� u(w)� "
Z tj

ti

@2u

@x2
(
�
x; t) dt =

Z tj

ti
f(

�
x; t) dt: (12)

V (12) aproximujeme integrál na pravé stranì Simpsonovým pravidlem s kro-
kem ht=2 (získanou aproximaci oznaèíme If) a polo¾íme

Z tj

ti

@2u

@x2
(
�
x; t) dt := (tj � ti)

@2u

@x2
(w):

Vznikne rovnice

u(a)� u(w)� "(tj � ti)
@2u

@x2
(w) = If :

Dále se budeme detailnì zabývat jen pøípadem, kdy
�
x (ti) = xk pro nìkterý

index k 2 f1; : : : ; ng. Potom w = (xk; ti) a oznaèíme b0 = (xk�1; ti), b1 = w,
b2 = (xk+1; ti). Aproximace

u(a) := ua; u(w) := ub1; a
@2u

@x2
(w) :=

ub0 � 2ub1 + ub2
h2x
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transformují poslední rovnici na tvar

ua = �(b0a)ub0 + �(b1a)ub1 + �(b2a)ub2 + If ; (13)

kde �(b0a) = �(b2a) =
"(tj � ti)

h2x
a �(b1a) = 1� 2"(tj � ti)

h2x
:

Lze snadno ukázat, ¾e systém rovnic typu (13) má monotonní matici, je-li
index i zvolen v¾dy tak, aby

�(b1a) = 1� 2"(tj � ti)
h2x

� 0:

V práci je po¾adováno splnìní silnìj¹í podmínky. Index i je volen tak, aby
byl co nejmen¹í a aby vyhovoval nerovnosti

1� 2"(tj � ti)
h2x

� 1
3
; ekvivalentní s

"(tj � ti)
h2x

� 1
3
: (14)

Existence indexu i < j splòujícího (14) je zaruèena za pøedpokladu, ¾e

3"ht � h2x:

V pøípadì, ¾e
�
x (ti) 6= xk pro k = 1; 2; : : : ; n a existuje index k 2 f2; : : : ; ng

s vlastností xk�1 <
�
x (ti) < xk, polo¾íme bl = (xk�2+l; ti) pro l = 0; 1; 2; 3.

Funkce u(x; ti) je aproximována kubickým polynomem P (x), který v bodech
xk�2; xk�1; xk; xk+1 nabývá postupnì hodnot ub0, ub1, ub2 , ub3 a druhá derivace
uxx(w) je aproximována hodnotou P 00(

�
x (ti)).

De�nujeme-li èásteèné uspoøádání na mno¾inì Vh pøedpisem b � a, jestli¾e
b = a nebo existují c0, c1; : : : ; ci tak, ¾e b = c0, �(cj�1; cj) > 0 pro j = 1; : : : ; i
a ci = a, pak platí toto tvrzení:

Vìta 3. Jestli¾e u 2 C(4)(Q), kroky diskretizace hx, ht splòují pod-
mínku (14) a A je libovolný zaèátek v uspoøádané mno¾inì Vh, pak existuje
konstanta C nezávislá na hx, ht s vlastností

max
a2A

ju(a)� uaj � C (h2x + h4t ):

Odhad chyby z Vìty 3 je získán jako souèet chyb jednotlivých rovnic
pomocí sèítací techniky, která byla vyvinuta v [14]. Numerické experimenty
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Obrázek 8

naznaèují, ¾e tento øád chyby odpovídá realitì a ¾e i modely vrstev jsou
s modelovanou realitou v souladu.

5 Rovinný nestacionární pøípad
Vìnujme se nejprve obsahu èlánk�u [17] a [18], v nich¾ je zkoumána aprox-

imace funkcí dvou promìnných polynomy druhého stupnì.
Nech» b1; b2; : : : ; b6 2 R2 a T1 = b1b3b5, T2 = b1b2b3, T3 = b3b4b5, T4 =

b5b6b1 jsou trojúhelníky. Øekneme, ¾e body b1; b2; : : : ; b6 jsou regulární uzly,
jestli¾e

(i) trojúhelníky T1, Ti jsou sousední pro i = 2; 3; 4 a

(ii) � � �
2
pro v¹echny vnitøní úhly trojúhelník�u T1, T2, T3, T4.

Pro libovolné regulární uzly b1; b2; : : : ; b6 { viz ilustraci z obr.8 { oznaèíme
symbolem

- h délku nejvìt¹í strany trojúhelník�u T1, T2, T3, T4,

- �0 velikost nejmen¹ího vnitøního úhlu trojúhelník�u T1, T2, T3, T4 a

- T (uzavøený) konvexní obal mno¾iny T1 [ T2 [ T3 [ T4.
Uspoøádaná dvojice m = (i; j) nezáporných celých èísel se nazývá multi-

index a èíslo jmj = i+ j se nazývá øád multiindexu. Pro libovolnou funkci f
promìnné x = (x1; x2) se pak znaèí

@jmjf

@xm
=

@jmjf

@xi1@x
j
2

:
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Obrázek 9

Hlavní výsledky práce [17] lze shrnout do tohoto tvrzení:

Vìta 4. Nech» b1, b2; : : : ; b6 jsou regulární uzly a ' 2 C(3)(T ). Pak mezi
v¹emi polynomy promìnné x = (x1; x2) stupnì men¹ího nebo rovného dvìma
existuje jediný interpolant

P (x) = L1(x)'(b
1) + L2(x)'(b

2) + : : :+ L6(x)'(b
6) (15)

funkce ' v uzlech b1, b2; : : : ; b6 a ke ka¾dému multiindexu m s vlastností
jmj � 2 existuje konstanta C nezávislá na h tak, ¾e pro v¹echna x 2 T platí�����@

jmj'

@xm
(x)� @jmjP

@xm
(x)

����� � C h3�jmj:

Podstatná èást Vìty 4 je dokázána v [18]. V [17] jsou naznaèeny mo¾nosti
aplikace tohoto výsledku v r�uzných oblastech numerické analýzy. V tomto
textu jsou odhady chyb interpolace z Vìty 4 vyu¾ity pro odvození øádu chyby
aproximace øe¹ení úlohy

@u
@t
+ ~p� �!

grad u� "� u = f v Q = 
� (0; T );
u(x; y; 0) = u0(x; y) v 
;

u(x; y; t) = g(x; y; t) v @
 � (0; T ]
(16)

jistým dále popsaným zobecnìním metody z odstavce 3. Pøedpoklady zaruèu-
jící existenci, jednoznaènost a dostateènou hladkost klasického øe¹ení úlohy
(16) jsou uvedeny v [1].

Nech» triangulace Th oblasti 
 má vlastnosti
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(v1) ka¾dý vrchol triangulace Th, který le¾í na hranici @
h, le¾í i na @
,

(v2) pro v¹echny vnitøní úhly � trojúhelník�u z Th platí 0 < �0 � � � �
2
.

Nech» 0 = t0 < t1 < : : : < tr = T je ekvidistantní dìlení s krokem k.
Øekneme, ¾e uspoøádaná dvojice A = (a; tj) je uzel, je-li a vrchol triangulace
Th a j 2 f0; 1; : : : ; rg. Uzel A nazveme vnitøním, je-li a = (a1; a2) vnitøní
vrchol triangulace a j 2 f1; 2; : : : ; rg. Symbolem Vh oznaèíme mno¾inu v¹ech
vnitøních uzl�u.

Metoda poskytuje aproximaci uA hodnoty øe¹ení u(A) pro ka¾dý uzel A.
Jestli¾e A =2 Vh, je hodnota u(A) zadaná poèáteèní nebo okrajovou pod-
mínkou z (16) a lze tedy polo¾it

uA = u(A):

Nech» nyní A = (a; tj) 2 Vh. Za úèelem vysvìtlení základní my¹lenky
popí¹eme jednu konstrukci rovnice pro aproximaci uA. Metoda postupnì
pro i = j � 1; j � 2; : : : øe¹í poèáteèní úlohu

8<
:

d
�

x(t)
dt

= p1(
�
x (t);

�
y (t); t)

d
�

y(t)
dt

= p2(
�
x (t);

�
y (t); t)

v (ti; tj);

( �
x (tj) = a1
�
y (tj) = a2

(17)

a obì strany rovnice (16) integruje pøes køivku

CA;i = f(�x (t); �y (t); t) j ti � t � tjg:

Oznaèíme-li w1 =
�
x (ti), w2 =

�
y (ti) a W = (w; ti), vznikne identita

u(A)� u(W )� "
Z tj

ti
�u dt =

Z tj

ti
f dt

obdobnì jako v jednorozmìrném pøípadì. Odtud vhodnou numerickou inte-
grací obdr¾íme

u(A)� u(W )� "(tj � ti) [��u(A) + (1� �)�u(W )] = If : (18)

Jsou-li a1; a2; : : : ; ak vrcholy triangulace z okolí vrcholu a a b1; b2; : : : ; b6 re-
gulární uzly s vlastností w 2 b1b3b5 (viz obr.9), pak oznaèíme

A� = (a�; tj) pro � = 1; 2; : : : ; k a B� = (b�; ti) pro � = 1; 2; : : : ; 6:
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Do rovnice (18) dosadíme za u(W ), �u(W ) aproximace

u(W ) := L1(w)uB1
+ L2(w)uB2

+ : : :+ L6(w)uB6
;

�u(W ) := �L1(w)uB1
+�L2(w)uB2

+ : : :+�L6(w)uB6

podle Vìty 4 a hodnotu �u(A) nahradíme výrazem

�u(A) := �0uA +
kX

�=1

�uA�
;

který vzniká v metodì koneèných prvk�u pøi aproximaci funkce u = u(x1; x2; tj)
funkcí spojitou na 
h a lineární na ka¾dém trojúhelníku z Th. Vzhledem
k vlastnosti (v2) platí � � 0 pro � = 0; 1; : : : ; k. Vznikne tedy rovnice

uA =
kX

�=1

�(A�A)uA� +
6X

�=1

�(B�A)uB� + �A; (19)

kde �(A�A) = "(tj � ti)��=da;
�(B�A) = [L�(w) + "(tj � ti)(1� �)�L�(w)] =da;

�a = If=da a da = 1 + "(tj � ti)�0 :

Metoda buïto najde nìkterý index i, 0 � i < j, tak, ¾e pro vhodnou hodnotu
parametru � 2 [0; 1] platí �(XA) � 0 pro X = A1; A2; : : : ; Ak, B1; B2; : : : ; B6

nebo sestaví rovnici pro uA podle nìkterého náhradního schematu.
Pøesto¾e úplná teoretická analýza této metody není dosud provedena,

struèné úvahy z práce [19] vedou k pøedbì¾nému závìru, ¾e existuje konstanta
C > 0 s vlastností ju(A) � uAj � C (h2 + "h) pro v¹echny vnitøní uzly A.
Numerické experimenty naznaèují, ¾e

- tento odhad odpovídá realitì a

- metoda poskytuje aproximace vrstev, které jsou v souladu s modelo-
vanou realitou do míry, kterou pøipou¹tí pou¾itý krok diskretizace.

Algoritmy metod, jejich¾ základní my¹lenky byly v této kapitole struènì
popsány, jsou implementovány v jednom spoleèném programovém systému.
Jednotlivé programy vznikaly pøi øe¹ení odpovídajících úloh. Programový
systém byl jedním z výsledk�u grantu "Numerické modelování difúzních pro-
ces�u v extrémních podmínkách" GA ÈR z let 1995, 1996.
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Abstract

Numerical solutions of the convection-di�usion and
reaction-di�usion problems

Motivation and explanation of the results obtained by the author during his
investigation of the numerical methods for convection-di�usion and reaction-
di�usion problems are presented.

Basic ideas of new numerical methods for one- and two-dimensional sta-
tionary and non-stationary problems of the above-mentioned types are de-
scribed consecutively. Basic properties of these methods including stability
and the amount of arti�cial di�usion are discussed and local apriori error
estimates are formulated.
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