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Úvod 5
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Představenı´ autora habilitačnı́ práce

Předkladatel habilitacˇnı́ práceJiřı́ Vladimı́r Horák se narodil v roce 1946 v Prˇerově,
Českárepublika. Po zameˇstnánı́ch v Kovoprojekteˇ Brno, Sigma Vy´zkumném ústavu
Olomouc a na U´ GN AV ČR v Ostraveˇ pracuje od roku 1992 jako vysokosˇkolský pe-
dagog na Katedrˇe matematicke´ analýzy a aplikacı´ matematiky, Prˇı́rodovědeckáfakulta
University Palacke´ho v Olomouci.

V roce 1969 ukoncˇil vysokoškolskástudia na VUT FAST Brno, zameˇřenı́ KDS,
obor ocelove´ konstrukce (titul Ing.). Dalsˇı́ vysokoškolskévzdělánı́ zı́skal na MFF UK
Praha, ukoncˇenév roce 1980 v oboru matematika, zameˇřenı́matematicka´ analýza (titul
promovany´ matematik). V tomto zameˇřenı́ pokračoval v dalšı́m vzdělávánı́ na MFF
UK Praha, kde zı´skal v roce 1995 titul CSc., ve stejne´m zaměřenı́zı́skal v roce 2001
na PrˇF UP Olomouc titul RNDr.

V poslednı´ch letech se autor pra´ce podıĺel na řešenı́ i vedenı´ celé řady projektu˚,
napřı́klad jako: spolurˇešitel grantového projektu “Mechanismus rozpojova´nı́ hornin
vysokotlakým vodnı́m mediem”, č. 31 655 (1988 – 1992), U´ stav geoniky, Akademie
věd Českérepubliky, Ostrava; vedoucı´ projektu “Matematicke´ modelovánı́ procesu
rozpojovánı́ hornin” (grant MŠMT, FDRVŠč. 0365, 1993); vedoucı´ a spolurˇešitel pro-
jektů “Matematickéa počı́tačové modelovánı́ speciálnı́ třı́dy variačnı́ch nerovnic” a
“Počı́tačovémodely sva´zaných polı́, nerovnice a optimalizace” (vnitrˇnı́ granty PrˇF UP
Olomouc 1996-8); vedoucı´ projektu “Modernizace vy´uky matematiky a jejı´ch apli-
kacı́” (grant MŠMT, FRVŠF4 0701, 1999, PrˇF UP Olomouc); spolunositel grantove´ho
projektu “Matematicke´ modelovánı́ optimálnı́ch návrhů kotevnı́ch výztužı́” (GAČ R,
grant 105/99/1651, 1999 – 2001); spolurˇešitel projektu “Výzkumný záměr kateder
matematiky” (PrˇF UP Olomouc, J14/98 153100011, 2000 – 2002).

Odbornéaktivity předkladatele pra´ce jsou zameˇřeny předevšı́m na matematicke´ mo-
delovánı́okrajových úloh mechaniky kontinua, zejme´na matematicke´ teorie pruzˇnosti a
na souvisejı´cı́ problematiku rˇešitelnosti semikoercivnı´ch variačnı́ch nerovnic s aplika-
cemi na kontaktnı´ úlohy se trˇenı́m. V rámci evolučnı́ch variačnı́ch nerovnic se zaby´vá
otázkami řešitelnosti úloh svázanétermopruzˇnosti.

Autor práce se da´le podı́lı́ na přı́pravěa organizaci rˇady konferencı´ “Olomoucké
dny aplikovane´ matematiky – ODAM” a spolupracuje prˇi vydávánı́ sbornı´ku těchto
konferencı´ ve funkci editora (ODAM 1999, 2001).

Pedagogicka´ činnost je soustrˇeděna na výuku předmětů parciálnı́ diferenciálnı́ rov-
nice, mechanika kontinua, variacˇnı́ nerovnice a nelinea´rnı́ úlohy mechaniky, tvarova´
optimalizace, a na vedenı´ diplomových pracı´ bakalářského i magisterske´ho studia a na
přı́pravěstudentu˚ doktorandske´ho studia.

Dosaženévýsledky v oblasti matematicke´ho modelova´nı́byly v průběhu let a ve spo-
lupráci s technickou praxı´ aplikovány (zejména v koncernu SIGMA – vy´robnı́podniky
Lutı́n, Hranice, Olomouc, Za´vadka) prˇi numerickém řešenı́pevnostnı´ a teplotnı´ proble-
matiky pro čerpacı´ zařı́zenı́pro klasickou i jadernou energetiku. Da´le v Severocˇeském
hnědouhelne´m revı́ru Most při modelovánı́ problematiky doby´vánı́ uhlı́ kolesovým ry-
padlem, a v U´ stavu geoniky CˇAV Ostrava prˇi modelovánı́ procesu rozpojova´nı́ hornin
mechanicky´m nástrojem.
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1 Úvod

V habilitačnı́ práci se zaby´váme problematikou rˇešitelnosti variacˇnı́ch rovnic a nerov-
nic a možnostmi jejich vyuzˇitı́ při modelovánı́ úloh matematicke´ fyziky. Navrženéa
analyzovane´ matematicke´ modely majı´ tvar lineárnı́ch, nelinea´rnı́ch variačnı́ch rovnic
a variačnı́ch nerovnic 1. a 2. druhu, viz [33].

Základnı́m východiskem pra´ce je problematika sva´zaných polı́s omezenı´m na lina-
rizovanou teorii sva´zanétermopruzˇnosti (viz [1], [5], [6], [9], [22], [25], přı́padně[49],
[66], [70]). Pro uvedene´ aplikace ([96], [98], [100], [105]) bylo z du˚vodů vlastnostı´
použitých materia´lů možno použı́t teorii teplotnı´ch napeˇtı́, proto je důraz v práci kladen
na analy´zu úloh čtvrtého řádu a jejich zjednodusˇenı́([18], [66] a [70]).

Habilitačnı́práce je tvorˇena trˇemi tématicky samostatny´mi částmi. Prvnı´, úvodnı́blok
obsahuje vstupnı´ text do studovane´ problematiky a skla´dá se z prˇedmluvy, seznamu
označenı́a úvodu.

Druhý tématický blok je z matematicke´ho hlediska tvorˇen teoretickou cˇástı́ práce
a obsahuje kapitoly I. azˇ III. V prvnı́ kapitole je odvozenı´ základnı́ch řı́dı́cı́ch rovnic
svázanéteorie termopruzˇnosti v 3D a jejich linearizace, a modelovy´ch rovnic (metodou
dimenziona´lnı́ redukce). Ve trˇetı́ kapitole je analyzova´na jednak rˇešitelnost typových
modelových úloh pro různétypy okrajových podmı´nek a jednak jejich vliv na dekom-
pozici úlohy a tedy na jejı´ dalšı́ možnézjednodusˇenı́. Zvláštnı́ pozornost je veˇnována
semikoercivnı´m přı́padům, kdy je nutne´ formulovat dalsˇı́ podmı́nky (na bilanci cˇi ori-
entaci zatı´ženı́, velikost třenı́, atd.), zajisˇt’ujı́cı́ řešitelnost úlohy.

Třetı́ a poslednı´ tématickýblok práce je zameˇřen na ilustraci uzˇitı́ modernı´ho mate-
matického apara´tu pro řešenı́konkrétnı́ch technicky´ch problémů, s omezenı´m na teorii
teplotnı́ch napeˇtı́. V práci je uvedeno neˇkolik, pro autorovu cˇinnost charakteristicky´ch
oblastı´ aplikacı́matematicke´ho modelova´nı́ při řešenı́ konkrétnı́ch technicky´ch úloh
pro potřeby průmyslu (viz [56], [59] a [105], podrobnosti lze nale´zt v [58], [60], [61],
[102] až[106]).

Pokud jde o rˇešitelnost úloh druhého řádu v rámci linearizovane´ teorie sva´zané
termopruzˇnosti, byla studova´na celou rˇadou autoru˚. Problematika koeficientu sva´zanosti
je diskutována v [5], [25], [28], [36], [41]. Ota´zky existence a jednoznacˇnosti řešenı́,
asymptoticke´ stability řešenı́ jsou studova´ny v [3], pro problematiku termodifuze v
[12]. Numerickéaspekty u´lohy byly řešeny v [31] (pro neklasicke´ okrajovépodmı́nky
a nesva´zanou teorii), pro klasicke´ okrajovépodmı́nky a svázanou teorii je numericka´
analýza prezentova´na v [34], [35] a [40]. U u´loh čtvrtého řádu se v rovnicı´ch vyskytuje
člen se smı´šenou derivacı´ typu ���

�

�
���� ��, cožsituaci komplikuje. Proto se tomuto

problému věnujeme podrobneˇji.
V tomto smyslu prˇedkládanápráce navazuje na [66], [70], a doplnˇuje a rozsˇiřuje

články [71] až [74], [76], [77] a [79]. Z důvodů jednoduchosti je pra´ce omezena na
homogennı´ a isotropnı´ materiál a lineárnı́ teorii matematicke´ pružnosti.
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2 Svázanátermopružnost

2.1 Východiska a původ zkoumanéúlohy

Technika odvozenı´ výchozı́ch řı́dı́cı́ch rovnic ve trˇech dimenzı´ch je uvedena v [9], viz
také[16], modifikovane´ a upravene´ vztahy pro nasˇe cı́le jsou uvedeny v [49].

Základnı́ výchozı́ vztahy jsou termodynamicke´ zákony a prˇedpoklady na pru˚běh
celého termodynamicke´ho procesu (vliv historie, okolı´, axiomy determinismu, objekti-
vity), na vlastnosti materia´lu (konstitučnı́mi vztahy), tedy za´kladnı́vztahy linearizovane´
teorie sva´zanétermoelasticity majı´ tvar � � ��, � � ���, � � �

�
��� ���� �,

� � ���� � �� � ����, ����� � � �	�,������ ��� � 
�� � � � 	�.
Za předpokladu	� � � lze úplný systém rovnic prokvazistaticky´ přı́pad linearizo-

vanéteorie svázanétermopružnostiv 3D psát ve tvaru

�������� � ��� ���� � � � ��

��� ����� � ��� � � 
�� � � � 	��

2.2 Odvozenı´ ř ı́dı́cı́ch rovnic �� modelovéúlohy

Pro dimensiona´lnı́ redukci
� rovnice vedenı´ tepla prˇedpokládáme

���� 	� 
� �� �� ����� �� � 	����� ��� ���� 	� 
� �� �� ����� �� � 	����� ���

V důsledku omezenı´ na „technickou“ teorii ohybu (� � � ����� �� je osovéposunutı´,
�� � ����� �� průhyb,� � ������� � ���� ��� � ���� ��� ���� � ���� ���) platı́

� � ��� � 	
��

�
� ��� ��� ��� 	� �

�

��
�� � 	



�
�
���

��
��

Pro odvozenı´ pohybovérovnice vycha´zı́me z Bernoulliovy – Eulerovy hypote´zy.
Úplná soustava rˇı́dı́cı́ch rovnic pro modelovou u´lohu reprezentujı´cı́ ohyb termopruzˇ-
ného nosnı´ku (deskove´ho pásu) pro čtveřici funkcı́ ��� �� ���� ���� ���� mávýsledný
tvar

���

��
�

�� � ��

��
�� �

�� � ��

��
�� � ��

��

�

���

��
� �� � �

��

�
� (1)

���

��
�

�
��

��
�


��� � ���

��

�
�� �

���� � ���

���
���

���
��

�

�

��

�
��

�

�
� �� � �

��

�
�

(2)



�
���



�
����



�
������� � ��� (3)

�

��
���

�

��
��� �

�

��
������� � ��� (4)

kde

�� � �� �
���� � ����

��
� �� � �� �

������ � �����

���
�
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3 Modelové�� úlohy čtvrtého řádu

V práci jsou uvedeny klasicke´ formulace u´loh pro upravene´ řı́dı́cı́ rovnice a ru˚znétypy
okrajových podmı´nek. Je uzˇito označenı́� � ��� � �� � � ��� � � ��� � ��� ��� � �
�

�� � � �� �� � ��� ���� � �� � � ��� � � � ���� � � � � � , pro koeficienty
�� � �� �� � ��

��
�
� ���� � �����

��
� ���� � �����

�� � ���� � ��
�� � ��������

��
� ���� �

��������
��� � 	� �

���
�
� ���������

��
� 	� �

���
�
� ������������

��� , 
� �
���
��

� 
� �
���
�	

.

Podrobneˇ jsou formulovány jak klasickéokrajovépodmı́nkyDirichletova a Neuman-
nova typu, tak i jejich ru˚znékombinace. Da´le jsou formulova´ny neklasicke´ okrajové
podmı́nky Newtonova typu a jejich jednostranne´ varianty, a podmı´nky zachycujı´cı́ vliv
třenı́. Z důvodůstručnosti uvedeme jen jednu definici klasicke´ho řešenı́.

Definice 1 Předpokládejme, zˇe��� �� � ������������, � � �
�� 
��, � � �	�� 	��

je danáčtveřice spojitých abstraktnı´ch funkcı´. Necht’	��, 	��, 	��, 	�� � �
� jsou dane´

dvojice čı́sel,	����� 	 � ��, a���� � �������,���� � ������� jsou dane´ funkce. Potom
čtveřice dostatecˇněhladkých funkcı´ ����� ���� ���� ����, pro nı́žplatı́

��
�

���������������
��������������

���� � ������ � ������ � ��������� � 	� � ������ 
 ��

���� � ������ � ������ � ������
���� � 	� � ������ 
 ��

���� � ���� � 
� 
 ��

�	�� � ����� � 
� 
 ��

����� � 	��� �
������� � 	��� ����� � 	��� ����� � 	�� �� ��

�������� � 	���� �� ��� � ��

�
���
� ���� � 	� �� ��� � ��

�� � ����� �� � ���� 
 ��

se nazy´vá klasickým řešenı́m modelove´ úlohy pro vetknuty´ nosnı´k (v � � �) v rámci
linearizovane´ teorie svázanétermopružnosti.

Ze známých důvodůnevystacˇı́me s pojmy klasicke´ho řešenı́a proto zava´dı́me pojem
zobecneˇného řešenı́. Definujeme vhodne´ prostory funkcı´ a pomocne´ formy umožňujı́cı́
zápis novéformulace prˇevést na forma´lně „jednotný“ tvar.

Definujeme linea´rnı́ prostory kinematicky prˇı́pustných složek funkcı́�

��
�
��� � �� � ������ ��

�
��� � �� � ������ ��

�
��� � �� � ������ � � � ��

kde�����, ��
� ���� � � � � značı́ Sobolevovy prostory funkcı´ (viz [2], [14]).

Odpovı́dajı́cı́ prostor funkcı´ s konecˇnou energiı´ je tvořen kartezsky´m součinem
přı́slušných prostoru˚ testovacı´ch funkcı́a mátvar� � � � � �� � �� � ��.

Pro úlohy s jednostranny´mi okrajovými podmı́nkami Signoriniho typu, definujeme
konvexnı´ množinu 	 kinematicky prˇı́pustných průhybů	 � �� � �

�� ����� 

�� ������ � �� � � �� �� a pro úlohy s okrajovými podmı́nkami modelujı´cı́mi „dané“
třenı́zavádı́me funkciona´ly �� � � � � � �

�, definovane´ předpisy��� � �
�

� ���� �,
kde�� � � � �

� jsou dány vztahy

���� � � ���������� ���� � �������������
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kde��,�� � �, � � �� � jsou hodnoty dane´ho třenı́.
Jednostranne´ varianty podmı´nek se trˇenı́m jsou dány funkcionály

��� �� � � ���������
�� ��� �� � ������������

��

Pro zobecneˇnou formulaci u´lohy potřebujeme bilinea´rnı́ formy

�
������ �� � �������������� �

�
�
�������������� �� � � 	 ����� � � �� �� ��

��
� �� � ��
� ������� �
�
�
�
��������� 
� � � 	�����

a hraničnı́ bilineárnı́ formy (z okrajových podmı´nek Newtonova typu)

�
�� ���� �� � ��������������

�
� � �

������ �� � ����������������� �

pro vektorove´ funkce definujeme

��� ��� �� � � �
�� ����� ���� �

����� �� � � �
������� ����

Jejich nelinea´rnı́ analogie pro jednostranne´ pružnépodpory majı´ tvar

�
������� �� � ���������

�������� � �
������� �� � �������������������� �

a pro vektorove´ funkce definujeme

������� �� � � �
�������� ���� �

������ �� � � �
�������� ����

Výslednébilineárnı́ formy reprezentujı´cı́ deformacˇnı́ energii pro osove´ a ohybove´
účinky, a přı́spěvky od svázanosti majı´ tvary

���� �� � � ��������� ��� 	 �
����
�� ��� 	 �����

����
�� ��� 
�� � �� � ��

���� �� � � �
������� ��� 	 �

����
�� ��� 	 �����
����
�� ��� 
�� � �� � ��

���� �� � � ���
�� �������� � ���
������� ���� 
�� � �� � ��

���� �� � � ���
�� �������� 	 ���
������� ��� 
�� � �� � ��

���� �� � � ������
����
�� ��� 	 �����

����
�� ��� 
�� � �� � ��

	��� �� � � ���
�� ��� 
�� � �� � ��

	��� �� � � ������
�� ��� 
�� � �� � ��

a jejich užitı́m definujeme

��� �� � � ���� �� � 	���� �� � 
�� � �� � ��

��� �� � � ���� �� � 	 ���� �� � 	 ���� �� � 
�� � �� � ��

	�� �� � � 	��� �� � 	 	��� �� � 
�� � �� � ��

Nakonec definujeme linea´rnı́ formu odpovı´dajı́cı́ potenciálnı́ energii vnějšı́ch sil
(podle typu okrajovy´ch podmı´nek)
�� � �

��
������� ������ 	

��
������� 
����� 	

� �����, � � �, kde��� ����� a ��� ����� značı́ dualitu na� �

��� ����� a��

��� ����� (viz
[26]).

Definujeme pojem zobecneˇného (slabe´ho) řešenı́pro prvnı́modelovou u´lohu �� ��
(je typickým představitelem u´loh majı́cı́ch tvarlineárnı́ variačnı́ rovnice).
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Definice 2 Předpokládejme, zˇe je dána čtveřice abstraktnı´ch funkcı´

��� �� � ���� ��
�

� � �
�

� �� ���� ��
�

� � �
�

� �

představujı´cı́ zatı́ženı́a teplotnı´ zdroje, a dvojice rea´lných funkcı´

�� � ������ ����� � ������ �����

představujı´cı́ch počátečnı́ podmı´nku. Necht’da´le �� � �� ��� je danáabstraktnı´ funkce
�� ��� � ����� ������ ������ ������ s.v. � � � a taková, že stopy funkcˇnı́ch
hodnot jejı´ch komponent jsou da´ny pomocı´ ������, ������, ������, ������ � �

� a stopa
prvnı́derivace�� v � � � vztahem�������� � ��; necht’dále �	��� � �� reprezentuje
danýohybovýmoment v� � �. Potom abstraktnı´ funkci� � � ��� � � � � takovou,
že pro ni platı́

� � ���� ��� � 
��� ��� � �� � ������	�� (5)

��� � ���� ��� � �� � ������	�� (6)

����������� ���� � ������ ����� 
 ��� ������� (7)

a takovou, zˇe splňuje
�
�

	�� ����� ���
 �� �����


�
�

��� ����� ���
 �������� � (8)

�

�
�

����� ����� ���
 �� ������ �

�
�

�� ���
 �� ������ �� � ���� ���

nazvemezobecneˇným (slabým) řešenı́m prvnı́modelove´ úlohy � �� pro jednostranneˇ
vetknutýnosnı´k.

Obecneˇjšı́ variantu prˇedchozı´ formulace majı´cı́ tvar lineárnı́ variačnı́ rovnice je
úloha se zada´nı́m okrajových podmı´nek Newtonova typu, jezˇ se ve formulaci projevı´
zahrnutı´m takéhraničnı́ch bilineárnı́ch forem� � a�� .

Analogicky zava´dı́me definice pro modelove´ přı́pady, majı´cı́výslednýtvar nelinea´rnı́
variačnı́ rovnice. Naprˇı́klad zavádı́me

Definice 3 Předpokládejme, zˇe je opět dána čtveřice abstraktnı´ch funkcı´

��� �� � ���� ��
�

� � �
�

� �� ���� ��
�

� � �
�

� �

a dvojice reálných funkcı´

�� � ������ ����� � ������ �����

představujı´cı́ch počátečnı́ podmı´nku, a necht’� ���, ����, ����, ���� � �, jsou dane´
tuhosti posuvny´ch a natáčivých podpor. Potom funkci� � � � � pro niž

� � ���� ��� � 
��� ��� � �� � ������	�� (9)

��� � ���� ��� � �� � ������	�� (10)

����������� ���� � ������ ����� 
 ��� ������� (11)

9



a takovou, zˇe splňuje�
�

��� ����� �������

�
�

��� ����� ������ � (12)

�

�
�

������� ����� �������

�
�

������� ����� ������ �

�

�
�

����� ����� ������ �

�
�

��� ������ ��� � � � ���� ���

nazvemezobecneˇným (slabým) řešenı́m druhémodelove´ úlohy ������� s jednostran-
nými Newtonovy´mi okrajovými podmı´nkami pro průhybovou funkci� �.

Dalšı́m studovany´m přı́padem jetřetı́modelova´ úlohamajı́cı́ tvarvariačnı́ nerovnice
1. druhu (viz [33]). Prostor funkcı´ s konecˇnou energiı´ volı́me ve tvaru� � � � 	�� 	

�	
�, kde platı´�� � ��

� ���,�� � �����, 
� � ��
� ���, 	 � 	� 
. Tedy definujeme

Definice 4 Necht’je dána čtveřice abstraktnı´ch a dvojice rea´lných funkcı´

�
�� 
�� ��� ��� � ���� � ���������� ������ ����� � ��������

Potom abstraktnı´ funkci� � � ���  �  � pro nı́ž platı́

� � ���� ��� � ���� ��� 	 �� 	 ����������

��� � ���� ��� 	 �� 	 ����������

����������� ��� � ���� ������ � ������ ����� �� ��� � �����������

a takovou, zˇe splňuje�
�

��� ����� ����� ������ �

�
�

�������� ����� ������

�

�
�

����� ����� ����� ������ �

�
�

��� ����� ������ � � � ���� ����

nazvemezobecneˇným řešenı́m třetı́modelove´ úlohy���� s jednostranny´mi okrajovými
podmı´nkami Signoriniho typu pro pru˚hybovou funkci� �.

Poslednı´ modelováúloha zahrnuje vliv trˇenı́ v podporách odpovı´dajı́cı́ průhybové
funkci. Odpovı´dajı́cı́ prostor funkcı´ s konecˇnou energiı´ je dán vztahem� � � �	��	

� 	 
�, kde opeˇt �� � ��

� ���, �� � �����, 
� � ��
� ���, 	 � 	� 
. Tedy zava´dı́me

definici variačnı́ nerovnice 2. druhu (viz [33]).

Definice 5 Necht’je dána čtveřice abstraktnı´ch a dvojice rea´lných funkcı´

�
�� 
�� ��� ��� � ���� � ���������� ������ ����� � ��������

Potom abstraktnı´ funkci� � � ���  �  � pro nı́ž platı́

� � ���� ��� � ���� ��� 	 �� 	 ����������

��� � ���� ��� 	 �� 	 ����������

����������� ��� � ���� ������ � ������ ����� �� ��� � �����������
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a takovou, zˇe splňuje�
�

��� ����� ����� �������

�
�

�������� ����� �������

�
�

��� �����

�
�

��� ����

�

�
�

����� ����� ����� ������ �

�
�

��� ����� ������ �� � ���� ���

se nazy´vázobecneˇným řešenı́m čtvrté modelove´ úlohy ��� � s daným „tuhým“ tř enı́m
na průhybovou funkci��.

Je zrˇejmé, že k uvedeny´m prototypům modelových úloh lze definovat nejru˚znějšı́
zobecneˇnı́ a to pomocı´ různých variant zde uvedeny´ch či dalšı́ch typů okrajových
podmı́nek.

4 Řešitelnost typových modelových úloh

4.1 Zjednodušenı́ modelových úloh

Řı́dı́cı́ rovnice studovane´ třı́dy modelových úloh tvořı́ soustavu cˇtyř vzájemněsváza-
ných rovnic. K jejich podstatne´mu zjednodusˇenı́stačı́ předpokládat, že okolnı́prostředı́
mástejnéfyzikálnı́ vlastnosti pod i nad nosnı´kem (deskou), tj.	 � � 	� � �	


V tomto přı́paděse sva´zanýsystém o čtyřech rovnicı´ch rozpadne na dva syste´my
o dvou rovnicı´ch ježvšak zůstanou i nada´le svázanéprostřednictvı́m deformacˇnı́ch a
teplotnı́ch veličin. Tyto novéa jednodusˇšı́ systémy umožnı́ oddělit chovánı́ nosnı´ku v
ose a kolmo k ose na:

— osovéúčinky

����

��
�

��	

��
�� � ��

�	

�

����

���
� ���� � �

���

��
� (13)

�

�
���

�

�
����

�

�
�	����� � ���� (14)

— ohybovéúčinky

����

��
�

�
��

��
�

	�	

��

�
�� � ��

�	

�

��

��

�
���

��

�
� ���� � �

���

��
� (15)

��

��
���

��

��
��� �

��

��
�	����� � ���� (16)

kde���� � �� �
��

��
��� � ���� ���� � �� �

���

��� ��� � ���.

Problematika spojena´ s řešitelnostı́ prvnı́ soustavy je analogicka´ problémům jež
jsou diskutova´ny naprˇ. v [1], [3], [12], [25], [28], [29], [34], [35], [36], [40]. V nasˇı́
práci jsme se zameˇřili na studium úloh reprezentujı´cı́ch (po rozpadu) pouze ohybove´
účinky. Např. úlohu �	�� rozložı́me na u´lohu �	 ��	

� � a úlohu �	
��
� � a mı́sto úlohy

svázanétermopruzˇnosti�	�� (ve slabe´ formulaci) pro čtveřici neznámých funkcı́� �


��� ���� 
��� ����máme dvěnavzájem neza´vislé úlohy svázanétermopruzˇnosti pro
dvojice funkcı´� � � 
��� ��� a� � � 
��� ���.

Analogickýpřı́stup je pouzˇit i pro ostatnı´ modelovéúlohy.
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4.2 Řešitelnost prvnı́ modelovéúlohy

V této části je dokázána existence a jednoznacˇnost řešenı́úlohy ohybu termopruzˇného
nosnı´ku v rámci linearizovane´ teorie sva´zanétermopruzˇnosti z definice 2., tj.prvnı́
modelove´ úlohys omezenı´m na ohybove´ účinky.

Tato formulace obsahuje takove´ typy okrajových podmı´nek, že ji nelze prˇeformulovat
na ekvivalentnı´ tvar umožňujı́cı́ jejı́ transformaci na nesva´zanou u´lohu. Úloha�����

� � je
tedy řešena jako u´lohasvázanétermopružnosti(viz [66], [70]). Zbývajı́cı́zde studovane´
úlohy lze metodou faktorizace rozlozˇit a zjednodusˇit.

Po úpravěmázobecneˇnáformulace u´lohy �� ���
� � tvar

Definice 6 Necht’je dána dvojice abstraktnı´ch funkcı´

��� �� � ���� ��
��� ���� ��

����

Potom abstraktnı´ funkce� � � ��� � � � � taková, že

� � ���� ��� � 	
�� �� � ������ (17)

��� � ���� �� � ������ (18)

�������� ���� � � � 
�� ������� (19)

a splňujı́cı́
�
�

��� ����� ������	

�
�


�� ����� ������ 	 (20)

	

�
�

���������� ������ �

�
�

��� ������ 
��  � � ���� ���

se nazy´vázobecneˇným řešenı́m úlohy �� ���
� �.

O řešitelnosti úlohy �� ���
� � platı́ následujı́cı́ tvrzenı́.

Věta 1 Předpokládejme, zˇe jsou dány funkce��� �� � � � � �����. Potom existuje
jedinézobecneˇnéřešenı́úlohy �� ���

� �.

Věta 2 Necht’ jsou splneˇny předpoklady veˇty 1. Potom rˇešenı́ úlohy �� ���
� � závisı́

spojitěna daných datech, prˇesněji: jestliže funkce� � a� � jsou dvězobecneˇná řešenı́
úlohy �����

� � odpovı´dajı́cı́ funkcionálům� � a��, potom platı´

��� 	� �������������	����� � 
��� 	����� �

kde
 je konstanta neza´vislána� 
� � � � �.

K důkazu existencˇnı́ho výsledku bylo pouzˇito Rotheho metody cˇasovédiskretizace, viz
[39], [37] a [66].

Z jednoznacˇnosti řešenı́úlohy �� ���
� �, plyne několik dalšı́ch tvrzenı´, majı́cı́ch prak-

tický význam pro konstrukci numericke´ho řešenı́pomocı´ posloupnosti Rotheho funkcı´
�� ������	�.
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Důsledek 1 Celáposloupnost Rotheho funkcı´ �� �������� konverguje slabeˇ v prostoru
���� ��� pro ��� ke zobecneˇnému řešenı́úlohy �� ���

� �.

Platı́ takétvrzenı́o silnékonvergenci cele´ posloupnosti.

Důsledek 2 Posloupnost Rotheho funkcı´ �� �������� konverguje silneˇ (ve smyslu pro-
storu ���� ������ � ������ pro � � � ke slabe´mu řešenı́ úlohy �� ���

� � (tedy
konverguje stejnomeˇrněvzhledem k� � ��),

Pro výpočtový model úlohy �� ���
� � je užitečný konvergencˇnı́ výsledek

Důsledek 3 (O konvergenci diskretizovany´ch Rotheho funkcı´� ���
�

)

Posloupnost aproximacı´ �� ���
�
� konverguje silneˇ k funkci� ��� pro � � �� a pro

každé� � � (to je�� �� � �
���
�
� �

���).

Uvedene´ výsledky byly zı´skány za různých omezenı´ na chova´nı́zatı́ženı́a teplotnı´ch
zdrojů. Jejich zobecneˇnı́ je zřejmé: lze studovat obecneˇjšı́ teplotnı́ zdroje, časovou
závislost pro zatı´ženı́, pružné jednostranne´ podložı́, vnitřnı́ překážky, atd. (viz [18],
[39], [66]).

Ve zbývajı́cı́ části práce je uvedena analy´za takových okrajových podmı´nek, jež
umožňujı́ matematicky´ model úlohy podstatneˇ zjednodusˇit.

Formulace u´lohy ������ s Newtonovy´mi okrajovými podmı́nkami v sobeˇ zahrnuje
celou třı́du dalšı́ch úloh, jež jsou jejı́mi speciálnı́mi přı́pady a mohou by´t zı́skány z
úlohy ������ vhodnými manipulacemi s pruzˇnými posuvnými a natáčivými tuhostmi
����, ����,	���,	��� � �.

K důkazu řešitelnosti těchto úloh lze užı́t postup realizovany´ při důkazu řešitelnosti
úlohy ����, jen do výpočtů odhadu˚ je nutno zahrnout i vliv hranicˇnı́ch členů. Pokud
jde o řešitelnost úlohy �������, teoretickýaparát a vedenı´ důkazu jsou analogicke´
postupu pro u´lohu ���� analyzovane´ v dalšı́m.

5 Dekompozice modelovy´ch úloh

5.1 Specia´lnı́ př ı́pady okrajových podmı́nek

Některétypy okrajových podmı´nek hrajı´ při analýze úloh čtvrtého řádu zcela vyjı´meč-
nou roli. Naprˇ. v matematicke´ teorii svázanétermopruzˇnosti pro nosnı´ky nebo desky,
lze pro jistou trˇı́du okrajových podmı´nek rozložit úlohu čtvrtého řádu na dveˇ úlohy
druhého řádu, cožumožňuje jak snı´ženı́ řádu řešenéúlohy, tak transformaci sva´zané
úlohy v úlohu nesva´zanou.

Idea takove´ho postupu je uka´zána na vzorove´m přı́kladěs kombinovany´mi okra-
jovými podmı́nkami Dirichletova a Neumannova typu. Stejne´ho postupu lze uzˇı́t i
pro dalšı́ typy podmı´nek, celkem je jich sˇest, tři základnı́ a tři zobecneˇné, v práci je
nazývámevyjı́mečnými přı́padyokrajových podmı´nek.

V předkloženépráci je takéukázáno, že existuje cela´, podstatneˇ širšı́ třı́da okrajových
podmı́nek, ježza jistých, dodatecˇných podmı´nek dekompozice, umozˇňujı́ vynucenı´
realizace vyjı´mečných typůokrajových podmı´nek, a tedy umozˇňujı́cı́ch transformaci
svázanéúlohy na úlohu jednodusˇšı́, nesvázanou. V semikoercivnı´ch přı́padech mohou
hrát roli podmı́nek dekompozice naprˇı́klad podmı´nky řešitelnosti úlohy.
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5.1.1 Metoda faktorizace

Vzorovámodelova´ úlohaumožňujı́cı́ dekompozici sva´zanéúlohy čtvrtého řádu na dveˇ
nesvázanéúlohy druhého řádu mátvar (klasickáformulace)

�����

�����
����

���� ���� � � � � �

����� � ���� ���� �����
��� 	 � � �


������ � ��� 

���
� ��� � �� � 
��� � �� �� � �

� � �� �� 	� �

kde a��� ��� �� jsou předepsane´ vertikálnı́ poklesy podpor, prˇedepsane´ teploty a zadane´
ohybovémomenty na koncı´ch nosnı´ku.

Užitı́m metody faktorizace (viz [18]), lze sva´zanou u´lohu čtvrtého řádu �� ��� ekvi-
valentněpřeformulovatna trˇi stále vzájemněsvázanéúlohy druhého řádu pro nezna´mou
trojici funkcı́ ����� ��, z nichžlze eliminacı´ členu�����

�� zı́skat vzájemněnesvá-
zanou soustavu dvou u´loh druhého řádu ježmajı́ tvar

� Prvnı́je úloha pro teplotu� � ���� 	� ��� ���

� 
���

���
��

��� � ������� � ���� ����
��
��

��� � 	 � � �


��� � �� �� � �

� � �� �� 	� �

� druháje úloha pro posunutı´ � � ���� �����

����

�
������� ��� �� � � �


��� � �� �� ��

kde funkce� ����� ��, může být nalezena rˇešenı́m úlohy ��� �

����

�
���� � 
� � ��


��� � �� �� ��

Výsledkem uvedene´ dekompozice je mozˇnost nale´zt řešenı́ svázanéúlohy �� ���
postupem

��� � �� � 
��� �� �����

Tento, úspěšněpoužitý postup pro u´lohu �� ��� (to je pro 1. proste´ podeprˇenı́), lze
taképoužı́t pro 2. jednostranne´ vetknutı́danépodmı́nkami:

�����

�

������ � ����� 


������� � ����� 
��� �
��� � � � ��



���
� ����� � ��	� 


���
� ����� � ��	� 
��� � ��	 � � � �

a pro 3. proste´ podeprˇenı́a vázanénatočenı́, to je pro podmı´nky

�����

�

������ � ����� 


���
� ����� � ���� 
��� � ��� � � � ��


������ � ����� 

���
� ����� � ��	� 
��� � ��	 � � � �
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Analogický postup mu˚že být realizován taképro zobecneˇnı́ předchozı´ch základ-
nı́ch přı́padů, to je pro zobecneˇnı́ úlohy �� ��� zadánı́m kombinace Newtonovy´ch a
Neumannovy´ch podmı´nek

������
�
�
���
� ����� � �������� � ��� �

���
� ��� � �� � ���� � �� �� ��

a pro zobecneˇnı́ úlohy �����, to je pro okrajove´ podmı́nky

������

�
�
���
� ����� � �������� � �� �� �

���
� ������	�������� � ���� ���� � ����

�
���
� ����� � ���� �

���
� ����� � ���� ���� � ����

a pro zobecneˇnı́ úlohy �����, to je pro úlohu s podmı´nkami

������

�
�
���
� ����� � �������� � �� �� �

���
� ����� � ���� ���� � ����

�
���
� ������	�������� � ���� �

���
� ����� � ���� ���� � ���


Snadno lze uka´zat, že všechny úlohy s vyjı́mečnými typy okrajových podmı´nek jsou
jednoznacˇněřešitelné. Řešitelnost úlohy vedenı´ tepla zı´skáme standardnı´m způsobem,
pro ohybovou variantu u´lohy �����, to je pro úlohu �� ���

�� � platı́ (prostor kinematicky
přı́pustných posunutı´ mátvar� � � ��	� ���

� �	�) následujı́cı́ tvrzenı́.

Věta 3 Předpokládejme, zˇe jsou dány funkce��� � � � � � ���	�. Potom existuje
jedinézobecneˇnéřešenı́úlohy �� ���

�� �.

Důkaz věty plyne z ekvivalence norem na� (viz [70]). Analogickétvrzenı́dostaneme
i pro zbývajı́cı́ vyjı́mečnépřı́pady okrajovy´ch podmı´nek.

5.1.2 Dekompozice a rˇešitelnost druhé modelovéúlohy

Zde a v dalsˇı́m se zaby´váme pouze ohybovy´mi variantami u´loh, v tomto prˇı́padě
úlohou�����

����
� ježse vyznacˇuje pouze semikoercivnı´bilineárnı́ formou. Je tedy nutne´

formulovat dodatecˇnépodmı́nky řešitelnosti. V tomto prˇı́paděse podmı´nky řešitelnosti
stávajı́ současněpodmı́nkami dekompozice. Platı´

Věta 4 Nutnápodmı´nka pro existenci rˇešenı́úlohy �� ���
����

� mátvar


 � ������� �� �	� 
 � ������� �	� ����� � ���	�� �
�
 � � ��

postačujı́cı́ podmı´nky pro existenci a jednoznacˇnost řešenı́, a pro dekompozici u´lohy
�����

����
� majı́ stejnýtvar, ale s ostrou nerovnostı´, to je


 � ������� �� �	� 
 � ������� �	� ����� � ���	�� �
�
 � � �


5.1.3 Dekompozice a rˇešitelnost třetı́ modelovéúlohy

Porovnánı́m třetı́ a předchozı´ druhémodelovéúlohy vidı́me, že nynı́ jde o specia´lnı́
(limitnı́ přı́pad) prˇı́pad jednostranne´ho pružného posuvne´ho podeprˇenı́. Pro řešenı́třetı́
modelovéúlohy s okrajovými podmı́nkami Signoriniho typu mu˚žeme postupovat zcela
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analogicky jako v prˇedchozı´m přı́padě. Opět řešı́me pouze u´lohu �� ���
�

�, jež je pouze
semikoercivnı´. Pro jejı́ řešenı́ platı́ analogicke´ tvrzenı́ jako v předchozı´ větě, jejich
důkazy jsou obdobne´: nutnost podmı´nek je zrˇejmá, zatı́mco k jejich postacˇitelnosti lze
využı́t neortogona´lnı́ho rozkladu prostoru� � � �����, tedy�� � �� � ��, �� �
����� ���

� ��� a definici nove´ normy���������� jež je ekvivalentnı´ se standardnı´
normou�������� na �� (viz napřı́klad [70]). Lineárnı́ prostor „tuhých“ posunutı´ a
kinematicky prˇı́pustných posunutı´ majı́ v tomto přı́padětvar� � � �, �� � ����� a
� � �� � �

�.

5.1.4 Dekompozice a rˇešitelnost čtvrté modelovéúlohy

V této úloze je obsazˇena rˇada mozˇnostı́a variant. Zde se omezı´me jen na dva specia´lnı́,
ale ilustrativnı´ přı́pady úlohy ��� �.

a)Elementa´rnı́modelovou u´lohu�� ���
��

� zı́skáme z úlohy��� � užitı́m následujı́cı́ch
dat a limitnı́ho přechodu

���� � ������ �� �	� �� � �� �� � ��

lineárnı́ prostor virtuálnı́ch posunutı´ má tvar � � � 
�� � �����
�� ����� � ��,

konvexnı´ funkcionál reprezentujı´cı́ práci třenı́ je dán předpisem��� � � � ��� � �
���������. O řešitelnosti této úlohy platı́tvrzenı́

Věta 5 Nutnápodmı´nka pro existenci rˇešenı́úlohy �� ���
��

� mátvar

����  �

�
�

����� 	�	
	�� ����� � ������ ���� � � �

postačujı́cı́ podmı´nka pro existenci a jednoznacˇnost, a pro dekompozici u´lohy �� ���
��

�
mástejnýtvar, ale s ostrou nerovnostı´, to je

���� � �

�
�

����� 	�	
	�� ����� � ������ ���� � � �

Takév tomto přı́paděje podmı´nka dekompozice vynucena postacˇujı́cı́ podmı́nkou
řešitelnosti úlohy�� ���

��
�. Úloha může být transformova´na na tvar vyjı´mečného přı́padu

a potom dekomponova´na. Lineárnı́ prostor prˇı́pustných „tuhých“ posunutı´ má tvar
� � �� � �

�
�, kde��

� � 
� � ������� � ��.
Důkaz nutnosti podmı´nky je zřejmý, k důkazu postacˇitelnosti pouzˇijeme variantu

Friedrichsovy nerovnosti a definici nove´, ekvivalentnı´ normy na �� , kde �� je dán
neortogona´lnı́m rozkladem prostoru�� � 
�� � �����

�� ����� � ��, tedy

�� � �� ���
��

�� � 
� � �����
�� ����� � �� ������ � ���

b) Druhým elementa´rnı́m přı́padem, na ktere´m lze ilustrovat dekompozici a rˇešitel-
nost úlohy s dany´m třenı́m ��� � je úloha�����

��
�, definována daty

��� �� � ������ �� � �� �� � ��
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Odpovı́dajı́cı́ definice prostoru virtua´lnı́ch posunutı´ a funkcionálů reprezentujı´cı́ch
práci třenı́ jsou následujı́cı́ �� � �����, ��� � �

�
�

���
���� �, ���� � � ���������,

���� � � ���������.
Pro tuto formulaci u´lohy se trˇenı́m platı́následujı́cı́ tvrzenı́.

Věta 6 Nutnépodmı´nky pro existenci rˇešenı́úlohy �� ���
��

� majı́ tvar

�� � �������� �� �	���� �� � �������� �	���� ����� � ������ �
�
 � � ��

postačujı́cı́ podmı´nky pro existence, jednoznacˇnost a take´ dekompozici u´lohy �� ���
��

�
mohou by´t napsány v analogicke´m tvaru, ale s ostry´mi nerovnostmi, to je

�� � �������� �� �	���� �� � �������� �	���� ����� � ������ �
�
 � � �


Přestože úlohy�� ���
��

�a�����
�

�, majı́zcela odlišnýpůvod i charakter jsou podmı´nky
dekompozice opeˇt i v tomto přı́paděvynuceny postacˇujı́cı́mi podmı́nkami pro existenci
řešenı́úlohy.

Úloha�����
��

� může být při splněnı́ uvedeny´ch podmı´nek transformova´na na u´lohu
nazvanou 1. vyjı´mečný přı́pad, pote´ dekomponova´na a jednoznacˇněřešena.

Také podmı́nky řešitelnosti i dekompozice majı´ v obou prˇı́padech zcela rozdıĺný
mechanicky´ význam. V úloze�� ���

�
� jde o požadavek na velikost a orientaci zatı´ženı́,

v úloze �����
��

� zase jde o pozˇadavek na maxima´lnı́ hodnoty reakcı´, kteréjsou ještě
schopny prˇenést zatı´ženı́bez uvedenı´ systému do pohybu.

Lineárnı́prostor prˇı́pustných tuhých posunutı´ máv tomto přı́padětvar� ��	 � ��,
cožsignalizuje mozˇnou semikoercivitu u´lohy.

Důkaz prvnı´ části věty je opět zřejmý, pro důkaz druhe´ části, to je pro postacˇitelnost
podmı́nek pouzˇijeme neortogona´lnı́ rozklad prostoru� � � �� 	 ��, �� � ����� �
��

� ��� a použijeme stejnou definici ekvivalentnı´ normy na �� jako v úloze�� ���
�

�.

5.2 Varianty modelových úloh

Mimo vzorových variant okrajovy´ch podmı´nek, umozˇňujı́cı́ch transformaci u´lohy na
některý vyjı́mečný přı́pad lze volit i komplikovaneˇjšı́ typy okrajových podmı´nek. Na-
přı́klad:


 lze kombinovat podmı´nky jednostranne´ Signoriniho typu a podmı´nky daného
třenı́(jednostranne´ho i oboustranne´ho),


 lze uvažovanépodmı́nky nějakým způsobem omezit, naprˇ. pružnépodpory Ne-
wtonova typu (jednostranne´ i oboustranne´) mohou být omezeny maxima´lnı́ hod-
notou zatı´ženı́, kteréjsou schopny prˇenést, atd.,


 lze studovat obecneˇjšı́ typy předpisůpopisujı́cı́ vztah mezi hodnotami funkce
a jejı́mi derivacemi na hranici (nelinea´rnı́ pružné podpory, nemonoto´nnı́ třenı́
odpovı́dajı́cı́ nekonvexnı´mu superpotencia´lu, atd.,


 lze uvažovat situace, kdy podmı´nky řešitelnosti a podmı´nky dekompozice jdou
proti sobě, to je kdy požadavek na rozpad a tedy zjednodusˇenı́úlohy máopačný
charakter nezˇ požadavek na rˇešitelnost úlohy.
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Poslednı´ možnost ilustrujı´ následujı́cı́ přı́klady.
Uvažujme naprˇı́klad jednu variantu cˇtvrtémodelovéúlohy, to je úlohy s okrajovými

podmı́nkami reprezentujı´cı́mi danétřenı́, kdy máme� � � �. Potom jeden mozˇný
požadavek na dekompozici u´lohy prostrˇednictvı́m jejı́ transformace na prvnı´ vyjı́mečný
přı́pad by mohl by´t zapsa´n ve tvaru

����� � �

�
�

����� ������� ����� � ������ ���� � � ��

a soucˇasněpožadavek na rˇešitelnost by meˇl tvar

�� 	 �������� �� �
���� �� 	 �������� �
���� ����� � ������ ���� � � ��

Pokud bychom ve stejne´ úloze zadali namı´sto dane´ho posuvne´ho třenı́ jednostran-
nou posuvnou podporu Signoriniho typu v� � �, pak požadavek na dekompozici i
řešitelnost by mohl mı´t tvar

����� � �

�
�

����� ������� ����� � ������ ���� � � ��

a soucˇasně

�� 	 �������� �� �
���� � 	 ������� ��� ����� � ������ ���� � � ��

cožby zajistilo transformaci u´lohy opět na prvnı´ vyjı́mečný přı́pad.
V jiné kombinaci podmı´nek lze pro dekompozici u´lohy požadovat

����� 	 �

�
�

����� ������� ����� � ������ ���� � � ��

a soucˇasně

�� 	 �������� �� �
���� � � ������� ��� ����� � ������ ���� � � ��

cožby umožnilo transformaci u´lohy na druhy´ vyjı́mečný přı́pad.
Zřejmě takto lze da´le postupovat a analyzovat nabı´zenémožnosti podle situace s

daty úlohy a požadavkůzadavatele.

6 Aplikace matematického modelovánı́

Matematicke´ modelovánı́ různých úloh technicke´ praxe bylo autorem pra´ce systema-
ticky využı́váno již od počátku osmdesa´tých let minulého stoletı´. Řešenéúlohy vychá-
zely z návrhu matematicke´ho modelu, analy´zy jeho korektnosti, k prˇibližnému řešenı́
byl použit minimalizačnı́ proces pro funkciona´l potenciálnı́ energie nad mnozˇinou ki-
nematicky prˇı́pustných posunutı´. K diskretizaci úlohy byla užita metoda konecˇných
prvků(viz [10], [18] a [23]). Takto byla rˇešena rˇada technicky´ch úloh, v poslednı´ době
takés využitı́m komerčnı́ho SW ANSYS, viz naprˇı́klad [67] .

18



Výčet řešených úloh je obsa´hlý, pokud jde o strojı´renstvı´, řada výpočtů je popsa´na ve
zprávách [80] až[100], podrobnostivy´počtůrealizovany´chpři modelovánı́úloh geome-
chaniky jsou uvedeny ve zpra´vách [101] až[104]. Rozsa´hlé výpočty byly realizovány
pro řešenı́dobývánı́ zeminy kolesovy´m rypadlem (viz [105] a [106]).

V současnédoběse autor pra´ce zaby´vámatematicky´m modelova´nı́m zpevňovacı́ch
systémů(zejména kotevnı´ch syste´mů) v geomechanice ve spolupra´ci s LMM Ú GN AV
ČR v Ostraveˇ. Problematika je rˇešena v rámci grantove´ho projektu GAČR č. 105 - 99
- 1651 a navazuje na prˇedchozı´ práce autora, viz [67] azˇ [69] a [78].

6.1 Aplikace ve stavbeˇ čerpadel

Oblast strojı´renstvı´byla prvnı́m oborem, kde autor pouzˇil matematicke´ho modelova´nı́k
pevnostnı´mua teplotnı´mu řešenı́strojnı́ch zarˇı́zenı́. Byly realizovány pevnostnı´výpočty
částı́ čerpadel, vcˇetněkomplikovaných úloh pro jadernou energetiku (viz [80] azˇ [100]
a články [43] až[48] a [50], atd).

Výchozı́m bodem matematicky´ch analýz bylo modelova´nı́ kontaktnı´ úlohy s Cou-
lombovským modelem trˇenı́ve tvaru variacˇnı́ nerovnice (viz [33]). Proble´m byl ekvi-
valentněpřeformulován na úlohu nalezenı´ sedlového bodu a k jeho numericke´ realizaci
byl použit známý Uzawův algoritmus.

Výpočtovéalgoritmy byly částečněpřevzaty a cˇástečněupravenypro vlastnı´potřeby.
Byl zpracován návrh adaptivnı´ho algoritmu pro postupne´ hledánı́ sedlového bodu. Prˇi
analýzách byly nalezeny odhady rˇádu optimálnı́ hodnoty konvergencˇnı́ho parametru
pro některéúlohy pružnosti, majı´cı́ho význam tuhosti (fyzika´lnı́ rozměr ���).

6.2 Modelovánı́ procesu rozpojovánı́ hornin

Dalšı́m oblastı´ užitı́ matematicky´ch modelu˚ byla geomechanika, a to problematika
modelovánı́ rozpojovánı́ hornin mechanicky´m pracovnı´m nástrojem (i ve spolupra´ci s
vodnı́m paprskem). Podrobnosti jsou uvedeny ve zpra´vách [101] až[104], a v článcı́ch
[51], [53], [55], [57], [58], [61] a [62].

Klı́ čovými problémy v těchto úlohách byly semikoercivita matice tuhosti a modelo-
vánı́ vlivu třenı́. V průběhu řešenı́byla realizova´na celářada numericky´ch výpočtů pro
různétvary nástrojů(analýza vlivu otupenı´ nástroje) a pro ru˚znévelikosti Coulombova
koeficientu trˇenı́. Podrobnosti lze nale´zt ve výše uvedene´ literatuře.

6.3 Modelovánı́ procesu dobývánı́ zeminy

Dalšı́ aplikacı́byl návrh matematicke´ho modelu pro analy´zu procesu doby´vánı́ zeminy
kolesovým rypadlem, a to pro konkre´tnı́ zařı́zenı́vyráběné Uničovskými strojı́rnami
a umı́stěné v Mosteckéuhelnépánvi. Při procesu doby´vánı́ v nehomogennı´ zemině
se obcˇas vyskytuje materia´l s jinými, výrazněvyššı́mi hodnotami�� � (proplástek),
což má za následek cˇastějšı́ poškozenı´ zubůkorečku kolesove´ho rypadla. Proto byla
realizována celářada výpočtů semikoercivnı´ch úloh (koleso se mu˚že volněotáčet) a
stanoveny maxima´lnı́ hodnoty srovna´vacı́ch napeˇtı́ v mı́stech napeˇt’ových koncentracı´.
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Podrobnosti vsˇech realizovany´ch výpočtů jsou uvedeny ve zpra´vách [105] a [106],
přehledne´ informace o prˇı́stupu k rˇešenı́ jsou uvedeny v cˇláncı́ch [52], [54], [56], [59]
a [60].

6.4 Modelovánı́ kotvenı́ stropů

Aktuálnı́m tématem veˇdeckého zájmu autora pra´ce je problematika modelova´nı́ kotev-
nı́ch syste´mů, návrh výpočtového modelu pro interaktivnı´ soustavu pruzˇných těles. Jde
o pokračovánı́ v předchozı´m výzkumu, zaha´jeném v letech 1993 - 1994, viz naprˇı́klad
práce [67] až[69], nebo noveˇji také [78].

Opět jde o obtı´žnou úlohu, ježmáv matematicke´ formulaci tvar semikoercivnı´ va-
riačnı́nerovnice s nediferencovatelny´mi členy. Efektivnost a spolehlivost zpevnˇovacı́ho
systému závisı́ na schopnosti realisticke´ho modelova´nı́ chovánı́ jednotlivých kotev v
systému pracujı´cı́ch na efektu trˇenı́, kdy je soucˇinnost kotvy s okolnı´m materiálem
zajištěna jen pomocı´ kontaktnı´ch sil a působenı´m třenı́.

Sestavenı´ korektnı́ho matematicke´ho modelu pro u´lohy uvedene´ho typu prˇedstavuje
vyřešenı́celéřady stále otevřených problémů, viz výše uvedene´ citace. Jde prˇedevšı́m
o problematiku optima´lnı́ho řı́zenı́koeficientem trˇenı́na rozhranı´ch (únosnost kotvy),
problematiku nalezenı´ kritické křivky vymezujı́cı́ efektivnı́ okolı́ kotvy a oddeˇlujı́cı́
významneˇ nespolupracujı´cı́ materiál a stanovenı´ charakteru okrajovy´ch podmı´nek na
hranici efektivnı´ oblasti��� , to je typ spolupra´ce okolnı´ho materia´lu.

Dalšı́ otevřenéproblémy, jejich popis, ani diskusi k nim zde z du˚vodů stručnosti
neuvádı́me a za´jemce odkazujeme na citovanou literaturu.

7 Závěr

V práci byla studova´na problematika rˇešitelnosti úlohy čtvrtého řádu v rámci linea-
rizovanéteorie sva´zanétermopruzˇnosti, a to od odvozenı´ soustavy rˇı́dı́cı́ch rovnic azˇ
po formulace modelovy´ch úloh. Bylo ukázáno pro ktere´ typy okrajových podmı´nek
úlohu lze nebo nelze dekomponovat, zjednodusˇit a řešit jako nesva´zanou. Podmı´nky
dekompozice byly v neˇkterých semikoercivnı´ch přı́padech vynuceny dodatecˇnými pod-
mı́nkami řešitelnosti.

V práci byla uvedena rˇada prakticky´ch aplikacı´ pro úlohy druhého řádu, kterébyly v
průběhu uplynulých let řešeny pomocı´ modernı´ho matematicke´ho apara´tu. Tyto úlohy
byly, s ohledem na jejich charakter, modelova´ny pouze v ra´mci teorie teplotnı´ch napeˇtı́.

Z pohledu matematicke´ analýzy, zde byly formulova´ny tvrzenı´o existenci a prˇı́padně
i jednoznacˇnosti řešenı́ modelových úloh a jejich variant pro ru˚znétypy okrajových
podmı́nek, včetněpodmı́nek umozˇňujı́cı́ch dekompozici a zjednodusˇenı́svázanéúlohy
jejı́ redukcı´ na úlohu nesva´zanou. V te´to práci však byly všechny matematicke´ věty
omezeny pouze na ty varianty okrajovy´ch podmı´nek, ježodpovı́dajı́průhybovéfunkci.
Ostatnı´ neznámé funkce, posunutı´ v ose (prˇed zjednodusˇenı́m) a oběteplotnı́funkce,
měly ponecha´ny stejnou okrajovou podmı´nku na hranici ve vsˇech zde analyzovany´ch
přı́padech. Kontrolou prˇedchozı´ch tvrzenı´ i použité důkazovétechniky, lze snadno
nahlédnout, že i pro tyto komponenty nezna´méfunkce� lze užı́t různédalšı́ typy okra-
jových podmı´nek a prakticky vsˇechny zde prˇedloženévýsledky zůstanou v platnosti.
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Pokud jde o dalsˇı́ zobecneˇnı́ uvedeny´ch tvrzenı´, je naprˇı́klad možné opustit prvnı´
zjednodusˇujı́cı́ fyzikálnı́ předpoklad o koeficientech vy´měny tepla na hornı´m a dolnı´
povrchu nosnı´ku.

Podstatneˇjšı́ho zobecneˇnı́, pokud jde o realisticˇtějšı́ vystiženı́ skutečného chovánı́
podpor, to je o prˇesnějšı́ reprezentaci okrajovy´ch podmı´nek v matematicke´m modelu
úlohy, lze take´ dosáhnout uvazˇovánı́m předpisůzachycujı´cı́ch v jistém smyslu porusˇenı́
materiálu, to je skokovou zmeˇnu v chovánı́ podpory. Neˇkterépodrobnosti ty´kajı́cı́ se
formulacı́takového předpisu lze nale´zt jednak jižv [38], ale noveˇji, včetněnumerických
analýz předevšı́m v [42] (pro úlohu kotvenı´ stropůje takovápodmı́nka uvazˇována také
v [78]).

Podobneˇ lze postupovat take´ při zobecňovánı́ předpisůpro modelova´nı́ třenı́. For-
mulaci studovane´ úlohy lze dále rozšı́řit o analýzu vlivu podložı́, a to pro analogicke´
modely podlozˇı́ jako byly předpisy pro okrajove´ podmı́nky. Obdobny´ přı́stup lze apli-
kovat zřejměi na modelova´nı́konstitučnı́ch vztahu˚, pro jejichžpředpis mu˚že být použit
kterýkoliv ze vztahu˚ zde uváděných pro okrajove´ podmı́nky.

Výslednéúlohy budou potom mı´t vždy tvar bud’to variačnı́ rovnice (lineárnı́ i neli-
neárnı́), variačnı́ nerovnice nebo take´ hemivariacˇnı́ nerovnice.
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[34] Ženı́šek, A.:The existence and uniqueness theorem in Biot’s consolidation theory,
Aplikace matematiky, sv. 29, (1984), No 3, pp. 194-211
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1974, č. 2–3, str. 23–31.
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kandidátskému minimu, MÚ ČSAV, Praha, 1985
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[53] Horák, J.:Matematicke´ modelova´nı́ úlohy rozpojova´nı́. Ve sbornı´ku konference
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Ve sbornı´ku „ANSYS Users Meeting“, Brno, 10. listopad, vydal SVS FEM s.r.o.,
Čechyňská25, 602 00 Brno, 1993.

[65] Horák, J., Netuka, H., Khair, A.W.:Kontaktnı´ úlohy: řešenı́pomocı´ variačnı́ch
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[75] Horák, J., Netuka, H.:Poznámka k problematice matematicke´ho modelova´nı́ úloh
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2.4. ve výročnı́ zprávě za rok 1990, u´kol II–6–1/03.04, HoÚ ČSAV Ostrava,
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Abstract

In the thesis we briefly present the origin and some mathematical formulations
of a class of model problems (representing thermoelastic beam or plate strip) for
quadruples of unknown functions� � ����� ���� ���� ���� within the framework of
the linearized theory of coupled thermoelasticity.

Firstly, we introduceclassicalandweak formulations of several exemplar model
problems as well as semidiscrete (in time) and complete discrete (in time and space
variables) formulations of one exceptional problem. According to a special but mecha-
nically real assumption, the original model problem can be split up in two independent
and simplified models representing only stretching (two coupled�

�� order equations)
and bending (two coupled��� and��� equations) effects of the beam or plate strip.

Then, for the sake of brevity, the attention has been focused only on the bending
effects, which are more interesting cases from the mathematical point of view. For the
exceptional model problem (due to impossibillity of decomposition), the Rothe method
of discretisation in time is used for a-priori estimations of a semidiscrete solution set
and their time derivatives. Approximate properties of the Rothe functions and their
convergence to the weak solution of the problem, as well as the continuous dependence
of this solution on the given data, are shown. Finally, approximation of Rothe’s vector
functions in space variable by FEM is introduced, and the convergence of the complete
discretised solution has been proved.

Next, we analyse a class of model boundary conditions splitting previously defined,
still coupled, thermoelastic bending effect problem into two mutually independent pro-
blems: heat transfer (one��� order equation) and elasticity (one��� order equation)
problem can be solved as uncoupled ones and gradually. Solvability of the weak formu-
lations of the model problems for a given class of classical and non-classical boundary
conditions in the forms of variational inequalities has been proved. Semi-coercive cases
are also introduced: conditions of decomposition and solvability has been given and
discussed.

Finally, several domains of applications have been illustrated and discussed. Mathe-
matical modelling has been frequently used in mechanical and civil engineering, espe-
cially in geomechanics and mining industry.
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