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Michal Kotoul se narodil 9. 8. 1954 v Brné. V letech 1973-1978 studoval na Ptirodovédné
fakulte¢ Univerzity J.E. Purkyné v Brn¢, obor odborna fyzika. V letech 1979-1981 absolvoval
studijni pobyt v Ustavu fyzikalni metalurgie CSAV (v sou¢asné dobé Ustav fyziky material
AVCR Brno). V roce 1980 obhajil rigordzni praci Interakce napétovych vin s trhlinou a ziskal
titul doktora pfirodnich véd v oboru fyziky pevnych latek. V roce 1981 zahgjil interni
aspiranturu v oboru fyzikalni metalurgie a mezni stavy materiald v Ustavu fyzikélni
metalurgie CSAV. V postgradudlnim studiu se vénoval studiu problému tykajicich se zejména
dynamického zatézovani téles, Sifeni vin napéti a jejich vlivu na poruSovani materiald.
Disertaéni praci Dynamické mechanické a lomové viastnosti kovovych materialii obhdjil v roce
1984 a v roce 1985 obdrzel védeckou hodnost kandidata technickych véd.

Svou odbornou c¢innost zahajil po obhdjeni disertacni prace v oblasti dynamiky lomu
a mechaniky poskozeni konstrukénich materidli pfi intenzivnim razovém zatéZovani.
Nejdiive pracoval jako vyzkumny pracovnik a pozdéji jako samostatny vyzkumny pracovnik.

za nejlepsi praci v soutéZzi mladych védeckych pracovnikii 1984. Ve své védecké praci se
soustfedil na aplikaci mechaniky poskozeni v oblasti intenzivniho dynamického zatéZovani.
Druhou oblasti vyzkumu se stalo modelovani vzniku akustické emise pfi iniciaci lomu. Jeste
v dobé svého pusobeni v Ustavu fyziky materiald navazal kontakty s Katedrou mechaniky
téles FS VUT (dnes Ustav mechaniky téles FSI VUT), kde jako externista za¢al vést cvideni
v piedmétech Kinematika a Dynamika.

V roce 1990 nastoupil na zakladé konkursu na Katedru mechaniky téles FS VUT, kde
pracoval nejprve jako asistent. V roce 1993 obh4jil habilitani praci na téma Lokdlni modely
poruseni konstrukcnich materidlii a byl jmenovan docentem pro obor mechanika na FS VUT.
Od roku 1993 do soucasnosti pracuje jako docent v Ustavu mechaniky téles FSI VUT. V roce
1993 ziskal stipendium od the Royal Society of London pro roéni stdz na University of Wales,
Swansea, kde provadél vyzkum v oblasti mikromechaniky a poruseni polymernich
kompozitd. V roce 2001 obhgjil doktorskou diserta¢ni praci na téma Modely ligamentované
zony trhliny a mikromechanika cdsticovych kompoziti a obdrzel védeckou hodnost doktora
technickych véd.

V soucasné dobé se jeho védecko-vyzkumna ¢innost zaméfuje na lomovou mechaniku,
mechaniku poskozeni a mikromechaniku heterogennich materialt a kompoziti. Spolupracuje
s Ustavem fyziky materidla AV CR. Byl a je feitelem grantovych projekti GACR 101/99/
0829 a 101/02/0683 a spolupracoval ¢i spolupracuje na dal§ich dvou projektech Grantové
agentury CR. Kromé prace na zmiflovanych grantovych projektech se ucastni také feseni na
matematickém modelovani vlaknovych kompozit v ramci VVZ ¢.1 FSI VUT. Vysledky své
védecké prace publikoval v 77 ptvodnich ¢lancich v odbornych casopisech, sbornicich
sympozii, konferenci a seminait. Je &lenem Ceské spoleénosti pro mechaniku a &lenem
Ceského komitétu pro teorii stroji a mechanisma AVCR.

Jeho pedagogicka ¢innost je spjata s FSI VUT. Béhem své dvanéctileté pedagogické ¢innosti
ptipravil a zavedl 3 nové pfedméty z oblasti aplikované mechaniky. Je garantem pfedméti
Teoreticka mechanika, Mechanika kontinua I a Mechanika kontinua II. V soucasné dobé
pripravuje v doktorském studiu pfedmét Lomova mechanika. V Ustavu mechaniky téles FSI
VUT se vénuje védecké ptipravé doktorandd. Vedl nebo vede 3 doktorandy. Jeden z jeho
doktorandti uspésné ukoncil studia vroce 2001, dalsi ma nejlepsi predpoklady ukonéit
studium v pfistim roce. Je ¢lenem komisi pro obhajoby disertac¢nich praci na FSI VUT a FS
VSB-TU Ostrava.



1 Uvod

Zakladnim Gkolem lomové mechaniky je popsat podminky stability a Sifeni trhlin. Poznani
zakonitosti chovani trhlin poskytuje nejen podklady pro zajiSténi bezpetného a spolehlivého
provozu téles a konstrukci s trhlinami, s jejichZ existenci je tfeba v technické praxi objektivngé
poCitat, ale zaroven také prispiva k vyvoji novych materialt.

Je znamo, Ze trhlina predstavuje velmi G¢inny koncentrator napéti. Je-li popisovana v
ramci mechaniky kontinua jako zarez nulové tloustky, patfi do t¥idy tzv. singularnich okra-
jovych Gloh, tj. Gloh se singularnimi body. Existence téchto bodT obvykle souvisi s nékterou
idealizaci vychoziho fyzikalniho problému (linearni model materialu, malé deformace, nespo-
jitost okrajovych podminek ap.) V singularnim bodg€ diverguje TeSeni (resp. jeho derivace
od jistého Fadu) k nekonetnu.

Samotny lomovy proces je neobyTejn€ sloZity jev, ktery probiha v malé oblasti pred Celem
trhliny, v tzv. procesni zong podrobené vysokym gradientlim napéti. V procesni zong dochazi
k mikroseparacim materialu za UCasti koncentrace poruch Uc€astnicich se predchozi nepruzné
deformace, coZ ve svém dusledku znemoZiuje pouZiti mechaniky kontinua uvnitf procesni
zony. Zdanlivym paradoxem je pak skutetnost, Ze za jistych predpokladt Ize hodnotit sta-
bilitu a kinetiku trhlin v ramci mechaniky kontinua pomoci jediného parametru. Zmingéné
predpoklady vymezuji platnost koncepce lomové mechaniky.

Procesni zona neni zdaleka jedinou oblasti disipace energie pFi rtstu trhliny. Existuji dalsi
disipativni oblasti (které jiZ lze popisovat v ramci mechaniky kontinua)- napf. v kovovych
materialech je to plasticka zona obklopujici procesni zonu, ve zpevnénych keramikach zona,
ve které probiha fazova transformace vynucena ptisobicim napétim nebo v kompozitech
Cast okoli Iict trhliny, které jsou premostény vlakny Ci Casticemi druhé faze a kde je en-
ergie disipovana v procesech porusovani téchto mustkU a v tfecich procesech pFi vytahovani
vlaken nebo Castic z okolni matrice. Platnost lomové mechaniky vyZaduje splnéni principu
tzv. autonomie procesni zony. Jde o to, Ze kriticky stav procesni zony, ktery rozhoduje
0 pokraCovani lomového procesu, musi byt zavisly pouze na lokalnich podminkach v okoli
procesni zony. Jinymi slovy, lomovy proces na Cele trhliny v télesech s riznou geometrii okra-
jovych podminek, ale zhotovenych ze stejného materialu a p¥i shodnych ostatnich vngjSich
podminkéach -teploty, rychlosti deformace ap., bude probihat stejnym zptsobem, budou-li
lokalni pole napgti a deformace vngé procesni zony stejna. JestliZe princip autonomie plati i
pro plastickou zonu obklopujici procesni zonu, tedy pro celou disipativni oblast na Cele trhliny,
mluvime o podminkach malé plastické zony (small scale yielding). Velikost a tvar plastické
zbny je pak zavisly na lokalnim elastickém poli v okoli CTela trhliny, které Ize matematicky
popsat pomoci Williamsova (1957) asymptotického rozvoje
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kde r, 6 jsou polarni souradnice s pocatkem ve vrcholu trhliny, i jsou sloZky tenzoru napéti,
k, An jsou konstanty a fij, gij jsou bezrozmérné funkce polarni souradnice 6. Vysadni
postaveni v asymptotickém rozvoji (1) ma vedouci singularni €len. Necht ¢ je zvolené malé
Cislo. Oblast v okoli Cela trhliny r < rg, kde

aij (r,0) — %fij ©)
5155 (0)

se nazyva oblasti dominance singularniho €lenu. Zjevng velikost této oblasti (pFi pevnhém

) zavisi na tom, zdali prvni konstatni €len nekonetné sumy v rovnici (1) (koeficient Ag)

bude nulovy nebo rtzny od nuly. V kaZdém pripadg je vSak velikost oblasti dominance sin-
gularniho €lenu smluvni veli€inou. V praxi zpravidla poZadujeme, aby odchylka celkového

k < o n
oij (r,0) = —=Ti5 (0) + Y Anr2g{¥ (6), r — 0 1)
n=0
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napéti a napéti od singularniho €lenu neprevySovala jednotky procent. V oblasti r < rg je
elastické pole charakterizovano jedinym parametrem k (plati pro jednoduchy mod zatéZovant,
pFi kombinovaném zatéZovani jsou zapotrebi parametry 3, viz dale), ktery se musi stanovit na
zakladg YeSeni Glohy pruZnosti pro konkrétni zatiZené t&leso s trhlinou. AZ na faktor /27 je
parametr k shodny s tzv. souCinitelem intenzity napéti K, ktery je jednou z nejdtleZitgjSich
a v soucasné dobg i nejpouZivangjSich mechanickych veli€in popisujicich stav napjatosti v
telese s trhlinou. Jde o parametr, ktery zahrnuje jak velikost a zplsob vngjSiho zatiZent,
tak i zakladni kvalitativni a kvantitativni charakteristiky geometrie t€lesa s trhlinou. V
izotropnich t€lesech je moZné singularni pole rozloZit na tfi vzajemng nezavislé sloZky podle
charakteru rozevreni trhliny, které vyvolavaji. Rozevirani trhliny je Fizeno velikosti rozho-
dujici sloZky tenzoru napéti pred Celem trhliny (tj. pro # = 0). Témito sloZkami jsou oyy (pro
tzv. oteviraci mod I), oxy (pro rovinny smykovy mod Il) a oy, (pro antirovinny smykovy
mod 111). Pomoci uvedenych sloZek tenzoru napgti jsou pro tFi zakladni mddy poruSovani
definovany soucinitele intenzity napéti vztahy

K, = lirrg) V2rroyy (r,0), 3
Kng = '!II’T?) \/27rl’axy (r, 0),
Kin = I!IFT(]) vV 27Tr0'yz (r, 0)

Singularni slozky napéti odpovidajici jednotlivym modtm rozevieni trhliny pak jsou

. K (|) im o0 = Kii (||) . (|||)_K||| (|||)
II_erg)o—ij _\/2— (9) “ng) ij \/ﬁ (9) IHT(]) ij m (9) (4)

a pro kombinovany zptisob namahani plyne z principu superpozice

I(vasl) _ (|) +U(||) i(jm)_ ©)

Vyznamny pFipad nastava, kdyZ velikost plastické zony je znacné mensi neZ oblast dom-
inance singularniho Tlenu v rozvoji (1). Zfejmg potom je kriticky stav procesni a plastické
zbny jednoznacné urcen kritickou hodnotou soucinitele intenzity napéti Kc (presngji, krit-
ickou hodnotou nékteré funkce f (K, Ky, Kjy1) ). Tato hodnota je materialovou konstan-
tou nezavislou na geometrii a zatiZeni t€lesa. Hodnoceni stability a kinetiky trhlin pomoci
souCinitele intenzity napéti tvori zaklad jednoparametrové linearni lomové mechaniky. V
Yadg pripadt je vSak koeficient Ag nenulovy (s vyjimkou modu 11, kdy je Ag identicky rovno
nule) a pro hodnoceni kritického stavu disipativni oblasti na Tele trhliny je nutné pouZit
2 parametry - souCinitel intenzity napéti K a koeficient Ag. Takova koncepce tvori zaklad
dvouparametrové linearni lomové mechaniky.

Existuje Tada vynikajicich monografii a uCebnic usilujicich o souhrnny vyklad lomové
mechaniky, které vznikaly soubgZng s vyvojem lomové mechaniky od potatku Sedesatych let
minulého stoleti. Mezi nejvyznamngjsi patfi prace nasledujicich autorli uvedené v chrono-
logickém poradi: ‘Yokobori (1965), sedmisvazkové dilo editované Liebowitzem (1968-1972),
Hahn (1976), Cerepanov (1979), Knott (1979), Broek (1982), Hellan (1984), Kanninen a
Popelar (1985), Freund (1990), Lawn (1993), Anderson (1995) a Broberg (1999). Cilem
mé prednasky je pojednat jen o malém Gseku linearni lomové mechaniky, ktery se tyka
specialnich vypoCetnich technik vhodnych pro TeSeni probléemt relativng kratkych trhlin,
které se Si¥i v blizkosti rozlitnych koncentratort napéti. Tyto koncentratory, kterymi mohou
byt dalSi trhliny, otvory, €i materialové nehomogenity, vyvolavaji strmé gradienty napéti. Je
proto praktické idealizovat geometrii problému do tvaru, pro ktery mtiZeme ziskat presné
YeSeni. Takovy postup kontrastuje napf. s metodou konetnych prvki, kde se snazime mod-
elovat geometrii presng, ale nasledujici ¥eSeni zZiskdvame aproximativné pri nesrovnatelng



vysSich vypocetnich nakladech. Technika FeSeni je znama pod nazvem metoda spojit€ ro-
zloZenych dislokaci a vychazi z pionyrskych praci Eshelbyho (1957), které pozdgji rozvinuli
ve svych pracech Erdogan, Keer, Mura a mnoho dalSich.

2 Metoda spojité rozloZenych dislokaci pro popis trhliny

Zakladni idea metody spoCiva ve vyuZiti superpozice napgtového pole v télese bez trhliny a
pole, které generuje predem neznamé rozloZeni ’nosict soustfedéné deformace”, pri spInéni
podminky, Ze lice trhliny budou volné povrchy. ReSeni pro pole napéti vyvolané nosicem
soustFedéné deformace musi automaticky spliiovat vSechny ostatni okrajové podminky. Metoda
je vhodna pro modelovani trhlin jak v rovinnych Glohach tak v Glohach prostorovych. Nosicem
soustfedéné deformace je dislokace, ktera bude podrobngji popsana dale.

V3imneme si nejprve principu superpozice z hlediska stanoveni souCinitele intenzity napéti.
Bueckner (1958) ukazal, Ze souCinitel intenzity napéti K, pro trhlinu v t€lese, které je po-
drobeno vnEjSimu zatiZent, je stejny jako souCinitel intenzity napéti K, vypocteny pro pripad
identického t€lesa s trhlinou, které je zatiZené pouze na licich trhliny vnitfnim tlakem o ve-
likosti normalového napéti, jaké vznika v zatiZzeném neporuSeném t€lese na ploSe totoZné s
polohou lich trhliny v poruseném t€lese. Analogicka tvrzeni plati pro souCinitele intenzity
napéti v modech Il a I11 a souborng se oznatuji jako Buecknertiv princip.

BuecknerTv princip je ilustrovan na obr. 1. Problém, ktery se ma ¥eSit, je zobrazen na
obr. 1(a). T€leso obecného tvaru je podrobeno objemovym a povrchovym silam a obsahuje
trhlinu AB. Nejprve se stanovi pole napgti pro téleso bez trhliny, viz. obr. 1(b) a urti se
sloZky vektoru napéti P (x) a Q (x) . Posléze se FeSi problem na obr. 1(c), kde je znazorngéno
totéZ teleso podrobené zatizeni —P (X), —Q (x) podél lict trhliny. Souget obou TeSeni dava
TeSeni plvodniho problému na obr. 1(a) a tudiZ souinitel intenzity napéti spojeny s FeSenim
Glohy 1(c) je soutasng soutinitelem intenzity napéti pro plvodni problém 1(a).

(a) (b) ©
Obr. 1: lustrace Buecknerova principu superpozice.

Princip metody spojitg rozloZenych dislokaci je nejjednodussi objasnit na rovinném problé-
mu prtichozi trhliny rozevirané tahovym polem napégti oyy (X), viz obr. 2(a). Z Buecknerova
principu plyne, Ze FeSeni tohoto problému Ize Ziskat superpozici Gloh na obr. 2(b) a 2(c), tedy
superpozici napéti v neporusené roving, obr. 2(b), a tzv. korek€nich napéti, viz obr. 2(c),
které vznikaji v dUsledku aplikace opatng orientovanych napéti (vzhledem k t€m, které ptisobi
ve stejnych mistech v Gloze 2(b)) podél lict trhliny. Postup pro stanoveni korekénich napgti
znazorfuje obr. 2(c): v mistech trhliny vedeme tenky zarez; ob€ strany zarezu oddalime
vloZenim nadbytetného materialu. Vnitfek realné trhliny je pochopiteln& prazdny, vlioZeny
material je pouze matematicky nastroj, ktery slouZi k stanoveni korekcnich napéti a soucasné
simuluje rozevreni realné trhliny. PFedstavme si vloZeny material jako kombinaci nekonetng
tenkych vrstev-nosicl soustfedéné deformace. Prvni vrstva zatina v jednom vrcholu trhliny



a pokraCuje aZ do nekonetna nebo k vzdalenému okraji, viz. obr. 3(a); obr. 3(b) zobrazuje
vice vloZenych vrstev; naslednym vyjimanim vrstev ve vhodnych mistech dostaneme konfig-
uraci zobrazenou na obr. 3(c) resp. na obr. 3(d). KaZda vrstva vloZeného materialu generuje
urCité napéti. Matematické TeSeni pro toto napéeti, které vyhovuje okrajovym podminkam
vychozi Glohy, mtizeme pouZit jako Greenovu funkci (fundamentalni YeSeni) pro vychozi Glohu

- nap&tové pole vyvolang viemi vrstvami zZiskame jednoduSe souCtem nebo integraci FeSeni
pro jednotlivé vrstvy.

Oy (%)

-

(a) (®) (©

Obr. 2: Aplikace Buecknerova principu pro rovinny problém prtichozi trhliny v nekonetném
prostfedi: (a) vychozi probléem, (b) napéti v prostfedi bez trhliny, (c) separace lict trhliny
vloZenim nadbyte€ného materialu.

8b

(@) (b) © )

Obr. 3: llustrace vloZeného materialu mezi lice trhliny pomoci vkladani a vyjimani tenkych
vrstev.

Vrstva vloZeného materialu je vlastng analogii dobfe znamé hranové dislokace z fyziky
pevnych latek. | kdyZ vrstva vloZeného materialu se v ¥adg ryst shoduje s hranovou dislokaci
vznikajici jako defekt krystalové mriZe (napf. vloZeni nadbytetné vrstvy atomt do idealni
krystalové struktury), fyzikalng Zadné mriZzkové poruchy nevznikaji - jedna se jen a pouze
jen o matematicky nastroj, ktery umoZiiuje zavést self-konzistentni stav napéti v télese (tj.
odpovidajici vloZené soustfedéné deformaci a okrajovym podminkam).

Jednou z vyhod uvedené techniky je moZnost explicitng urGit stav napéti zplisobeného
dislokaci pro celou Fadu geometrickych usporadani: v nekonetné roving, v poloroving a pasu,
v blizkosti kruhové inkluze ap. a také rozmistit libovolny pocet dislokaci uvnitr oblasti pri
souCasném splnéni vSech okrajovych podminek. Uloha se pak redukuje na vypocet takového
rozloZeni dislokaci, které generuje podél Iict trhliny napéti co do velikosti stejna, ale opatné
orientovana neZ ta, ktera vznikaji v dUsledku vngjsiho zatiZeni.



Obr. 3 ukazuje, Ze nekone€ng tenka vrstva materialu-hranova dislokace vnasi do t€lesa rel-
ativni posuv mezi body, které bezprostfedné sousedi s vrstvou, pricemZ tento posuv je podeél
vrstvy konstantni. Podobné jako u hranové dislokace v krystalové mFiZi se tento relativni
posuv nazyva Burgersovym vektorem. Podsﬂtné je, Ze stav napégti vyvolany pritomnosti
dislokace zavisi pouze na Burgersové vektoru b a nezavisi na orientaci zarezu, do kterého je
vloZen (resp. vyjmut) material. Obr. 4 znazorfiuje dva zptsoby vytvoreni hranové dislokace
s Burgersovym vektorem s nenulovou sloZkou by. V prvém pripadg provedeme Tez podél osy
y, vloZime tenkou vrstvu materialu o tlouStce by a spojime s okolim. Ve druhém pfipadg
provedeme Tez podél osy X, posuneme material nad fezem o by ve Sméru osy x a opét material
spojime podél osy x. V obou pfipadech vznika stejny stav napjatosti. Obr. 4 také ilustruje
znaménkovou konvenci pro volbu znaménka by. Pozorovatel, ktery se pohybuje podél Fezu ve
sméru od jadra dislokace, rozliSuje kladnou (+) stranu po pravé ruce a zapornou (-) po levé
ruce. Pohybuje-li se po kFivce obklopujici jadro ve sméru od zaporné strany Fezu ke kladné
strang, pozoruje po ukonCeni ob&hu nespojitost posunuti ve sméru X, u (+) — u (=) = by.

Pole napéti a posunuti pro nekonetné prostredi s dislokaci se viyhodng sestrojuje pomoci
Airyho funkce napéti U. Uvedeme pouze sloZky tenzoru napéti ptsobici v bodg (X, y), jestlize

dislokace je umisténa v pocatku a jeji Burgerstiv vektor ma obg slozky nenulové D= (bx, by):

Oux = % {bx :—% (3x2 +y2)} + by [% (x2 —yzﬂ }

oy = % {bx % (Xz _yzﬂ +by [% (X2 + 3y2)] }
B N T 1O

kde G je modul pruZnosti ve smyku, x = 4 — 3v pro rovinnou deformaci (x = %J_“—Z pro
rovinnou napjatost), v je Poissonova konstanta.

@ ®)
Obr. 4: Vytvoreni hranové dislokace (a) pomoci vloZené vrstvy materialu, (b) smykovym
posunutim.

Poznamka. P¥i FeSeni rovinnych Gloh se Casto pouZiva analyza komplexni proménné.
Airyho funkci napéti U = U(X,y) lze totiZ vyjadrit pomoci dvou holomorfnich funkci ¢ a ¥
komplexni proménné z = x + iy

U(xy) = Re Zp() + [ @iz ™

kde ¢ a v jsou tzv. MuscheliSviliho (1953a) komplexni potencialy. SloZky tenzoru napéti
a vektoru posunuti Ize vyjadFit pomoci MuscheliSviliho (1953a) rovnic (8)—(10) prostfednictvim
MuscheliSviliho komplexnich potencialt

oxx +oyy = 4Re 0'(2), (8)



oyy — Oxx + 2loxy =2 [790”(2) + T//(Z)} ) )
2G(ux +iuy) = kp(z) — 2¢'(2) — ¥(2), (10)
kde symbolem ’ a ”” se rozumi prvni a druha derivace funkce podle za , Z ap. oznaCuje
operaci komplexniho sdruZeni. Pro vektor vysledng sily FY = (FY,F)) (v komplexnim

popisu se zapisuje jako FY = F,/ +iF}), ktera plsobi na oblouku L s koncovymi body A
a B a s vektorem jednotkové normaly n = ny + iny, plati

. _B
Fi +iF) = / [(o3xnx + ayxny) + T (oxyNx + oyyny)ldt = —i jp+ 2"+ 4| -, (1)
L
V pripadg dislokace se MuscheliSviliho komplexni potencialy ¢ a 1 hledaji ve tvaru
p=AInz, vy =Blnz, (12)

kde komplexni konstanty A = A; +iA; a B = B + iB; se ziskaji pomoci rovnic (8)- (11)
z podminek: i) vysledna sila FY prenaSena podél uzaviené krivky, ktera obklopuje jadro
dislokace, je rovna nule

[FXV + iFyV] =0, (13)

i) vysledny vektor posunuti podél téZe kFivky musi byt roven Burgersovu vektoru b = by +iby
2G [ux + iuy] = [/ﬂp(z) —20/(2) — w(z)] = 2Gb, (14)

iii) pro bod jdouci k nekonetnu musi sloZky tenzoru napéti konvergovat k nule. Hranaté
zavorky v rovnicich (13) a (14) oznacuji zménu veli€iny uvnitf zavorek podél libovolné smytky
obklopujici jadro dislokace. O

Obr. 5(a) znazoriiuje rovinny model trhliny vytvorené pomoci distribuce dislokaci v
intervalu —a < x < a. Jedna se obdobu obr. 3. Abychom odvodili vyraz pro napéti a%is
generované témito dislokacemi, sledujme nejprve nekonetné kratky Gsek trhliny mezi body &
a &+ 6&, viz obr. 5(b).

E LI L £+6€

@ ®)
6by-3y(i)65
: I E+8E -a@
© C)

Obr. 5: Model trhliny pomoci distribuce dislokaci: (a) Fada dislokaci, (b) dislokace na
nekonecné malém intervalu, (c) disloka€ni hustota, (d) rozevreni trhliny.

Je vyhodné uvaZovat spojité rozdgleni dislokaci na tomto intervalu jako jedinou izolovanou
dislokaci s nekonecngé malym Burgersovym vektorem oby = By (§) 6§, kde By (€) je dislokacni
hustota v bodg ¢, viz obr. 5(c). Nap&ti vyvolané jedinou dislokaci o} je dano rovnicemi
(6). Specialng, normalové napéti vznikajici podél intervalu —a < x < a od dislokace s
Burgersovym vektorem by situované v misté £ obdrZime z rovnice (6)2, poloZime-li by = 0,
y = 0 a nahradime-li proménnou x vyrazem x — &.

10



Napéti ag)',s (x,0) generované spojitym rozdélenim dislokaci v intervalu —a < X < a

Ziskame superpozici

is B (é)
ois (x,0) = (;<;+ 5 / y (15)
kde dislokacni hustota By () je
B, (9 = 4. (16)

Poznamenejme, Ze ad's (X, 0) je identicky rovno nule. Je zfejmé, Ze musi existovat tésny vztah
mezi velikosti mezery mezi licemi trhliny (rozevreni trhliny) A (x) a dislokacni hustotou v
daném bodg. Pro nalezeni tohoto vztahu sledujme obr. 5(d). V krajnim bodg trhliny je
A (—a) identicky rovno nule. Vkladani dislokaci se zapornym Burgersovym vektorem —by
podél x > —a zvétSuje rozevreni trhliny, takZe

A0 =- [ By (@ (17)
nebo dA
By (x) = — d)((x). (18)

Vzhledem k tomu, Ze podle linearni lomové mechaniky se rozevreni trhliny blizko jejich
vrcholT méni parabolicky - nap¥. pro oteviraci mod | plati

+1 r +1 a—|x
A(x)zuy(r,9=7r)—uy(r,0=—7r)=KJG KI1/Z=HG Kiy/ 27r| l, (19)

vykazuje dislokacni hustota ve vrcholech trhliny singularni chovani typu By ~ 1/ /a — [X|.

UvaZujme nyni, Ze nekonetné prostredi s trhlinou je v nekonethu zatiZeno tahovym
napétim oyy (X). Z Buecknerova principu vime, Ze pro vysledné normalové a smykové napgti
N (x) a S (x) pUsobici v misté trhliny mtZeme psat

N(X) = oyy(x,0) =0 (X0 +00(x,0)=0, |x]<a, (20)
S(X) = oxy (X,0) =05 (x,0)+ ad's (x,00=0, |x| <a. (21)

Z podminky (20) tak nakonec dostavame

Rt By (©)
e ()—;/ i 22)

—a

coZ je integralni singularni rovnice prvniho druhu s Cauchyho jadrem pro neznamou dis-
loka€ni hustotu By (€), priCemZ integral v této rovnici je nutné brat ve smyslu hlavni hodnoty.
Z matematickych dlivodl je vyhodné normalizovat rovnici na interval (—1,1). Pro obecny
pripad intervalu (a,b) se toho dosahne pomoci substituci

26 = (b—a)s+(h+a)), (23)
2x = (b—a)t+(bh+a).
Rovnice (22) pak nabude tvar

1

F ()= / By(s) s, [t <1, (24)
-1

>1|H

11



kde
k+1

F)=-"5g5on®.

Prava strana rovnice (24) je Hilbertova transformace funkce By (s). Reseni této integralni
rovnice je mozné odvodit na zakladé Muschelisviliho teorie (MuscheliSvili 1953b). Zde pouze
pripomenene, Ze na zakladg rovnic (18) a (19) musi By (s) vykazovat v okoli konct intervalu
chovani By (s) ~ 1/y/1=%s, kde s je vzdalenost od koncl intervalu. To umoZiiuje hledat
By (s) ve tvaru souCinu fundamentalniho TeSeni w (s) a neznamé ohranicené funkce ¢y (S):

By (5) =W (S (9), W) = = (25)
Reseni rovnice (24) je potom dano ve tvaru
1
B, (t) = —W;t) / . (SF) ((ts)_ s +Cow (. (26)

kde C je libovolna konstanta, ktera se urci z podminky A (—a) = A(a) = 0 a rovnice (17)
-tzv. podminka konzistence

a 1
/ By (€)dé = / By (s)ds = 0. @7)
—a -1

Soucinitel intenzity napéti K, Ize nyni stanovit s pomoci rovnic (18) a (19), ze kterych
predevsim vyplyva vztah

dA(r) _ k+1 1
ar 26 W oar (28)
Limitnim prechodem r — 0 Ziskame pro soucinitel intenzity napéti na koncich trhliny %1

vzorec

Ky (+1) = lim 2G+/27r dA (r) — 4 lim ZG\/Zﬂ'a(l:Ft)By(t):
r—0 xk+1 dr to1F k+1

- + lim 2G\2ra(1F1t) ¢y () —+\/_61
t—1F k+1 v1-—1t2

V pripadg sloZitgjSich oblasti jiZ neobdrZime jednoduchou integralni rovnici typu (24).
NemtiZeme totiZ pouZit jednoduché vztahy pro sloZky napéti podle (6), které byly odvozeny
pro dislokaci v nekonetném prostfedi. Navic, trhliny v Yadgé kompozitnich materialt byvaji
premostény zpeviujicimi vlakny nebo Tasticemi a lice trhliny uZ nemtZeme pokladat za
volné povrchy. Je-li moZné UCinek t&chto diskrétnich muUstkl nahradit jistym efektivnim
normalovym N (x) a smykovym napé&tim S (x) ptsobicim podeél lict trhliny, jsme nakonec
postaveni pred FeSeni soustavy integralnich singularnich rovnic

¢y (%1). (29)

1 1
N@® = ’“‘2glayy (t)+% / Ii’y_(ss)ds+ / [Kyx (t;S) By (5) + Kyy (t;5) By (5)]ds,
-1 -1
1 1
1 1 [ By
SO = S5m0 > s + [ 1699+ oy 598y 9 (20

kde Kijj (t; s) jsou regularni jadra a ayy (t), oxy (t) 0znatuji napéti, ktera ptisobi v dané oblasti
neobsahujici trhlinu v mistech, kde chceme trhlinu zavést. Konkrétni tvar regularnich jader
vyplyva z TeSeni pro napéti v okoli dislokace libovolng umisténé ve vySetfované nezatizené
oblasti. Obr. 6 uvadi nékteré typické oblasti, pro které jsou tato FeSeni znama.
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Neboneina rovina s inkluzi

Dundurs o Mura (1964)

@4.

NekoneEna rovina s inkluei

@

Dundurs a Sendeckl] (1965)

Nekonednd rovina se 2 inkluzemi

Fukuzaki a Shioya (1956)

Nekonedna rovina s inkluri

Stangl @ Lizzio (1983)

Nekonefnd rovina s inklui

[
2

Nekomefni rovina se 2 inkluseni

ee

Fukuzaki o Shioya (1987)

Nekoneénd vestva

1

i

Weeks, Dandurs a Stippes (196%)

Nekonefmi vesiva

by

Lee 0 Dundurs (1973}

Vicevrsivy komparit

[_, S
gmﬁ‘%f‘%/ e
L

——

Erdogan a Gupta (1971)

Nekonefna dhlovi oblast

Hecker a Romanav {1992)

Okoli vreholu triliny

Lakshmanan a Li (1985)

Thifiaovs kouporit

]

| S—

Luo & Chen (1991)

Civ

Firovina
A
£

\

Keer, Lee, Mura (1953)

Fevni spajend Hvrtroviny
2

1

Kelly, Hills, Nowell (1994)

Mezikrufi

&

Worden a Keer (1991)

Obr. 6: Znama TeSeni pro napéti v okoli hranové dislokace.

3 Metody reSeni singularnich integralnich rovnic s Cauchyho
jadrem

Pravdgpodobng nejvice rozsifenou metodou numerického Feseni je Gauss-Cebysevova kvadra-
tura vypracovana v pracich Erdogana a Gupty (1972) a Erdogana, Gupty a Cooka (1973).
Nejprve uvedme, Ze neznama dislokacni hustota nemusi byt vZdy singularni na obou
koncich intervalu. Jako priklad Ize uvést okrajovou trhlinu, kde dislokacni hustota je sin-
gularni pouze na konci intervalu, ktery odpovida vrcholu trhliny. V misté Gsti trhliny na
okraji t€lesa je dislokacni hustota ohranitenou funkci. Podle charakteru chovani dislokacni
hustoty na koncich integracniho intervalu je nutné volit typ vahové funkce w (s). Tabulka 2
shrnuje zakladni typy vahové funkce a souasné uvadi vybgér integracnich bodt a tzv. uzll
kolokace. Pro kaZdy pripad pak hledame dislokacni hustotu ve tvaru B (s) = w(s) ¢ (S),
kde ¢ (s) je ohranitena funkce. Uzly kolokace souvisi s kolokatni metodou pro FeSeni rovnic

Au = f v oblasti 2, kde A je linearni diferencialni nebo integralni operator. Kolokatni
metoda spoCiva v tom, Ze pribliZné FeSeni hledame ve tvaru
N
un (P) =2 ajpj (P), (31)

i=1
kde ¢j, j = 1..N jsou pro libovolné N linearng nezavislé a splfiuji na hranici oblasti vSechny
okrajové podminky. Abychom urgili koeficienty aj, zadame v Q N bodt Py, Pon,-....,PnN,
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které se nazyvaji uzly kolokace a Zadame, aby rovnice Au = f byla po zaméng uy za u v
danych bodech splnéna. Pro koeficienty dostaneme system

N

> ajApj (Pkn) = F (Pkn), k=1,2..N. (32)
j=1

PTi aplikaci Gauss-éeby§evovy numerické kvadratury k rovnici (24) obdrZime systém
N — n algebraickych rovnic tvaru

k=1..N —n, (33)

N -
F ) =Y W f(s')
i=1

t« —Si

kde n zavisi na kombinaci predpokladaného chovani dislokacni hustoty v koncovych bodech
a je uvedeno v tabulce 2; W; jsou vahové funkce a pro pFisluSnou kvadraturni formuli jsou
rovnéZ uvedeny v tabulce 2. s; jsou integracni body a tx jsou body kolokace. PFi FeSeni
praktickych probléemt zpravidla vystatime s N < 30.

—1/2\+1/2 singularni ohranicena
singularni | I
ohraniCena 11 v

Tabulka 1: éty?i typy chovani disloka€ni hustoty v koncovych bodech.

Typ w(s) Si ty n W
I (1—s%)" 2 cos 7r22i§1> cos w%) 1
N (@-s)”2@+s)"? cos(nydy) cos(nsi) o HLS)
m  @-s)y2@+s)¥? cos w%% cos w%% 0 Zits)
v (1-s)"? cos (wﬁ) cos (w%) —1 (L_fi)

Tabulka 2: Gauss—éeby§evovy kvadraturni formule pro Cauchyho jadra integralni rovnice.

Metoda Gauss-éeby§evovy kvadratury ma Fadu modifikaci; nebudou zde vSak uvadény
a bude uprednostén popis ponékud odliSné metody, ktera nachazi velké uplatnéni pri FeSeni
problémt premosténych trhlin v kompozitnich materialech. Zakladni rozdil je dan tim, Ze
hledanou funkci je pFimo rozevreni trhliny A (x). Koncepce této metody je zaloZena na pojmu
Hadamardovy (1952) konetné Tasti hypersingularniho integralu, viz také praci Erdogan a
Kaya (1987). Podstata metody bude vysvétlena na jednoduchém typu singularni rovnice
(22). Dosadme do prave strany rovnice (22) pomoci vztahu (18) By (§) = —dAd—g) a integrujme
per partes pri soutasném vyuZiti podminky A (—a) = A (@) =0:

a

1 /By @y 1L AQ
;/X_gdé—ﬂjf oo (34)

Integral na pravé strang (34) obsahuje hypersingularni jadro a musi byt interpretovan special-

nim zptisobem, ktery zavedl Hadamard - totiZ ve smyslu jeho konetné tasti, coZ je vyznateno
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s~

symbolem ; Interpretaci hypersingularniho integralu ukazuje nasledujici priklad: uvaZujme
integral J -
_J f@®
] 1)

kde funkce f (t) a jeji derivace f’ (t) jsou dostatetns hladké v intervalu (a,b). PFepisme J
do tvaru

dt, (35)

b

_ IO T - ) (1)
J = Zé = dt + (36)
H ) [~y g HF @ [nenem(322)]

kde In(—1) = in. ProtoZe pro dostateCné hladké funkce je integral na pravé strang (36)
ohraniteny, je vidét, Ze integral J ma ve smyslu konecné €Casti definovanou konetnou hod-
notu. PTi této interpretaci integralu mtizeme tedy TeSit hypersingularni integralni rovnici pro

rozevreni trhliny A
a
11 A©
m ] (x-¢)

Reseni (37) Ize najit jednoduchou Bubnov-Galerkinovou metodou. Rozevreni trhliny
rozvineme podle Ceby3evovych polynomt druhého druhu U,

Kk+1 _

_w (A% ¢
A©=w () L awn(3). (38)
kde 1
Un(s) = e sin[(n+1)6], 6 =arccoss, |s| <1

aw (g) je vahova funkce. Cebysevovy polynomy druh&ho druhu Uy, (s) jsou ortogonalni na
intervalu (—1,1) s vahou W (s) = v/1 —s2

7 Jjestlizen=m
0 jestliZen#m

1
/w () Un (5) Um (s)ds = {
1

Un navic maji nasledujici vlastnost

1
&S)zun (s)ds=—-a(n+1)Un (D). (39)

)

Dosadme nyni (38) do (37), vynasobme tuto rovnici vyrazem %W (3)Un (%) a integrujme
od —a do a. Dostaneme

odkud dosazenim do (38) pFfimo dostaneme rozevreni trhliny A (x). VSimn&me si, Ze derivace
vahoveé funkce v rozvoji rozevreni trhliny (38) odpovida singularnimu chovani dislokacni hus-
toty. V pripadg, Ze jadro hypersingularni integralni rovnice ma také regularni €ast, hledame
pribliZné TeSeni pro funkci A (X) ve tvaru rozvoje podle vhodnych linearng nezavislych funkci
a pouzijeme kolokatni metodu. Uvedena metoda je vyhodna hlavng v pripadech, kdyZ mostici

napéti je funkci rozevreni trhliny.
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4 Trhliny v anisotropnich prostredich

Studium trhlin v anisotropnich prostfedich je duileZité pro pochopeni zakonitosti stability a
kinetiky trhlin v monokrystalech, dale mikrotrhlin, jejichZ velikost je srovnatelna s velikosti
zrna polykrystalickych materialt a trhlin v kompozitnich materialech, jejichZ anisotropie je
dana vlastni architekturou.

UvaZujme rovinny pripad obecng anisotropniho materialu. Zobecngny HookTv zakon ma
tvar

Exx D11 D12 Dass Oxx
eyy | = | D12 D22 Dz oy |, (41)
2exy Dise D2s Des Oxy

kde Djj jsou koeficienty poddajnosti. Misto obvyklé biharmonické rovnice, kterou musi
spliiovat Airyho funkce U v izotropnim prostredi, obdrZime z rovnice kompatibility a Hookova
zaékona (41) rovnici

D22U,xxxx - 2D26U,xxxy + (2D12 + D66) U,xxyy - 2D16U,xyyy + D11U,yyyy =0. (42)

Obecné FeSeni rovnice (42) se hleda ve tvaru T (X), kde X = x + sy. (42) se pak prepise na

Af
D2, — 2D3265 + (2D12 + Des) s — 2D165* + Duas’ & =0, (43)
coZ vyZaduje TeSit charakteristickou rovnici
Doy — 2Dygs + (2D12 + Dee) 32 — 2D1683 + D11$4 =0. (44)

Charakteristicka rovnice nema Zadné realné koreny vzhledem k pozitivni definitnosti en-
ergie napjatosti. ProtoZe koeficienty Djj jsou realng, existuji obecng dvé dvojice komplexng
sdruZenych kofent rovnice (44). Oznatme kofeny jako si, Sz, Sz a Sa, kde S3 a S4 jsou kom-
plexng sdruZené s s1 a sp. Podobng jako v pripadg isotropniho prostfedi je mozZné vyjadrit

~ ~er

Airyho funkci pomoci dvou holomorfnich funkci. Definujme dvé komplexni Cisla z1 a z»
Zi = X +Sjy, Zj = X +5jy, (45)

kde i = 1, 2. Pokud s; # s, ma Airyho funkce obecny tvar
Z1 Z2
UGy) =Re | [un (@) dzh + [ (25) dz3) (46)
z? 23

kde 11 (z1) a 12 (z2) jsou holomorfni funkce. JestliZe s; = s;, je ¥eSeni pro Airyho funkci

U(x.y) =Re [zlga(zl) [ w(zi)dz1] , (47)

kde ¢ (z1) a ¥ (z1) jsou holomorfni funkce. V pFipadgé izotropniho materialu jsou korfeny
charakteristické rovnice =i a FeSeni pro Airyho funkci se redukuje na tvar (7). Tabulka
3 uvadi sloZky napéti, posunuti a vysledné sily na nékterém oblouku L vypoC€tené pomoci
rovnic (47) a(41):
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velitina vyraz

Oxx Re [5%1/}11 + 5%1/}12]

Oyy Re[] + 93]

Oxy —Re[s19)] + s21/%]

Ux Re [(D1152 — D16S1 + D12) 1 + (D11S5 — D16S2 + D12) 4]

Uy Re [(D125f — D26S1 + D22) 91751 + (D125 — D2sS2 + D22) 12/5;]
R Re[s111 + s21]

Fy —Re Y1 + 4]

Tabulka 3: Vyrazy pro napéti, posunuti a vyslednou silu v anisotropnim materialu
vyjadrené pomoci komplexnich MuscheliSviliho potencialt.

Podobng jako v isotropnim prostfedi se MuscheliSviliho komplexni potencialy pro dislokaci
v anisotropnim materialu hledaji ve tvaru

1 = A1lnzy, Yo = Azlinzy, (48)

pricemZ komplexni konstanty A; a A, se vypottou ze stejnych podminek, tj. {F)‘(’ +iF)/ } =0
a [ux +iuy] = [bx +iby], viz (13) a (14). PF¥i vyuZiti vyrazli v Tabulce 3 jsme nakonec
postaveni pred FeSeni soustavy

Ims; Res; Ims, Res; ReA; 0
0 1 0 1 ImA; | _ 0 (49)

Imp; Rep: Imp, Rep, ReA, | | by/27 |’

Img: Req; Img, Reqp ImA, by /27

kde 5.2 D 5
< _ i+
pi = D11S? — D16Si + D12, i = 2% S_ZGSI Z, proi=1,2.
1

ReSeni (49) oznaGime zkracend jako A; (b) =ReA; (b) +ImA; (b), kde b = by + iby.

Model rovinné trhliny v anisotropnim prostredi vytvofime stejng jako v isotropnim prostredi
spojitym rozloZenim dislokaci podle obr. 5(a) a zavedenim neznamé dislokacni hustoty
B = Bx +iBy. Integralni rovnici pro dislokacni hustotu odvodime opgt na zakladé superpoz-
ice napétovych poli od jednotlivych dislokaci a z Buecknerova principu. Jistou komplikaci
pFinasi dobfe znama skutetnost, Ze v anisotropnich prostfedich vznikaji obecn& smykové de-
formace i pFi jednoosém tahovém namahani, viz (41). Obdobou integralni singularni rovnice
(22) pri jinak stejnych podminkach zatiZeni je v obecng anisotropnim prostredi rovnice

—ogy () = / Xf 5Fee{s%Al [B ()] + $3A2 [B ()]} dé, (50)

—a

a
doplngéna podminkou konzistence [ B (£)d¢ =0, viz (27).
—a

5 Hustrace metody v nékterych tlohach lomové mechaniky
Casticovych kompozitt

Prvni priklad (Kotoul a Profant, 2000) se tyka analyzy interakce premosténé hlavni trhliny
s obecng orientovanou mikrotrhlinou v Casticovych kompozitech, které jsou tvorené kfehkou
matrici a tvarnymi inkluzemi. PF¥i Sifeni lomu postupuje Celo trhliny kfehkou matrici a
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obchazi tvarné inkluze, které tak postupng vytvareji za celem trhliny izolované tvarné mustky
schopné prenaSet napéti a uzavirat trhlinu. Tento mechanismus vede ke zvySovani lo-
mové houZevnatosti kompozitu. Mimo to mtZe v danych materialech dochazet k nukleaci
mikrotrhlin v okoli vrcholu hlavni trhliny, €imZ dochazi k ovlivngni lomové houZevnatosti v
pozitivnim i negativnim smyslu. Aby bylo moZné problém analyticky zvladnout, nahrazuje
se soustava izolovanych mUstkU za Celem trhliny kontinuem s jistou efektivni mezi kluzu v
rozsahu vzdalenosti I, za Celem trhliny

oo =oy(1-T), (51)

kde oy je mez kluzu mtstkl, f je objemovy podil inkluzi. Tato zona se pak modeluje po-
moci neznamého spojitého rozdgleni hranovych dislokaci. Metoda umoZiiuje stanovit lokalni
soutinitele intenzity nap&ti pro vrchol magistralni trhliny KJ°¢ a K¢ a otevieni trhliny
na konci zony tvarnych mitistki A pro obecnou polohu, orientaci a délku mikrotrhliny.
Vypottené hodnoty lokalnich souGinitell intenzity napéti a rozevieni na konci ligamento-
vané zony pak vystupuji v kritériich pro iniciaci rtistu hlavni trhliny.

P¥i formulaci problému se predpoklada, Ze délka mikrotrhliny, délka ligamentované zony a
vzdalenost mikrotrhliny od vrcholu hlavni trhliny jsou znatn& mensi neZ délka hlavni trhliny.
To umoZiuje uvaZovat hlavni trhlinu jako polonekonetnou a zanedbat interakci systému
hlavni trhlina - mikrotrhlina s vngjSi hranici t€lesa. Koncepce polonekonetné trhliny do-
voluje aproximovat nominalni napétové pole (tj. pole, které by existovalo v nepfitomnosti
mikrotrhliny a ligamentované zony) singularnim €lenem asymptotického rozvoje pole napéti
v okoli vrcholu hlavni trhliny, ve kterém vystupuje tzv. nominalni (aplikovany) souCinitel
intenzity napgti KN, resp. KN. Nominalni soutinitelé intenzity napsti slouZi pak jako
zat€Zovaci parametry a lze je nalézt na makroQrovni napf. metodou konetnych prvkd.

Nominalni pole nap&ti je charakterizovano Muschelidviliho potencialy ®N a ¥N. V
souradném systému podle obr. 7 leZi polonekonetna trhlina podél zaporné osy X, potencialy
®N a UN se definuji vztahy

oN ()= KUK N oy 3@ - N () - 20N () (52)
227z '
Pomoci (52), (8) a (9) se lehko ukaZe, Ze nominalni napéti podél z = x, x > 0 jsou
i ' KN +ikKN
(oyy + o)™ = 2Re[® (] +xN () + TN (x) = ~ (53)

Nap&tové potencialy odpovidajici bodové reprezentaci mikrotrhliny ®F°2 a Whee Ize
Ziskat pro pro velké hodnoty % z prvniho €lenu asymptotického rozvoje potencialt trhliny
zatizené v nekonetnu normalovym napétim oyy = o a smykovym nap&tim oxy = 7

Ow% “,
i O © aOO

15

mikrotrhlina

— A O
© O O

hlavni trhlina
Obr. 7: Konfigurace obecn& umisténé a orientované mikrotrhliny.
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s2e? (g — iT)

(I)Poo z:z — =, 54
ME (2:21) a2 (>4
s?o __s2e?a (g —iT)

Z
20—z ' 2@-zn)

U8 (2;21) (55)

Fyzikalng predstavuji veliCiny o a 7 jisté “efektivni ” pole napéti, do kterého je umisténa
mikrotrhlina. Toto pole je superpozici pole generovaného hlavni trhlinou, ligamentovanou
zbnou a interaktnimi efekty, které na efektivnim poli zaviseji. “Efektivni ” pole je na
potatku neznamé a najde se v priibéhu TeSeni z podminky self - konzistence (tj. tak, aby
byla zajiSténa rovnost mezi hodnotou efektivniho pole a hodnotou vysledku superpozice jed-
notlivych prispévki k efektivnimu poli, z nichZ nekteré jsou na tomto poli zavislé).

Ligamentovana zona je simulovana prostrednictvim neznamého spojitého rozloZeni hra-
novych dislokaci s hustotou Burgersova vektoru B (x). Komplexni potencialy pro spojitou
distribuci hranovych dislokaci ®mz (z), ¥mz (z) leZicich podél osy x v intervalu (0; 1,) jsou
dany vztahy

Ip
Oz (2) = iA/BZ(%)St, (56)
0
o I
Umz (2) = —i)\/ BZ(?(:t +iy [B (t)tdzt, (57)
; g @2-9

Mikrotrhlina a spojité rozdéleni dislokaci vedou ke vzniku normalovych a smykovych
napéti v mistech lict hlavni trhliny. Aby lice trhliny zUstaly volng, je zapotfebi vytvorit
zrcadlova pole napéti, ktera se vyrusi v mistech lict hlavni trhliny s vySe uvedenymi slozkami

normalovych a smykovych napéti. Pomoci komplexnich potencialt se zrcadlové pole rusici
vliv mikrotrhliny vyjadri vztahy

2 .
e (2:22) = MT (21) + (ST" —M> PGz M@ -7 TSR )
1
Pl .
Ule (z,21) = RV (Z,21) — B (Z321) — ziaq)'\"%z(z’ Zl), (59)
kde 1
['(z;21) = (60)
427 (VT + 7)?
aM= &E“"T) Zrcadlové pole rusici vliv ligamentované zony je
HECIRELG
Pl _ t) tB(t
L @) = mo/ lz =iy _02] dt, (61)
- 8(I)PI z
W@ = HLO - o, @) -2kl (©2)

Pro zahrnuti interakce mikrotrhlina-ligamentovana zona je nutné vypoCist napéti gen-
erované mikrotrhlinou podél ligamentované zény a naopak, napéti generované ligamento-
vanou zbnou v roving mikrotrhliny. Napéti generované mikrotrhlinou podél ligamentované

19



zony se vyjadri pomoci komplexnich potencialt

(oyy (X,0) + ioxy (X, 0)))'\(">%/Mz = 2Re [@',f,l% (X; 21) + B} (x; Zl)} +
0
+x& [@EAOS (X;z1) + @EAIC (x; zl)} + \1/&08 (x;z1) + \I’E/Ilc (x;21). (63)

Analogicky, napéti generované ligamentovanou zoénou podél mikrotrhliny je v soufadném
systéemu (&, 7), viz obr. 2, dano vztahy

(o (22) + oy @)MMC = 2Re [Bmz (22) + DYz (22)] +
+ei20 {zl (®mz (20) + 2Rz 2)) + Tz (22) + TR (21)} . (64)

Samotné spojité rozdgleni dislokaci indukuje podél ligamentované zony nenulova napégti

(ayy (%, 0) + oy (NG = 2Re [Dmz () + D, (9] +
+x (Pmz () + Bz 09) + Tz () + Wiz (9. (65)

Neznamé efektivni pole napéti o, 7 a neznama hustota Burgersova vektoru B (X) se urci
z podminky rovnovahy podél ligamentované zony a z podminky self-konzistence v misté
mikrotrhliny. Podminka rovnovahy vyZaduje
(0yy (%, 0) + iowy (%, )N +(ayy (X, 0) + iowy (X, 0)) ke ™ +(ayy (X, 0) + ioxy (X, 0))MZ —50 =0
(66)
Dosazenim z rovnic (53), (63) a (65) do rov. (66) a vyuZitim odvozenych vztahti pro kom-
plexni potencialy obdrZime integralni rovnici pro hustotu Burgersova vektoru

' N _ ikN 20_
0
26 _ . B

Jeji FeSeni se da nalézt v uzavieném tvaru a zavisi parametricky na efektivnim napéti o, 7.
Podobng zaviseji parametricky na o, T také komplexni potencialy ®mz (2), ¥mz (2), @ (2)
a W', (z) po dosazeni za B (x). PFislusné hodnoty o a 7 se vypoGtou z podminky self-
konzistence, jejiZ pouZiti obchazi obtiZe vyvolané zpétnou vazbou spojenou s prerozdglenim
pole napéti mikrotrhlinou. Podminka self-konzistence ma tvar

(o (1) + oy @)Y + (o (@1) + oy @NMC + (o (1) + ey @)VME = 0 +ir,
(68)
ktery ukazuje, Ze efektivni pole o, 7 vznika sloZenim nominalniho pole napéti, viz prvni Clen
na levé strané rovnice (68), zrcadlového pole generovaného mikrotrhlinou, viz druhy €len a
pole, které generuje ligamentovana zona. Zrcadlova napéti, vznikajici v dtsledku interakce
mikrotrhliny a hlavni trhliny se vypottou pomoci komplexnich potencialt (58) a (59) podle
vzorce

. - i
(o (@) + ey @) = 2Re [BF (20)] + +e |72 (0Fi () + ¥Rk @] (69)
Zrcadlova napéti (o, + iog,)MC a interakeni napgti (o, + ioe,)M*™MC, viz (64), zaviseji

na neznamych hodnotach efektivniho pole o, 7, které se tak stanovi z (68).
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Rov. (68) Ize prepsat na systém dvou linearnich rovnic pro dvé neznamé o, 7

s s | o | _
l|_<4—r1> AME (9, 0) — AMZ/MC (E'r_z’e’aﬂ lTl_

_| 1 oN 1 mzmc (S lp K mzmc [ S |p
—l —ZerB (9,04)+77r2 TrrlB s 0, KN +C N ,0,a | oo,
(70)

kde I oznatuje jednotkovou matici Fadu 2x2, matice AMC mUiZe byt odvozena ze zrcadlov§ch
nap&ti od mikrotrhliny, matice BN pochazi od nominalniho pole nap&ti a matice AMZ/MC
a BMZ/MC 3 2_dimensionalni vektor cMZ/MC gse odvodi z virazu pro napéti generovaného
ligamentovanou zénou (o, + ioe,)4™M°.

Mame-li vypoCtenu hustotu Burgersova vektoru B (x) a efektivni pole napéti o, 7, mtizeme
stanovit napéti podél osy X, x > I, z rovnice

B®,,

(oyy + Oxy)y—o = 2ReBz (X) + Xy () + Tpaz (x) = 2iA / (71)

kde nyni B (x) je znamé FeSeni integralni rovnice (67) se znamymi hodnotami parametrt
o, 7. Lokalni souCinitelé intenzity napéti se pak urCi ze standardniho vzorce

K% — K| = lim (/27 (x — 1,)2\7B (X; 0, 7) (72)
(g

X—lp

pficemZ o a 7 se Ziskaji feSenim (70).
Rozevreni trhliny v bodg z = 0 se vypoCte podle definice

(3 b g a> , (73)
ri

kde Vi, k = 1..6 jsou dvojné singularni intergraly a lze je nalézt v uzavfeném tvaru.

Druhy priklad (Kotoul a UrbiS, 2001) je vénovan ukéazce pouZiti techniky rozloZenych
dislokaci pro pfipad, Ze napéti prenasené ligamentovanou zonou trhliny je nelinearni funkci
rozevreni trhliny. Sou€asng se analyzuje vliv dekoheze rozhrani matrice/Tastice na vyslednou
lomovou houZevnatost kompozitu.

[Uy + iUyl o = —/B(t)dt—

pAAAY F PO,
7 7 7 7 -]
A = AC: (
7 7 7 % X
Iy 0 A A

L ~s

Obr. 8: Model Castice s vysokou pevnosti rozhrani Castice/matrice a schematicka zavislost
sily prenasené tastici na rozevreni trhliny.

Obr. 8 napf. ilustruje pfipad, kdy pevnost rozhrani Castice/matrice je vysoka a nedochazi

k Zadné dekohezi. Plasticka deformace se pak lokalizuje jen v tenké vrstvé leZici v roviné
trhliny a kritické rozevreni trhliny Ac pro pretrZeni této vrstvy je nizké. Na druhou stranu
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nizka pevnost rozhrani by vedla k celkové dekohezi Castice a UCinek pfemosténi trhliny by byl
nevyznamny. NedoSlo by k Zadnému zvySeni lomové houZevnatosti kompozitu. Optimalni
situaci ilustruje obr. 9. Castetna dekoheze rozhrani umozni v§znamné plastické deformace
temer v celém objemu Castice a vznik krcku. Relativng nizka pevnost Castice staci k udrzeni
rovnovahy se zbytkovou vyslednou silou P na rozhrani €astice/matrice. Obrazky 1 a 2 rovngz

kvalitativng ukazuji prtibgh premostujici sily P v zavislosti na rozevieni trhliny a pevnosti
rozhrani.

G,
14444 r P,
7 7 77 KN P
A: Ac
7 Z Z %
Liuiy oA A

m
Obr. 9: Model Tastice s optimalni pevnosti rozhrani Castice/matrice a schematicka zavislost
sily pfenaSené Castici na rozevreni trhliny.

Pro zjednoduSeni matematického modelovani uzavirajicich sil nahradime izolované mtistky
kontinuem s efektivnim normalovym nap&tim o, které ptisobi do specifikované vzdalenosti I,
za Celem trhliny urCené délkou ligamentované zony. Sila prenaSena ligamenty podél trhliny
je obecngé funkci polohy a rozevieni trhliny. Efektivni normalové napéti o lze svazat se
zbytkovou silou P prenasenou jednim plastickym mUstkem nasledujicim postupem: oznatme
pomoci R polomér nedeformovanych Tastic a pomoci | stfedni mezitasticovou vzdalenost.
Pak og = P/12, pFicemZ R/l = (3f/(471'))1/3, kde f je objemovy podil Castic. TakZe

P [3F\%3
go — @ <E) . (74)

Predpokladejme, Ze délka trhliny je znaCtngé vEtsi neZ charakteristicka dimenze mikrostruktury
(stfedni vzdalenost Tastic, velikost Castic, apod.) a neZ délka ligamentované zony a Ze inter-
akce mezi hlavni trhlinou a ligamentovanou zénou neni ovlivnéna hranicemi t€lesa. Podobng
jako v predchazejicim prikladé je moZné prijmout model polonekonetné trhliny zatiZené
v modu | nominalnim (aplikovanym) souginitelem intenzity napsti KN, ktery reprezentuje
zatiZeni v nekonetnu. Ukolem je nalézt lokalni souCinitel intenzity napéti Kloc na Cele liga-
mentované zony trhliny a rozevreni trhliny podél této zény pro zadany aplikovany soucinitel
intenzity napsti KN a sestavit vhodné kritérium stability trhliny.

Y

@ ‘o @

r o)

Ac
O O IQ

Obr. 10: Schéma geometrie trhliny a soufadnicovy systém.

7z & Ca

PTi TeSeni okrajové Glohy se ligamentovana zéna modeluje pomoci neznamé distribuce hra-
novych dislokaci a Gloha se pFevede na hypersingularni integralni rovnici pro neznameé rozevreni
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trhliny zptisobem popsanym v Gasti 3. Ve sledovaném pripadé ma hypersingularni integralni
rovnice tvar

1 1
A(po)dpo , [Alpo)  dpo  _ 2(1-vP) A(p)
T o7 +/1 G ER [V 6 e (T2

(75)
kde p = 2,/x/l, — 1 je transformovana soufadnice bodl ligamentované zony, E je Youngtv

modul pruZnosti kompozitu a v je Poissonovo Cislo. Dale se zamérime na odvozeni zavislosti
a0 (A(p)/R). Sledujme obr. 11; ptivodni sféricka Castice vytvari v pribéhu deformace kréek

¢eees

k=20 k=100
Obr. 11: Tvar deformované Sastice pro rtizné hodnoty parametru rozhrani. x = 0 slabé
rozhrani, k = 2, 20 stfedngé pevné rozhrani a « = 100 pevné rozhrani.

s parabolickym profilem. Ozna€ime-li pomoci r polomér nosného priifezu Castice a pomoci y
vertikalni souradnici priseciku parabolického krcku s nedeformovanou sférickou €asti inkluze,
mUZeme tyto veliGiny svazat vztahem

R () () i

kde parametr x specifikuje KFivost zvoleného parabolického profilu ﬁ' =K (%)2 + §. Z obr.
11 je videt, Ze tento parametr determinuje rozsah dekoheze rozhrani Castice/matrice. Je
tedy v tésném vztahu s pevnosti tohoto rozhrani a lze jej uZivat jako jeden z kompozitnich
parametrt. DalSi rovnice pro stanoveni r,y a rozevreni trhliny A(p) vyplyva z pozadavku

konstantniho objemu bg&hem plastické deformace

() (g ) @

Pro specialni pfipad « = 0 je moZné rovnice (76) a (77) TeSit analyticky.

Uvazujme nyni pro jednoduchost idealni plasticke Castice s mezi kluzu oy. Sila P prenasena
jednou astici je P = nréoq, kde o1 je stfedni osové napéti odhadnuté z Bridgmanova Tesent:

o1 = oy <1+%) In <1+%r>, (78)

kde 1/ (2k) je kFivost krEku vytvorengho na €astici vyjadfena v normalizovanych souradnicich
X/R a y/R, viz vySe. Dosazenim do rovnice (74) obdrZime pro efektivni normalové napgti

o}
2/3
3f /7 r\?2 R Kr
= — + — +— ).
ooy (TE) 7 (2) (14 B (107) )
JestliZe v rovnici (79) vyjadrime r/R jako funkci rozevieni A(p)/R, kterou ziskame FeSenim
rovnic (76) a (77), mtizeme nakonec vyjadFit oo jako funkci A(p)/R. Tyto zavislosti jsou
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uvedeny na obr. 12 v normovaném tvaru oo/ [ay (3fﬁ/4)3/ 2] pro rtizna x. Numericky
vypoctené zavislosti vyborng fituji paraboly typu

SYEET i @
o (%)

2

Ziskané metodou nejmenSich Ttvercl, kde pro x = 0: ¢ = 0,570,d = 1,020,k = 2:¢c =
1,34,d=1,04, k=20:¢c=4,04,d=2,62,ax =100:c=9,22,d = 4,02. Tato proloZeni
nejsou na obr. 12 zobrazena, protoZe v grafické podobg jsou prakticky nerozliSitelna od
numerickych hodnot.

4
+— k=100
—a =20
— K=2
x
B
& 2
£.>~
)
o
0
0 0.2 0.4 0.6

AR
Obr. 12: Zavislost efektivniho normovaného napéti oo/ [ay (3fﬁ/4)3/ 2] na normovaném
rozevieni A/R pro rtizné kFivosti .

Dosadme aproximaci o (A (p) /R) z rov.(80) do rov. (75) a prepiSme ji formalng do tvaru

L 2] o +ea0 (52 = w0, (81)
kde L1, je integralni operator definovany jako
LAl b1 AG [ AW,
Loy {E] (p) —]lé deP "‘/1 +,+27 R do’, (82)
A (p) a ¥ (p)jsou linearni funkce
Alp)=a(p+1), ¥V(p)=eb(p+1)—w, (83)
kde w = @\/Z@ KN a e je parametr definovany vztahem
2/3
2 (1E— 1?) o <3f;/E> |§p, (84)

ktery v Sirokém intervalu typickych hodnot materialovych vlastnosti vyhovuje nerovnosti
e < 1. Pro e <1 je mozZné zavést asymptoticky rozvoj A (p) /R podle ¢

N
% = p;)gp%ép), $p(p) =0prop=1, (89
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P

kde N je dostatecng velké kladné celé Cislo. Dale je vyhodné prepsat rov. (81) do tvaru

2 () S = vy -t [%](p)}z. (86)

Dosazenim rozvoje (85) do rov. (86) a preusporadanim €lent ziskame nasledujici systéem
rekurzivnich linearnich integralnich singularnich rovnic, které vyplynou z porovnani koefi-
cientl u stejnych mocnin parametru e

Ap) &

2,/%

Bley = ——— {2 %1 S Lt [ferim R —34.

{R}(”) 20 () /B A () —r~ Z [ }(p) [ }(p) , p=3,
R

(87

L [ R] 0 = o [ ]@=pr1r a0 R Ly [ E] 0=

s ~cs

Reseni singularnich integralnich rovnic(87) se vyjadri podle treti Casti ve tvaru ¢, (p) =
Fo (p) W (p), kde F, je neznama ohranicena funkce a w (p) je fundamentalni (vahova) funkce
determinovana charakterem odpovidajiciho okrajového probléemu. V daném pripadg je w (p) =
v/I— p. Neznama funkce F, se aproximuje konetnou Fadou

Fo(p) =Y apipl, (88)
j=0

a koeficienty apj se urCi kolokacni metodou. Po vyTfeSeni integralni rovnice (75) vyjadrime
vztah pro lokalni souGinitel intenzity napsti K|°¢ podle standardniho vzorce

K|oc B E . 2\/7_TA(/)) . 89
ML= 12) o1 V2@ = p)(p+3) -

Nakonec sestavime lomova kritéria. Nutnou podminkou pro postup Cela trhliny v matrici je
obvyklgé kritérium LLM, nyni vyjadfené pomoci K|°¢:

K| = K¢, (90)

kde K, ¢ je lomova houZevnatost matrice. Fyzikalni vrchol trhliny se ale nachazi ve vzdalenosti
I, za Telem trhliny v matrici, tj. v mistech, kde do3lo i k pFferuSeni mtstkU a trhlina za timto
bodem neprenese Zadné tahové zatiZeni. Podminka pro postup fyzikalniho vrcholu trhliny
tedy je

A(x=0)=Ac, (91)
kde Ac je kritické rozevreni trhliny, viz. obr. 10. Formalni tvar obou podminek je
. KP‘ lp. ay Ac — -
FI(K'C’R’k’K/’E’V’ va - |_112! (92)

kde F; jsou nelinearni funkce promennych —'— a 1*1 ak= 2ay 5k, E, v, %; a f jsou
parametry.

Kritické rozevreni trhliny Ac je urteno mikromechanismem tvarného poruSeni Castice.
PTi vysokém stupni geometrického stisnéni Castice je mikromechanismus tvarného poruseni
dan procesy nukleace, rtstu a koalescence dutin a citliveé zavisi na viceosem stavu nap-

jatosti. Maximalniho hydrostatického napéti o, je dosaZeno ve stfedu Castice a je priblizng
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dano vztahem om = 01 — 2/30y. Z literatury znamy vztah pro lomovou deformaci ef danou
podminkou koalescence dutin ukazuje, Ze ef ~ exp(—3om/(20y)) . ef tedy klesa s rostoucim
 a stejnou vlastnost vykazuje i Ac . Z uvedeného kratkého rozboru vyplyva, Ze otazka krit-
ického rozevreni trhliny v danych kompozitech predstavuje pomérng komplikovany probléem,
jehoZ FeSeni vyZaduje numerické a experimentalni studie deformované Castice.

Rovnice (90) a (91) TeSime pro neznamé KN/Kc a I,/R, pritemZ TeSeni pro KN/K¢c
oznatime symbolem (KN/Kjc)er. Tato veliGina, kterou nazyvame normovanou efektivni
lomovou houZevnatosti kompozitu, popisuje UCinek distribuce Castic na zlepSeni lomové
houZevnatosti matrice kompozitu. Na zakladg€ rovnic (90) a (91) Ize nyni studovat vliv
rtiznych parametri modelu na (KN/K c)er. Nekteré vysledky jsou ukazany na obr. 13,

ktery demonstruje vliv rtiznych parametrl na zvyseni lomové houZevnatosti kompozitu.
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Obr. 13: Numerické zavislosti efektivni lomové houZevnatosti kompozitu <K,N/K|C> . na
€

normalizované délce premosténé zony 1,/R pro oy/E = 0,001, » = 0, 2 a nékolik hodnot
kompozitnich parametrt k, f, a .

6 Zhodnocent a perspektivy dalStho vyvoje

Cilem prednasky bylo predevsim vyloZit podstatu metody, a proto se dotkla jen rovinnych
problémt lomové mechaniky v pomérng jednoduchych oblastech, viz. obr. 6. Rozsireni
metody na kone€né oblasti s obecnou hranici nepfedstavuje principialni problém - konethou
oblast nejprve doplnime na nekonetnou rovinu a podél k¥ivky, pfedstavujici hranici ptivodniho
rovinného télesa, rozmistime dislokace s dopfedu neznamou hustotou. Pro tyto dislokace
mUZeme pouZivat jiZz odvozena FeSeni pro oblasti na obr. 6. Podél hranicni kFivky tak plisobi
jednak zatiZeni ptivodniho konetného télesa, jednak napéti od dislokaci rozmisténych podél
této k¥ivky a také od dislokaci modelujicich trhlinu uvnit¥ oblasti. ZpTsobem vyloZenym v
druhé €asti nakonec sestavime integralni rovnice pro dislokacni hustoty podél hranicni kFivky
a podél trhliny a ¥eSime soucasng.

Také rozSireni metody na 3-dimenzionalni Glohy nepFedstavuje zasadni probléem. Misto
primé dislokace uZivané ve dvou dimenzich se zavede infinitezimalni dislokatni smytka s
Burgersovym vektorem, ktery v daném misté popisuje rozevreni trhliny. Takova koncepce
tésné souvisi s metodou vlastnich deformaci, ktera se pouZiva v mechanice heterogennich
prostredi. Uloha vede na FeSeni dvourozmgrnych hypersingularnich integralnich rovnic.

Mohlo by se namitnout, Ze v dobg vykonnych pocitatt a pokrotilych systtmt MKP,
které mohou TeSit lomové-mechanické probléemy bez omezeni na sloZitost geometrie télesa,
je pouZivani metody spojité rozloZenych dislokaci diskutabilni. Je vSak tfeba uvaZit, Ze
Zivotnost VEtSiny realnych konstrukci s trhlinami je omezena Gnavou materialu, ktera je
siln€ ovlivnéna koncentratory napéti. PFi iniciaci relativng kratké trhliny v blizkosti defektu-
koncentratoru napgti je okolni pole napéti temé&F vylucng zavislé na tomto defektu a na
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charakteru vzdaleného vngjSiho zatiZeni a vliv ostatnich okrajt t€lesa je nepodstatny. TotéZz
plati i po velkou Gast Zivotnosti konstrukce, kdy trhlina zUstava dostatecng kratka. ProtoZe
pFi Gnavovém rGstu trhliny je rychlost jejiho Sifeni Gmérna typicky Stvrté mocning soutinitele
intenzity napéti, je jeho presna znalost nezbytna pro spolehlivou predikci Zivotnosti. Strmé
gradienty napéti v okoli defektu, ve kterém trhlina roste, vyZaduji znatné zjemnéni sit€ pro
dosaZeni dostatecné presnosti vypoctu souCinitele intenzity napéti. Pro spolehlivou analyzu je
zapotrebi také sledovat vyvoj tvaru trhliny béhem rlstu. K tomu je vSak zapotfebi prib&zng
provadét vypocet soucinitele intenzity podél celeho Cela trhliny. Je zFejmé, Ze vypoCetni €as
pak extremng rychle roste. V porovnani s tim je metoda rozloZenych dislokaci mnohem vice
efektivni, protoZe blizké okrajové podminky jsou automaticky splngny.

Také v oblasti modelovani mikromechanismt porusSovani v heterogennich materialech,
jedna se predeviim o premosténi lict trhliny materialem druhé faze a interakce trhliny s
lokalnimi nehomogenitami, ma uvedena metoda znacné prednosti.

Zavérem je trfeba uvést, Ze z hlediska dal3iho vyvoje se jevi jako velmi atraktivni hybridni
pristup, zaloZeny na kombinaci metody konetnych prvkli a metody rozloZenych dislokaci a
to ve dvou smérech:

i) pomoci MKP propocitat stav napéti pro libovolnou geometrii télesa a posléze na zakladg
Buecknerova principu FeSit dislokatni technikou trhlinu, byt v druhé fazi vypo€tu nebudou
vSechny okraje konstrukcniho dilu zahrnuty,

i) na makrodrovni TeSit probléem t€lesa s trhlinou pomoci MKP a pouZit vypoCteny
soucinitel intenzity napéti jako zat&Zujici parametr ve druhé €asti Glohy- na mikroGrovni, kde
se modeluji vlastni disipacni mechanismy jako je napf. premosténi trhliny v kompozitech,
pfi vyuZiti metody rozloZenych dislokaci. PFitom je tfeba ovéfovat, Ze oblast dominance
singularniho pole na makrodrovni obklopuje oblast modelovanych mikromechanismt.

Druhy smér hybridniho pFistupu reprezentuje aplikaci tzv. vicelroviiového modelovani
v oblasti mechaniky materiall, které se v posledni dobg zatalo intenzivng rozvijet.
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8 Podékovani

Vysledky prezentované v této prednasce byly dosaZeny p¥i FeSeni grantovych projektt GACR
(101/99/0829) a VVZ €. 1 FSI VUT.

9 English summary

The Distributed Dislocation Technique in Fracture Mechanics of Brittle
Heterogeneous Solids

The lecture is concerned with the numerical solution of crack problems. The distributed
dislocation technique is particularly appropriate when cracks are relatively short, and growing
in the neigbourhood of some stress raising feature, causing a relatively steep stress gradient.
It is therefore practicable to represent the geometry in an idealized way so that a precise
solution may be obtained. This contrasts with, say, the finite element method in which the
geometry is modelled exactly, but the subsequent solution is approximate and computation-
ally more taxing.

The basic idea is to use the superposition of the stress field present in the unflawed
body, together with an unknown distribution of “’strain nuclei”” (dislocations in the present
interpretation), chosen so that the crack faces become traction-free. The solution used for
the stress field for the nucleus is chosen so that other boundary conditions are satisfied. The
technique is therefore efficient, and may be used to model the evolution of a developing crack
in two or three dimensions. The technique is also very efficient in the analysis of bridged
crack problems in composite materials and thus helps in understanding of mechanisms which
increase the composite fracture toughness.

The application of the technique is illustrated on the analysis of the crack stability in
brittle matrix composites reinforced by dispersion of ductile particles. Two examples are
chosen:

(i) study of combined influence of crack bridging and microcracking aiming to evaluate
the resulting toughening effect and to reveal a possible synergism of both mechanisms,

(i) analysis of the impact of particle/matrix interface debonding on the bridging stress
which turns to be a nonlinear function of crack opening displacement.

The first example illustrates the method’s efficiency in the treatment of interaction effects.
The second example demonstrates the application of the theory of strongly singular integral
equations.
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