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1 Úvod

Základńım úkolem lomové mechaniky je popsat podmı́nky stability a š́ı̌reńı trhlin. Poznáńı
zákonitost́ı chováńı trhlin poskytuje nejen podklady pro zajǐstěńı bezpečného a spolehlivého

provozu těles a konstrukćı s trhlinami, s jejichž existenćı je třeba v technické praxi objektivně

poč́ıtat, ale zároveň také přisṕıvá k vývoji nových materiál̊u.

Je známo, že trhlina představuje velmi účinný koncentrátor napět́ı. Je-li popisována v

rámci mechaniky kontinua jako zářez nulové tloušt’ky, paťŕı do tř́ıdy tzv. singulárńıch okra-
jových úloh, tj. úloh se singulárńımi body. Existence těchto bod̊u obvykle souviśı s některou

idealizaćı výchoźıho fyzikálńıho problému (lineárńı model materiálu, malé deformace, nespo-

jitost okrajových podḿınek ap.) V singulárńım bodě diverguje řešeńı (resp. jeho derivace

od jistého řádu) k nekonečnu.

Samotný lomový proces je neobyčejně složitý jev, který prob́ıhá v malé oblasti před čelem

trhliny, v tzv. procesńı zóně podrobené vysokým gradient̊um napět́ı. V procesńı zóně docháźı
k mikroseparaćım materiálu za účasti koncentrace poruch účastńıćıch se předchoźı nepružné

deformace, což ve svém d̊usledku znemožňuje použit́ı mechaniky kontinua uvniťr procesńı
zóny. Zdánlivým paradoxem je pak skutečnost, že za jistých předpoklad̊u lze hodnotit sta-

bilitu a kinetiku trhlin v rámci mechaniky kontinua pomoćı jediného parametru. Zmı́něné

předpoklady vymezuj́ı platnost koncepce lomové mechaniky.

Procesńı zóna neńı zdaleka jedinou oblast́ı disipace energie při r̊ustu trhliny. Existuj́ı daľśı
disipativńı oblasti (které již lze popisovat v rámci mechaniky kontinua)- např. v kovových

materiálech je to plastická zóna obklopuj́ıćı procesńı zónu, ve zpevněných keramikách zóna,

ve které prob́ıhá fázová transformace vynucená p̊usob́ıćım napět́ım nebo v kompozitech

část okoĺı ĺıc̊u trhliny, které jsou přemostěny vlákny či částicemi druhé fáze a kde je en-

ergie disipována v procesech porušováńı těchto můstk̊u a v třećıch procesech při vytahováńı
vláken nebo částic z okolńı matrice. Platnost lomové mechaniky vyžaduje splněńı principu

tzv. autonomie procesńı zóny. Jde o to, že kritický stav procesńı zóny, který rozhoduje

o pokračováńı lomového procesu, muśı být závislý pouze na lokálńıch podḿınkách v okoĺı
procesńı zóny. Jinými slovy, lomový proces na čele trhliny v tělesech s r̊uznou geometríı okra-

jových podmı́nek, ale zhotovených ze stejného materiálu a při shodných ostatńıch vněǰśıch
podḿınkách -teploty, rychlosti deformace ap., bude prob́ıhat stejným zp̊usobem, budou-li

lokálńı pole napět́ı a deformace vně procesńı zóny stejná. Jestliže princip autonomie plat́ı i

pro plastickou zónu obklopuj́ıćı procesńı zónu, tedy pro celou disipativńı oblast na čele trhliny,

mluv́ıme o podmı́nkách malé plastické zóny (small scale yielding). Velikost a tvar plastické

zóny je pak závislý na lokálńım elastickém poli v okoĺı čela trhliny, které lze matematicky

popsat pomoćı Williamsova (1957) asymptotického rozvoje

ij (r, )
k

r
fij ( ) +

n=0

Anr
n
2 g

(n)
ij ( ) , r 0 (1)

kde r, jsou polárńı souřadnice s počátkem ve vrcholu trhliny, ij jsou složky tenzoru napět́ı,
k, An jsou konstanty a fij, gij jsou bezrozměrné funkce polárńı souřadnice . Výsadńı
postaveńı v asymptotickém rozvoji (1) má vedoućı singulárńı člen. Necht’ je zvolené malé

č́ıslo. Oblast v okoĺı čela trhliny r rS, kde
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se nazývá oblast́ı dominance singulárńıho členu. Zjevně velikost této oblasti (při pevném

) záviśı na tom, zdali prvńı konstatńı člen nekonečné sumy v rovnici (1) (koeficient A0)

bude nulový nebo r̊uzný od nuly. V každém př́ıpadě je však velikost oblasti dominance sin-

gulárńıho členu smluvńı veličinou. V praxi zpravidla požadujeme, aby odchylka celkového
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napět́ı a napět́ı od singulárńıho členu nepřevyšovala jednotky procent. V oblasti r rS je

elastické pole charakterizováno jediným parametrem k (plat́ı pro jednoduchý mód zatěžováńı,
při kombinovaném zatěžováńı jsou zapoťreb́ı parametry 3, viz dále), který se muśı stanovit na

základě řešeńı úlohy pružnosti pro konkrétńı zat́ıžené těleso s trhlinou. Až na faktor 2 je

parametr k shodný s tzv. součinitelem intenzity napět́ı K, který je jednou z nejd̊uležitěǰśıch
a v současné době i nejpouž́ıvaněǰśıch mechanických veličin popisuj́ıćıch stav napjatosti v

tělese s trhlinou. Jde o parametr, který zahrnuje jak velikost a zp̊usob vněǰśıho zat́ıžeńı,
tak i základńı kvalitativńı a kvantitativńı charakteristiky geometrie tělesa s trhlinou. V

izotropńıch tělesech je možné singulárńı pole rozložit na ťri vzájemně nezávislé složky podle

charakteru rozevřeńı trhliny, které vyvolávaj́ı. Rozev́ıráńı trhliny je ř́ızeno velikost́ı rozho-

duj́ıćı složky tenzoru napět́ı před čelem trhliny (tj. pro = 0). Těmito složkami jsou yy (pro

tzv. otev́ıraćı mód I), xy (pro rovinný smykový mód II) a yz (pro antirovinný smykový

mód III). Pomoćı uvedených složek tenzoru napět́ı jsou pro tři základńı módy porušováńı
definovány součinitele intenzity napět́ı vztahy

KI = lim
r 0

2 r yy (r, 0) , (3)

KII = lim
r 0

2 r xy (r, 0) ,

KIII = lim
r 0

2 r yz (r, 0) .

Singulárńı složky napět́ı odpov́ıdaj́ıćı jednotlivým mód̊um rozevřeńı trhliny pak jsou
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a pro kombinovaný zp̊usob namáhańı plyne z principu superpozice

(vysl)
ij =

(I)
ij +

(II)
ij +

(III)
ij . (5)

Významný př́ıpad nastává, když velikost plastické zóny je značně menš́ı než oblast dom-

inance singulárńıho členu v rozvoji (1). Zřejmě potom je kritický stav procesńı a plastické

zóny jednoznačně určen kritickou hodnotou součinitele intenzity napět́ı KC (přesněji, krit-

ickou hodnotou některé funkce f (KI , KII , KIII) ). Tato hodnota je materiálovou konstan-

tou nezávislou na geometrii a zat́ıžeńı tělesa. Hodnoceńı stability a kinetiky trhlin pomoćı
součinitele intenzity napět́ı tvoř́ı základ jednoparametrové lineárńı lomové mechaniky. V

řadě př́ıpad̊u je však koeficient A0 nenulový (s výjimkou módu II, kdy je A0 identicky rovno

nule) a pro hodnoceńı kritického stavu disipativńı oblasti na čele trhliny je nutné použ́ıt
2 parametry - součinitel intenzity napět́ı K a koeficient A0. Taková koncepce tvoř́ı základ

dvouparametrové lineárńı lomové mechaniky.

Existuje řada vynikaj́ıćıch monografíı a učebnic usiluj́ıćıch o souhrnný výklad lomové

mechaniky, které vznikaly souběžně s vývojem lomové mechaniky od počátku šedesátých let

minulého stolet́ı. Mezi nejvýznamněǰśı patř́ı práce následuj́ıćıch autor̊u uvedené v chrono-

logickém pořad́ı: Yokobori (1965), sedmisvazkové d́ılo editované Liebowitzem (1968-1972),

Hahn (1976), Čerepanov (1979), Knott (1979), Broek (1982), Hellan (1984), Kanninen a

Popelar (1985), Freund (1990), Lawn (1993), Anderson (1995) a Broberg (1999). Ćılem

mé přednášky je pojednat jen o malém úseku lineárńı lomové mechaniky, který se týká

speciálńıch výpočetńıch technik vhodných pro řešeńı problémů relativně krátkých trhlin,

které se š́ı̌ŕı v bĺızkosti rozličných koncentrátor̊u napět́ı. Tyto koncentrátory, kterými mohou

být daľśı trhliny, otvory, či materiálové nehomogenity, vyvolávaj́ı strmé gradienty napět́ı. Je

proto praktické idealizovat geometrii problému do tvaru, pro který můžeme źıskat přesné

řešeńı. Takový postup kontrastuje např. s metodou konečných prvk̊u, kde se snaž́ıme mod-

elovat geometrii přesně, ale následuj́ıćı řešeńı źıskáváme aproximativně při nesrovnatelně
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vyšš́ıch výpočetńıch nákladech. Technika řešeńı je známa pod názvem metoda spojitě ro-

zložených dislokaćı a vycháźı z pionýrských praćı Eshelbyho (1957), které později rozvinuli

ve svých pracech Erdogan, Keer, Mura a mnoho daľśıch.

2 Metoda spojitě rozložených dislokaćı pro popis trhliny

Základńı idea metody spoč́ıvá ve využit́ı superpozice napět’ového pole v tělese bez trhliny a

pole, které generuje předem neznámé rozložeńı ”nosič̊u soustředěné deformace”, při splněńı
podḿınky, že ĺıce trhliny budou volné povrchy. Řešeńı pro pole napět́ı vyvolané nosičem

sousťreděné deformace muśı automaticky splňovat všechny ostatńı okrajové podmı́nky. Metoda

je vhodná pro modelováńı trhlin jak v rovinných úlohách tak v úlohách prostorových. Nosičem

sousťreděné deformace je dislokace, která bude podrobněji popsána dále.

Všimneme si nejprve principu superpozice z hlediska stanoveńı součinitele intenzity napět́ı.
Bueckner (1958) ukázal, že součinitel intenzity napět́ı KI pro trhlinu v tělese, které je po-

drobeno vněǰśımu zat́ıžeńı, je stejný jako součinitel intenzity napět́ı KI vypočtený pro př́ıpad

identického tělesa s trhlinou, které je zat́ıžené pouze na ĺıćıch trhliny vniťrńım tlakem o ve-

likosti normálového napět́ı, jaké vzniká v zat́ıženém neporušeném tělese na ploše totožné s

polohou ĺıc̊u trhliny v porušeném tělese. Analogická tvrzeńı plat́ı pro součinitele intenzity

napět́ı v módech II a III a souborně se označuj́ı jako Bueckner̊uv princip.

Bueckner̊uv princip je ilustrován na obr. 1. Problém, který se má řešit, je zobrazen na

obr. 1(a). Těleso obecného tvaru je podrobeno objemovým a povrchovým silám a obsahuje

trhlinu AB. Nejprve se stanov́ı pole napět́ı pro těleso bez trhliny, viz. obr. 1(b) a urč́ı se

složky vektoru napět́ı P (x) a Q (x) . Posléze se řeš́ı problém na obr. 1(c), kde je znázorněno

totéž těleso podrobené zat́ıžeńı P (x) , Q (x) podél ĺıc̊u trhliny. Součet obou řešeńı dává

řešeńı p̊uvodńıho problému na obr. 1(a) a tud́ıž součinitel intenzity napět́ı spojený s řešeńım
úlohy 1(c) je současně součinitelem intenzity napět́ı pro p̊uvodńı problém 1(a).

Obr. 1: Ilustrace Buecknerova principu superpozice.

Princip metody spojitě rozložených dislokaćı je nejjednodušš́ı objasnit na rovinném problé-

mu pr̊uchoźı trhliny rozev́ırané tahovým polem napět́ı yy (x), viz obr. 2(a). Z Buecknerova

principu plyne, že řešeńı tohoto problému lze źıskat superpozićı úloh na obr. 2(b) a 2(c), tedy

superpozićı napět́ı v neporušené rovině, obr. 2(b), a tzv. korekčńıch napět́ı, viz obr. 2(c),

které vznikaj́ı v d̊usledku aplikace opačně orientovaných napět́ı (vzhledem k těm, které p̊usob́ı
ve stejných mı́stech v úloze 2(b)) podél ĺıc̊u trhliny. Postup pro stanoveńı korekčńıch napět́ı
znázorňuje obr. 2(c): v mı́stech trhliny vedeme tenký zářez; obě strany zářezu oddáĺıme

vložeńım nadbytečného materiálu. Vnitřek reálné trhliny je pochopitelně prázdný, vložený

materiál je pouze matematický nástroj, který slouž́ı k stanoveńı korekčńıch napět́ı a současně

simuluje rozevřeńı reálné trhliny. Představme si vložený materiál jako kombinaci nekonečně

tenkých vrstev-nosič̊u sousťreděné deformace. Prvńı vrstva zač́ıná v jednom vrcholu trhliny
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a pokračuje až do nekonečna nebo k vzdálenému okraji, viz. obr. 3(a); obr. 3(b) zobrazuje

v́ıce vložených vrstev; následným vyj́ımáńım vrstev ve vhodných mı́stech dostaneme konfig-

uraci zobrazenou na obr. 3(c) resp. na obr. 3(d). Každá vrstva vloženého materiálu generuje

určité napět́ı. Matematické řešeńı pro toto napět́ı, které vyhovuje okrajovým podmı́nkám

výchoźı úlohy, můžeme použ́ıt jako Greenovu funkci (fundamentálńı řešeńı) pro výchoźı úlohu

- napět’ové pole vyvolané všemi vrstvami źıskáme jednoduše součtem nebo integraćı řešeńı
pro jednotlivé vrstvy.

Obr. 2: Aplikace Buecknerova principu pro rovinný problém pr̊uchoźı trhliny v nekonečném

prostřed́ı: (a) výchoźı problém, (b) napět́ı v prostřed́ı bez trhliny, (c) separace ĺıc̊u trhliny

vložeńım nadbytečného materiálu.

Obr. 3: Ilustrace vloženého materiálu mezi ĺıce trhliny pomoćı vkládáńı a vyj́ımáńı tenkých

vrstev.

Vrstva vloženého materiálu je vlastně analogíı dobře známé hranové dislokace z fyziky

pevných látek. I když vrstva vloženého materiálu se v řadě rys̊u shoduje s hranovou dislokaćı
vznikaj́ıćı jako defekt krystalové mř́ıže (např. vložeńı nadbytečné vrstvy atomů do ideálńı
krystalové struktury), fyzikálně žádné mř́ıžkové poruchy nevznikaj́ı - jedná se jen a pouze

jen o matematický nástroj, který umožňuje zavést self-konzistentńı stav napět́ı v tělese (tj.

odpov́ıdaj́ıćı vložené soustředěné deformaci a okrajovým podmı́nkám).

Jednou z výhod uvedené techniky je možnost explicitně určit stav napět́ı zp̊usobeného

dislokaćı pro celou řadu geometrických uspořádáńı: v nekonečné rovině, v polorovině a pásu,

v bĺızkosti kruhové inkluze ap. a také rozmı́stit libovolný počet dislokaćı uvniťr oblasti při

současném splněńı všech okrajových podḿınek. Úloha se pak redukuje na výpočet takového

rozložeńı dislokaćı, které generuje podél ĺıc̊u trhliny napět́ı co do velikosti stejná, ale opačně

orientovaná než ta, která vznikaj́ı v d̊usledku vněǰśıho zat́ıžeńı.
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Obr. 3 ukazuje, že nekonečně tenká vrstva materiálu-hranová dislokace vnáš́ı do tělesa rel-

ativńı posuv mezi body, které bezprostředně soused́ı s vrstvou, přičemž tento posuv je podél

vrstvy konstantńı. Podobně jako u hranové dislokace v krystalové mř́ıži se tento relativńı
posuv nazývá Burgersovým vektorem. Podstatné je, že stav napět́ı vyvolaný př́ıtomnost́ı
dislokace zaviśı pouze na Burgersově vektoru b a nezáviśı na orientaci zářezu, do kterého je

vložen (resp. vyjmut) materiál. Obr. 4 znázorňuje dva zp̊usoby vytvořeńı hranové dislokace

s Burgersovým vektorem s nenulovou složkou bx. V prvém př́ıpadě provedeme řez podél osy

y, vlož́ıme tenkou vrstvu materiálu o tloušt’ce bx a spoj́ıme s okoĺım. Ve druhém př́ıpadě

provedeme řez podél osy x, posuneme materiál nad řezem o bx ve směru osy x a opět materiál

spoj́ıme podél osy x. V obou př́ıpadech vzniká stejný stav napjatosti. Obr. 4 také ilustruje

znaménkovou konvenci pro volbu znaménka bx. Pozorovatel, který se pohybuje podél řezu ve

směru od jádra dislokace, rozlǐsuje kladnou (+) stranu po pravé ruce a zápornou (-) po levé

ruce. Pohybuje-li se po křivce obklopuj́ıćı jádro ve směru od záporné strany řezu ke kladné

straně, pozoruje po ukončeńı oběhu nespojitost posunut́ı ve směru x, u (+) u ( ) = bx.
Pole napět́ı a posunut́ı pro nekonečné prostřed́ı s dislokaćı se výhodně sestrojuje pomoćı

Airyho funkce napět́ı U . Uvedeme pouze složky tenzoru napět́ı p̊usob́ıćı v bodě (x, y), jestliže

dislokace je uḿıstěna v počátku a jej́ı Burgers̊uv vektor má obě složky nenulové b (bx, by):

xx =
2G

( + 1)
bx

y

r4
3x2 + y2 + by

x

r4
x2 y2 ,

yy =
2G

( + 1)
bx

y

r4
x2 y2 + by

x

r4
x2 + 3y2 ,

xy =
2G

( + 1)
bx

y

r4
x2 y2 + by

x

r4
x2 y2 , (6)

kde G je modul pružnosti ve smyku, = 4 3 pro rovinnou deformaci ( = 1+
1 pro

rovinnou napjatost), je Poissonova konstanta.

Obr. 4: Vytvořeńı hranové dislokace (a) pomoćı vložené vrstvy materiálu, (b) smykovým

posunut́ım.

Poznámka. Při řešeńı rovinných úloh se často použ́ıvá analýza komplexńı proměnné.

Airyho funkci napět́ı U = U(x, y) lze totiž vyjádřit pomoćı dvou holomorfńıch funkćı a

komplexńı proměnné z = x + iy

U(x, y) = Re z̄ (z) +
z

z0
(z )dz , (7)

kde a jsou tzv. Muschelǐsviliho (1953a) komplexńı potenciály. Složky tenzoru napět́ı
a vektoru posunut́ı lze vyjádřit pomoćı Muschelǐsviliho (1953a) rovnic (8)—(10) prostřednictv́ım
Muschelǐsviliho komplexńıch potenciál̊u

xx + yy = 4 Re (z) , (8)

     9



yy xx + 2i xy = 2 z (z) + (z) , (9)

2G(ux + iuy) = (z) z (z) (z) , (10)

kde symbolem a se rozumı́ prvńı a druhá derivace funkce podle z a , z ap. označuje

operaci komplexńıho sdružeńı. Pro vektor výsledné śıly FV = (F V
x , F V

y ) (v komplexńım

popisu se zapisuje jako F V = F V
x + iF V

y ), která p̊usob́ı na oblouku L s koncovými body A
a B a s vektorem jednotkové normály n = nx + iny, plat́ı

F V
x + iF V

y =
L

[( xxnx + yxny) + i ( xynx + yyny)] dt = i + z +
B

A
, (11)

V př́ıpadě dislokace se Muschelǐsviliho komplexńı potenciály a hledaj́ı ve tvaru

= A ln z, = B ln z, (12)

kde komplexńı konstanty A = A1 + iA2 a B = B1 + iB2 se źıskaj́ı pomoćı rovnic (8)- (11)

z podmı́nek: i) výsledná śıla F V přenášená podél uzavřené křivky, která obklopuje jádro

dislokace, je rovna nule

F V
x + iF V

y = 0, (13)

ii) výsledný vektor posunut́ı podél téže křivky muśı být roven Burgersovu vektoru b = bx+iby

2G [ux + iuy] = (z) z (z) (z) = 2Gb, (14)

iii) pro bod jdoućı k nekonečnu muśı složky tenzoru napět́ı konvergovat k nule. Hranaté

závorky v rovnićıch (13) a (14) označuj́ı změnu veličiny uvnitř závorek podél libovolné smyčky

obklopuj́ıćı jádro dislokace.

Obr. 5(a) znázorňuje rovinný model trhliny vytvořené pomoćı distribuce dislokaćı v

intervalu a < x < a. Jedná se obdobu obr. 3. Abychom odvodili výraz pro napět́ı dis
ij

generované těmito dislokacemi, sledujme nejprve nekonečně krátký úsek trhliny mezi body

a + , viz obr. 5(b).

Obr. 5: Model trhliny pomoćı distribuce dislokaćı: (a) řada dislokaćı, (b) dislokace na

nekonečně malém intervalu, (c) dislokačńı hustota, (d) rozevřeńı trhliny.

Je výhodné uvažovat spojité rozděleńı dislokaćı na tomto intervalu jako jedinou izolovanou

dislokaci s nekonečně malým Burgersovým vektorem by By ( ) , kde By ( ) je dislokačńı
hustota v bodě , viz obr. 5(c). Napět́ı vyvolané jedinou dislokaćı 1dis

ij je dáno rovnicemi

(6). Speciálně, normálové napět́ı vznikaj́ıćı podél intervalu a < x < a od dislokace s

Burgersovým vektorem by situované v mı́stě obdrž́ıme z rovnice (6)2, polož́ıme-li bx = 0,
y = 0 a nahrad́ıme-li proměnnou x výrazem x .
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Napět́ı dis
yy (x, 0) generované spojitým rozděleńım dislokaćı v intervalu a < x < a

źıskáme superpozićı

dis
yy (x, 0) =

2G

( + 1)

a

a

By ( )

x
d , (15)

kde dislokačńı hustota By ( ) je

By ( ) =
dby ( )

d
. (16)

Poznamenejme, že dis
xy (x, 0) je identicky rovno nule. Je zřejmé, že muśı existovat těsný vztah

mezi velikost́ı mezery mezi ĺıcemi trhliny (rozevřeńı trhliny) (x) a dislokačńı hustotou v

daném bodě. Pro nalezeńı tohoto vztahu sledujme obr. 5(d). V krajńım bodě trhliny je

( a) identicky rovno nule. Vkládáńı dislokaćı se záporným Burgersovým vektorem by

podél x > a zvěťsuje rozevřeńı trhliny, takže

(x) =

x

a

By ( ) d , (17)

nebo

By (x) =
d (x)

dx
. (18)

Vzhledem k tomu, že podle lineárńı lomové mechaniky se rozevřeńı trhliny bĺızko jej́ıch
vrchol̊u měńı parabolicky - např. pro otev́ıraćı mód I plat́ı

(x) = uy (r, = ) uy (r, = ) =
+ 1

G
KI

r

2
=

+ 1

G
KI

a |x|
2

, (19)

vykazuje dislokačńı hustota ve vrcholech trhliny singulárńı chováńı typu By 1/ a |x|.
Uvažujme nyńı, že nekonečné prostřed́ı s trhlinou je v nekonečnu zat́ıženo tahovým

napět́ım yy (x). Z Buecknerova principu v́ıme, že pro výsledné normálové a smykové napět́ı
N (x) a S (x) p̊usob́ıćı v mı́stě trhliny můžeme psát

N (x) yy (x, 0) = yy (x, 0) + dis
yy (x, 0) = 0, |x| < a, (20)

S (x) xy (x, 0) = xy (x, 0) + dis
xy (x, 0) 0, |x| < a. (21)

Z podmı́nky (20) tak nakonec dostáváme

+ 1

2G yy (x) =
1

a

a

By ( )

x
d , (22)

což je integrálńı singulárńı rovnice prvńıho druhu s Cauchyho jádrem pro neznámou dis-

lokačńı hustotu By ( ), přičemž integrál v této rovnici je nutné brát ve smyslu hlavńı hodnoty.

Z matematických d̊uvod̊u je výhodné normalizovat rovnici na interval 1, 1 . Pro obecný

př́ıpad intervalu a, b se toho dosáhne pomoćı substitućı

2 = (b a) s + (b + a) , (23)

2x = (b a) t + (b + a) .

Rovnice (22) pak nabude tvar

F (t) =
1

1

1

By (s)

t s
ds, |t| < 1, (24)
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kde

F (t) =
+ 1

2G yy (t) .

Pravá strana rovnice (24) je Hilbertova transformace funkce By (s). Řešeńı této integrálńı
rovnice je možné odvodit na základě Muschelǐsviliho teorie (Muschelǐsvili 1953b). Zde pouze

připomenene, že na základě rovnic (18) a (19) muśı By (s) vykazovat v okoĺı konc̊u intervalu

chováńı By (s) 1/ 1 ± s, kde s je vzdálenost od konc̊u intervalu. To umožňuje hledat

By (s) ve tvaru součinu fundamentálńıho řešeńı w (s) a neznámé ohraničené funkce y (s):

By (s) = w (s) (s) , w (s) =
1

1 s2
. (25)

Řešeńı rovnice (24) je potom dáno ve tvaru

By (t) =
w (t)

1

1

F (s)

w (s) (t s)
ds + Cw (t) , (26)

kde C je libovolná konstanta, která se urč́ı z podmı́nky ( a) = (a) = 0 a rovnice (17)

-tzv. podmı́nka konzistence

a

a

By ( ) d =

1

1

By (s) ds = 0. (27)

Součinitel intenzity napět́ı KI lze nyńı stanovit s pomoćı rovnic (18) a (19), ze kterých

předevš́ım vyplývá vztah
d (r)

dr
=

+ 1

2G
KI

1

2 r
. (28)

Limitńım přechodem r 0 źıskáme pro součinitel intenzity napět́ı na konćıch trhliny ±1

vzorec

KI (±1) = lim
r 0

2G 2 r

+ 1

d (r)

dr
= ± lim

t ±1

2G 2 a (1 t)

+ 1
By (t) =

= ± lim
t ±1

2G 2 a (1 t)

+ 1

y (t)

1 t2
= ± a

2G

+ 1
y (±1) . (29)

V př́ıpadě složitěǰśıch oblast́ı již neobdrž́ıme jednoduchou integrálńı rovnici typu (24).

Nemůžeme totiž použ́ıt jednoduché vztahy pro složky napět́ı podle (6), které byly odvozeny

pro dislokaci v nekonečném prosťred́ı. Nav́ıc, trhliny v řadě kompozitńıch materiál̊u bývaj́ı
přemostěny zpevňuj́ıćımi vlákny nebo částicemi a ĺıce trhliny už nemůžeme pokládat za

volné povrchy. Je-li možné účinek těchto diskrétńıch můstk̊u nahradit jistým efektivńım
normálovým N (x) a smykovým napět́ım S (x) p̊usob́ıćım podél ĺıc̊u trhliny, jsme nakonec

postaveni před řešeńı soustavy integrálńıch singulárńıch rovnic

N (t) =
+ 1

2G
yy (t) +

1
1

1

By (s)

t s
ds +

1

1

[Kyx (t; s) Bx (s) + Kyy (t; s) By (s)] ds,

S (t) =
+ 1

2G
xy (t) +

1
1

1

Bx (s)

t s
ds +

1

1

[Kxx (t; s) Bx (s) + Kxy (t; s) By (s)] ds,(30)

kde Kij (t; s) jsou regulárńı jádra a yy (t), xy (t) označuj́ı napět́ı, která p̊usob́ı v dané oblasti

neobsahuj́ıćı trhlinu v mı́stech, kde chceme trhlinu zavést. Konkrétńı tvar regulárńıch jader

vyplývá z řešeńı pro napět́ı v okoĺı dislokace libovolně umı́stěné ve vyšeťrované nezat́ıžené

oblasti. Obr. 6 uvád́ı některé typické oblasti, pro které jsou tato řešeńı známa.
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Obr. 6: Známá řešeńı pro napět́ı v okoĺı hranové dislokace.

3 Metody řešeńı singulárńıch integrálńıch rovnic s Cauchyho

jádrem

Pravděpodobně nejv́ıce rozš́ı̌renou metodou numerického řešeńı je Gauss-Čebyševova kvadra-

tura vypracovaná v praćıch Erdogana a Gupty (1972) a Erdogana, Gupty a Cooka (1973).

Nejprve uved’me, že neznámá dislokačńı hustota nemuśı být vždy singulárńı na obou

konćıch intervalu. Jako př́ıklad lze uvést okrajovou trhlinu, kde dislokačńı hustota je sin-

gulárńı pouze na konci intervalu, který odpov́ıdá vrcholu trhliny. V mı́stě úst́ı trhliny na

okraji tělesa je dislokačńı hustota ohraničenou funkćı. Podle charakteru chováńı dislokačńı
hustoty na konćıch integračńıho intervalu je nutné volit typ váhové funkce w (s). Tabulka 2

shrnuje základńı typy váhové funkce a současně uvád́ı výběr integračńıch bod̊u a tzv. uzl̊u

kolokace. Pro každý př́ıpad pak hledáme dislokačńı hustotu ve tvaru B (s) = w (s) (s),

kde (s) je ohraničená funkce. Uzly kolokace souviśı s kolokačńı metodou pro řešeńı rovnic

Au = f v oblasti , kde A je lineárńı diferenciálńı nebo integrálńı operátor. Kolokačńı
metoda spoč́ıvá v tom, že přibližné řešeńı hledáme ve tvaru

uN (P ) =
N

j=1

aj j (P ) , (31)

kde j, j = 1..N jsou pro libovolné N lineárně nezávislé a splňuj́ı na hranici oblasti všechny

okrajové podmı́nky. Abychom určili koeficienty aj, zadáme v N bod̊u P1N , P2N ,.....,PNN ,
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které se nazývaj́ı uzly kolokace a žádáme, aby rovnice Au = f byla po záměně uN za u v

daných bodech splněna. Pro koeficienty dostaneme systém

N

j=1

ajA j (PkN) = f (PkN) , k = 1, 2...N. (32)

Při aplikaci Gauss-Čebyševovy numerické kvadratury k rovnici (24) obdrž́ıme systém

N n algebraických rovnic tvaru

F (tk) =

N

i=1

Wi
(si)

tk si
, k = 1...N n, (33)

kde n záviśı na kombinaci předpokládaného chováńı dislokačńı hustoty v koncových bodech

a je uvedeno v tabulce 2; Wi jsou váhové funkce a pro př́ıslušnou kvadraturńı formuli jsou

rovněž uvedeny v tabulce 2. si jsou integračńı body a tk jsou body kolokace. Při řešeńı
praktických problémů zpravidla vystač́ıme s N 30.

1/2 \ + 1/2 singulárńı ohraničená

singulárńı I II

ohraničená III IV

Tabulka 1: Čtyři typy chováńı dislokačńı hustoty v koncových bodech.

Typ w (s) si tk n Wi

I 1 s2 1/2
cos 2i 1

2N cos k
N 1 1

N

II (1 s)1/2 (1 + s) 1/2 cos 2i
2N+1 cos 2k 1

2N+1 0
2(1 si)
2N+1

III (1 s) 1/2 (1 + s)1/2 cos 2i 1
2N+1 cos 2k

2N+1 0
2(1+si)
2N+1

IV 1 s2 1/2
cos i

2N+1 cos 2k 1
2(N+1) 1

(1 s2
i )

N+1

Tabulka 2: Gauss-Čebyševovy kvadraturńı formule pro Cauchyho jádra integrálńı rovnice.

Metoda Gauss-Čebyševovy kvadratury má řadu modifikaćı; nebudou zde však uváděny

a bude upřednostěn popis poněkud odlǐsné metody, která nacháźı velké uplatněńı při řešeńı
problémů přemostěných trhlin v kompozitńıch materiálech. Základńı rozd́ıl je dán t́ım, že

hledanou funkćı je př́ımo rozevřeńı trhliny (x). Koncepce této metody je založena na pojmu

Hadamardovy (1952) konečné části hypersingulárńıho integrálu, viz také práci Erdogan a

Kaya (1987). Podstata metody bude vysvětlena na jednoduchém typu singulárńı rovnice

(22). Dosad’me do pravé strany rovnice (22) pomoćı vztahu (18) By ( ) =
d ( )

d a integrujme

per partes při současném využit́ı podḿınky ( a) = (a) = 0 :

1
a

a

By ( )

x
d =

1
a

a

=
( )

(x )2 d . (34)

Integrál na pravé straně (34) obsahuje hypersingulárńı jádro a muśı být interpretován speciál-

ńım zp̊usobem, který zavedl Hadamard - totiž ve smyslu jeho konečné části, což je vyznačeno

 14



symbolem
a

a
= . Interpretaci hypersingulárńıho integrálu ukazuje následuj́ıćı př́ıklad: uvažujme

integrál J

J =

b

a

=
f (t)

(t t0)2 dt, (35)

kde funkce f (t) a jej́ı derivace f (t) jsou dostatečně hladké v intervalu (a, b). Přepǐsme J
do tvaru

J =

b

a

=
f (t) f (t0) (t t0) f (t0)

(t t0)2 dt + (36)

+f (t0)
1

b t0
+

1

a t0
+ f (t0) ln ( 1) + ln

b t0

a t0
,

kde ln ( 1) = i . Protože pro dostatečně hladké funkce je integrál na pravé straně (36)

ohraničený, je vidět, že integrál J má ve smyslu konečné části definovanou konečnou hod-

notu. Při této interpretaci integrálu můžeme tedy řešit hypersingulárńı integrálńı rovnici pro

rozevřeńı trhliny

1
a

a

=
( )

(x )2 d +
+ 1

2G
yy (x) = 0. (37)

Řešeńı (37) lze naj́ıt jednoduchou Bubnov-Galerkinovou metodou. Rozevřeńı trhliny

rozvineme podle Čebyševových polynomů druhého druhu Un

( ) = W
a

N

n=0

nUn
a

, (38)

kde

Un (s) =
1

sin
sin [(n + 1) ] , = arccos s, |s| 1

a W a je váhová funkce. Čebyševovy polynomy druhého druhu Un (s) jsou ortogonálńı na

intervalu ( 1, 1) s vahou W (s) = 1 s2

1

1

W (s) Un (s) Um (s) ds = { 2 jestliže n = m
0 jestliže n = m

.

Un nav́ıc maj́ı následuj́ıćı vlastnost

1

1

=
W (s)

(s t)2 Un (s) ds = (n + 1) Un (t) . (39)

Dosad’me nyńı (38) do (37), vynásobme tuto rovnici výrazem 2
aW x

a Un
x
a a integrujme

od a do a. Dostaneme

(n + 1)

a
n =

+ 1

2G

2

a

a

a

yy (x) W
x

a
Un

x

a
dx, (40)

odkud dosazeńım do (38) př́ımo dostaneme rozevřeńı trhliny (x) . Všimněme si, že derivace

váhové funkce v rozvoji rozevřeńı trhliny (38) odpov́ıdá singulárńımu chováńı dislokačńı hus-

toty. V př́ıpadě, že jádro hypersingulárńı integrálńı rovnice má také regulárńı část, hledáme

přibližné řešeńı pro funkci (x) ve tvaru rozvoje podle vhodných lineárně nezávislých funkćı
a použijeme kolokačńı metodu. Uvedená metoda je výhodná hlavně v př́ıpadech, když most́ıćı
napět́ı je funkćı rozevřeńı trhliny.
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4 Trhliny v anisotropńıch prostřed́ıch

Studium trhlin v anisotropńıch prosťred́ıch je d̊uležité pro pochopeńı zákonitost́ı stability a

kinetiky trhlin v monokrystalech, dále mikrotrhlin, jejichž velikost je srovnatelná s velikost́ı
zrna polykrystalických materiál̊u a trhlin v kompozitńıch materiálech, jejichž anisotropie je

dána vlastńı architekturou.

Uvažujme rovinný př́ıpad obecně anisotropńıho materiálu. Zobecněný Hook̊uv zákon má

tvar

xx

yy

2 xy

=

D11 D12 D16

D12 D22 D26

D16 D26 D66

xx

yy

xy

, (41)

kde Dij jsou koeficienty poddajnosti. Mı́sto obvyklé biharmonické rovnice, kterou muśı
splňovat Airyho funkce U v izotropńım prostřed́ı, obdrž́ıme z rovnice kompatibility a Hookova

zákona (41) rovnici

D22U,xxxx 2D26U,xxxy + (2D12 + D66) U,xxyy 2D16U,xyyy + D11U,yyyy = 0. (42)

Obecné řešeńı rovnice (42) se hledá ve tvaru f (X), kde X = x + sy. (42) se pak přeṕı̌se na

D22 2D26s + (2D12 + D66) s2 2D16s3 + D11s4 d4f

dX4
= 0, (43)

což vyžaduje řešit charakteristickou rovnici

D22 2D26s + (2D12 + D66) s2 2D16s3 + D11s4 = 0. (44)

Charakteristická rovnice nemá žádné reálné kořeny vzhledem k pozitivńı definitnosti en-

ergie napjatosti. Protože koeficienty Dij jsou reálné, existuj́ı obecně dvě dvojice komplexně

sdružených kořen̊u rovnice (44). Označme kořeny jako s1, s2, s3 a s4, kde s3 a s4 jsou kom-

plexně sdružené s s1 a s2. Podobně jako v př́ıpadě isotropńıho prosťred́ı je možné vyjádřit

Airyho funkci pomoćı dvou holomorfńıch funkćı. Definujme dvě komplexńı č́ısla z1 a z2

zi = x + siy, zi = x + siy, (45)

kde i = 1, 2. Pokud s1 = s2, má Airyho funkce obecný tvar

U (x, y) = Re

z1

z0
1

1 z1 dz1 +

z2

z0
2

2 z2 dz2 , (46)

kde 1 (z1) a 2 (z2) jsou holomorfńı funkce. Jestliže s1 = s2, je řešeńı pro Airyho funkci

U(x, y) = Re z̄1 (z1) +
z1

z0
1

(z1)dz1 , (47)

kde (z1) a (z1) jsou holomorfńı funkce. V př́ıpadě izotropńıho materiálu jsou kořeny

charakteristické rovnice ±i a řešeńı pro Airyho funkci se redukuje na tvar (7). Tabulka

3 uvád́ı složky napět́ı, posunut́ı a výsledné śıly na některém oblouku L vypočtené pomoćı
rovnic (47) a(41):
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veličina výraz

xx Re s2
1 1 + s2

2 2

yy Re [ 1 + 2]

xy Re [s1 1 + s2 2]

ux Re D11s2
1 D16s1 + D12 1 + D11s2

2 D16s2 + D12 2

uy Re D12s2
1 D26s1 + D22 1/s1 + D12s2

2 D26s2 + D22 2/s2

F V
x Re [s1 1 + s2 2]

F V
y Re [ 1 + 2]

Tabulka 3: Výrazy pro napět́ı, posunut́ı a výslednou śılu v anisotropńım materiálu

vyjadřené pomoćı komplexńıch Muschelǐsviliho potenciál̊u.

Podobně jako v isotropńım prosťred́ı se Muschelǐsviliho komplexńı potenciály pro dislokaci

v anisotropńım materiálu hledaj́ı ve tvaru

1 = A1 ln z1, 2 = A2 ln z2, (48)

přičemž komplexńı konstanty A1 a A2 se vypočtou ze stejných podmı́nek, tj. F V
x + iF V

y = 0

a [ux + iuy] = [bx + iby], viz (13) a (14). Při využit́ı výraz̊u v Tabulce 3 jsme nakonec

postaveni před řešeńı soustavy

Ims1 Res1 Ims2 Res2

0 1 0 1

Imp1 Rep1 Imp2 Rep2

Imq1 Req1 Imq2 Req2

ReA1

ImA1

ReA2

ImA2

=

0

0

bx/2

by/2

, (49)

kde

pi = D11s2
i D16si + D12, qi =

D12s2
i D26si + D22

si
, pro i = 1, 2.

Řešeńı (49) označ́ıme zkráceně jako Ai (b) =ReAi (b) +ImAi (b) , kde b = bx + iby.
Model rovinné trhliny v anisotropńım prostřed́ı vytvoř́ıme stejně jako v isotropńım prosťred́ı

spojitým rozložeńım dislokaćı podle obr. 5(a) a zavedeńım neznámé dislokačńı hustoty

B = Bx + iBy. Integrálńı rovnici pro dislokačńı hustotu odvod́ıme opět na základě superpoz-

ice napět’ových poĺı od jednotlivých dislokaćı a z Buecknerova principu. Jistou komplikaci

přináš́ı dobře známá skutečnost, že v anisotropńıch prostřed́ıch vznikaj́ı obecně smykové de-

formace i při jednoosém tahovém namáháńı, viz (41). Obdobou integrálńı singulárńı rovnice

(22) při jinak stejných podmı́nkách zat́ıžeńı je v obecně anisotropńım prosťred́ı rovnice

yy (x) =

a

a

1

x
Re s2

1A1 [B ( )] + s2
2A2 [B ( )] d , (50)

doplněná podḿınkou konzistence
a

a
B ( ) d = 0, viz (27).

5 Ilustrace metody v některých úlohách lomové mechaniky

částicových kompozit̊u

Prvńı př́ıklad (Kotoul a Profant, 2000) se týká analýzy interakce přemostěné hlavńı trhliny

s obecně orientovanou mikrotrhlinou v částicových kompozitech, které jsou tvořené křehkou

matrićı a tvárnými inkluzemi. Při š́ı̌reńı lomu postupuje čelo trhliny křehkou matrićı a
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obcháźı tvárné inkluze, které tak postupně vytvářej́ı za čelem trhliny izolované tvárné můstky

schopné přenášet napět́ı a uzav́ırat trhlinu. Tento mechanismus vede ke zvyšováńı lo-

mové houževnatosti kompozitu. Mimo to může v daných materiálech docházet k nukleaci

mikrotrhlin v okoĺı vrcholu hlavńı trhliny, č́ımž docháźı k ovlivněńı lomové houževnatosti v

pozitivńım i negativńım smyslu. Aby bylo možné problém analyticky zvládnout, nahrazuje

se soustava izolovaných můstk̊u za čelem trhliny kontinuem s jistou efektivńı meźı kluzu v

rozsahu vzdálenosti lp za čelem trhliny

0 = y (1 f) , (51)

kde y je mez kluzu můstk̊u, f je objemový pod́ıl inkluźı. Tato zóna se pak modeluje po-

moćı neznámého spojitého rozděleńı hranových dislokaćı. Metoda umožňuje stanovit lokálńı
součinitele intenzity napět́ı pro vrchol magistrálńı trhliny Kloc

I a Kloc
II a otevřeńı trhliny

na konci zóny tvárných můstk̊u pro obecnou polohu, orientaci a délku mikrotrhliny.

Vypočtené hodnoty lokálńıch součinitel̊u intenzity napět́ı a rozevřeńı na konci ligamento-

vané zóny pak vystupuj́ı v kritéríıch pro iniciaci r̊ustu hlavńı trhliny.

Při formulaci problému se předpokládá, že délka mikrotrhliny, délka ligamentované zóny a

vzdálenost mikrotrhliny od vrcholu hlavńı trhliny jsou značně menš́ı než délka hlavńı trhliny.

To umožňuje uvažovat hlavńı trhlinu jako polonekonečnou a zanedbat interakci systému

hlavńı trhlina - mikrotrhlina s vněǰśı hranićı tělesa. Koncepce polonekonečné trhliny do-

voluje aproximovat nominálńı napět’ové pole (tj. pole, které by existovalo v nepř́ıtomnosti

mikrotrhliny a ligamentované zóny) singulárńım členem asymptotického rozvoje pole napět́ı
v okoĺı vrcholu hlavńı trhliny, ve kterém vystupuje tzv. nominálńı (aplikovaný) součinitel

intenzity napět́ı KN
I , resp. KN

II . Nominálńı součinitelé intenzity napět́ı slouž́ı pak jako

zatěžovaćı parametry a lze je nalézt na makroúrovni např. metodou konečných prvk̊u.

Nominálńı pole napět́ı je charakterizováno Muschelǐsviliho potenciály N a N . V

souřadném systému podle obr. 7 lež́ı polonekonečná trhlina podél záporné osy x, potenciály
N a N se definuj́ı vztahy

N (z) =
KN

I iKN
II

2 2 z
, N (z) = N (z) N (z) z N (z) . (52)

Pomoćı (52), (8) a (9) se lehko ukáže, že nominálńı napět́ı podél z = x, x > 0 jsou

( yy + i xy)N = 2 Re [ (x)] + x N (x) + N (x) =
KN

I + iKN
II

2 x
. (53)

Napět’ové potenciály odpov́ıdaj́ıćı bodové reprezentaci mikrotrhliny P
MC a P

MC lze

źıskat pro pro velké hodnoty
|z|
s z prvńıho členu asymptotického rozvoje potenciál̊u trhliny

zat́ıžené v nekonečnu normálovým napět́ım yy = a smykovým napět́ım xy =

hlavní trhlina

mikrotrhlina

Obr. 7: Konfigurace obecně umı́stěné a orientované mikrotrhliny.

  18



P
MC (z; z1) =

s2e2i ( i )

4 (z z1)2 , (54)

P
MC (z; z1) =

s2

2 (z z1)2 + z1
s2e2i ( i )

2 (z z1)3 . (55)

Fyzikálně představuj́ı veličiny a jisté ”efektivńı ” pole napět́ı, do kterého je umı́stěna

mikrotrhlina. Toto pole je superpozićı pole generovaného hlavńı trhlinou, ligamentovanou

zónou a interakčńımi efekty, které na efektivńım poli závisej́ı. ”Efektivńı ” pole je na

počátku neznámé a najde se v pr̊uběhu řešeńı z podḿınky self - konzistence (tj. tak, aby

byla zajǐstěna rovnost mezi hodnotou efektivńıho pole a hodnotou výsledku superpozice jed-

notlivých př́ıspěvk̊u k efektivńımu poli, z nichž některé jsou na tomto poli závislé).

Ligamentovaná zóna je simulována prosťrednictv́ım neznámého spojitého rozložeńı hra-

nových dislokaćı s hustotou Burgersova vektoru B (x) . Komplexńı potenciály pro spojitou

distribuci hranových dislokaćı MZ (z) , MZ (z) lež́ıćıch podél osy x v intervalu 0; lp jsou

dány vztahy

MZ (z) = i

lp

0

B (t) dt

z t
, (56)

MZ (z) = i

lp

0

B (t)dt

z t
+ i

lp

0

tB (t) dt

(z t)2 , (57)

kde = G
4(1 ) .

Mikrotrhlina a spojité rozděleńı dislokaćı vedou ke vzniku normálových a smykových

napět́ı v ḿıstech ĺıc̊u hlavńı trhliny. Aby ĺıce trhliny z̊ustaly volné, je zapoťreb́ı vytvořit

zrcadlová pole napět́ı, která se vyruš́ı v ḿıstech ĺıc̊u hlavńı trhliny s výše uvedenými složkami

normálových a smykových napět́ı. Pomoćı komplexńıch potenciál̊u se zrcadlové pole ruš́ıćı
vliv mikrotrhliny vyjádř́ı vztahy

PI
MC (z; z1) = M (z; z1) +

s2

2
M (z; z1) + M (z1 z1)

(z; z1)

z1
, (58)

P I
MC (z; z1) = P I

MC (z; z1) P I
MC (z; z1) z

PI
MC (z; z1)

z
, (59)

kde

(z; z1) =
1

4 z z1 z + z1
2 (60)

a M =
s2ei2 ( i )

4 . Zrcadlové pole ruš́ıćı vliv ligamentované zóny je

P I
MZ (z) = i

lp

0

B (t)

z t
+

tB (t)

(z t)2 dt, (61)

P I
MZ (z) = P I

MZ (z) PI
MZ (z) z

PI
MZ (z)

z
. (62)

Pro zahrnut́ı interakce mikrotrhlina-ligamentovaná zóna je nutné vypoč́ıst napět́ı gen-

erované mikrotrhlinou podél ligamentované zóny a naopak, napět́ı generované ligamento-

vanou zónou v rovině mikrotrhliny. Napět́ı generované mikrotrhlinou podél ligamentované
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zóny se vyjádř́ı pomoćı komplexńıch potenciál̊u

( yy (x, 0) + i xy (x, 0))
MC/MZ
x>0 = 2 Re P

MC (x; z1) + P I
MC (x; z1) +

+x
x

P
MC (x; z1) + P I

MC (x; z1) + P
MC (x; z1) + P I

MC (x; z1) . (63)

Analogicky, napět́ı generované ligamentovanou zónou podél mikrotrhliny je v souřadném

systému ( , ), viz obr. 2, dáno vztahy

( (z1) + i (z1))MZ/MC = 2 Re MZ (z1) + P I
MZ (z1) +

+ei2 z1 MZ (z1) + P I
MZ (z1) + MZ (z1) + PI

MZ (z1) . (64)

Samotné spojité rozděleńı dislokaćı indukuje podél ligamentované zóny nenulová napět́ı

( yy (x, 0) + i xy (x, 0))MZ
x>0 = 2 Re MZ (x) + P I

MZ (x) +

+x MZ (x) + P I
MZ (x) + MZ (x) + P I

MZ (x) . (65)

Neznámé efektivńı pole napět́ı , a neznámá hustota Burgersova vektoru B (x) se urč́ı
z podḿınky rovnováhy podél ligamentované zóny a z podḿınky self-konzistence v mı́stě
mikrotrhliny. Podmı́nka rovnováhy vyžaduje

( yy (x, 0) + i xy (x, 0))N +( yy (x, 0) + i xy (x, 0))
MC/MZ
x>0 +( yy (x, 0) + i xy (x, 0))MZ

x>0 0 = 0

(66)

Dosazeńım z rovnic (53), (63) a (65) do rov. (66) a využit́ım odvozených vztah̊u pro kom-

plexńı potenciály obdrž́ıme integrálńı rovnici pro hustotu Burgersova vektoru

i2

lp

0

tB (t)

x t
dt = 0 x

KN
I iKN

II

2
M

x

(x z1)2 + 2 (x; z1) x
s2

2

x

(x z1)2

s2

2
M 2 (x; z1) x M 2 (z1 z1) x

(x; z1)

z1
+

x

(x z1)2 2 x
x z1

(x z1)3 . (67)

Jej́ı řešeńı se dá nalézt v uzavřeném tvaru a záviśı parametricky na efektivńım napět́ı , .

Podobně závisej́ı parametricky na , také komplexńı potenciály MZ (z), MZ (z), P I
MZ (z)

a P I
MZ (z) po dosazeńı za B (x) . Př́ıslušné hodnoty a se vypočtou z podḿınky self-

konzistence, jej́ıž použit́ı obcháźı obt́ıže vyvolané zpětnou vazbou spojenou s přerozděleńım
pole napět́ı mikrotrhlinou. Podmı́nka self-konzistence má tvar

( (z1) + i (z1))N + ( (z1) + i (z1))MC + ( (z1) + i (z1))MZ/MC = + i ,
(68)

který ukazuje, že efektivńı pole , vzniká složeńım nominálńıho pole napět́ı, viz prvńı člen

na levé straně rovnice (68), zrcadlového pole generovaného mikrotrhlinou, viz druhý člen a

pole, které generuje ligamentovaná zóna. Zrcadlová napět́ı, vznikaj́ıćı v d̊usledku interakce

mikrotrhliny a hlavńı trhliny se vypočtou pomoćı komplexńıch potenciál̊u (58) a (59) podle

vzorce

( (z1) + i (z1))MC = 2 Re PI
MC (z1) + +ei2 z1

P I
MC (z1) + PI

MC (z1) . (69)

Zrcadlová napět́ı ( + i )MC a interakčńı napět́ı ( + i )MZ/MC , viz (64), závisej́ı
na neznámých hodnotách efektivńıho pole , , které se tak stanov́ı z (68).
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Rov. (68) lze přepsat na systém dvou lineárńıch rovnic pro dvě neznámé ,

I
s

4r1

2

AMC ( , )
1
2
AMZ/MC s

lp
,

lp
r1

, , =

=
1

2 r1
BN ( , ) +

1
2 2 r1

BMZ/MC s

lp
,

lp
r1

, ,
KN

I

KN
II

+cMZ/MC s

lp
,

lp
r1

, , 0,

(70)

kde I označuje jednotkovou matici řádu 2×2, matice AMC může být odvozena ze zrcadlových

napět́ı od mikrotrhliny, matice BN pocháźı od nominálńıho pole napět́ı a matice AMZ/MC

a BMZ/MC a 2 dimensionálńı vektor cMZ/MC se odvod́ı z výrazu pro napět́ı generovaného

ligamentovanou zónou ( + i )MZ/MC .

Máme-li vypočtenu hustotu Burgersova vektoru B (x) a efektivńı pole napět́ı , , můžeme

stanovit napět́ı podél osy x, x lp, z rovnice

( yy + xy)y=0 = 2Re MZ (x) + x MZ (x) + MZ (x) = 2i

lp

0

B (t)

t x
dt, (71)

kde nyńı B (x) je známé řešeńı integrálńı rovnice (67) se známými hodnotami parametr̊u

, . Lokálńı součinitelé intenzity napět́ı se pak urč́ı ze standardńıho vzorce

Kloc
I iKloc

II = lim
x l+p

2 (x lp)2 B (x; , ) , (72)

přičemž a se źıskaj́ı řešeńım (70).

Rozevřeńı trhliny v bodě z = 0 se vypočte podle definice

[ux + iuy]x=0 =

lp

0

B (t) dt =
i lp
2 2

6

k=1

Vk
s

lp
,

lp
r1

, , , (73)

kde Vk, k = 1..6 jsou dvojné singulárńı intergrály a lze je nalézt v uzavřeném tvaru.

Druhý př́ıklad (Kotoul a Urbǐs, 2001) je věnován ukázce použit́ı techniky rozložených

dislokaćı pro př́ıpad, že napět́ı přenášené ligamentovanou zónou trhliny je nelineárńı funkćı
rozevřeńı trhliny. Současně se analyzuje vliv dekoheze rozhrańı matrice/částice na výslednou

lomovou houževnatost kompozitu.

Obr. 8: Model částice s vysokou pevnost́ı rozhrańı částice/matrice a schematická závislost

śıly přenášené částićı na rozevřeńı trhliny.

Obr. 8 např. ilustruje př́ıpad, kdy pevnost rozhrańı částice/matrice je vysoká a nedocháźı
k žádné dekohezi. Plastická deformace se pak lokalizuje jen v tenké vrstvě lež́ıćı v rovině

trhliny a kritické rozevřeńı trhliny C pro přetržeńı této vrstvy je ńızké. Na druhou stranu
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ńızká pevnost rozhrańı by vedla k celkové dekohezi částice a účinek přemostěńı trhliny by byl

nevýznamný. Nedošlo by k žádnému zvýšeńı lomové houževnatosti kompozitu. Optimálńı
situaci ilustruje obr. 9. Částečná dekoheze rozhrańı umožńı významné plastické deformace

téměř v celém objemu částice a vznik krčku. Relativně ńızká pevnost částice stač́ı k udržeńı
rovnováhy se zbytkovou výslednou silou P na rozhrańı částice/matrice. Obrázky 1 a 2 rovněž

kvalitativně ukazuj́ı pr̊uběh přemost’uj́ıćı śıly P v závislosti na rozevřeńı trhliny a pevnosti

rozhrańı.

Obr. 9: Model částice s optimálńı pevnost́ı rozhrańı částice/matrice a schematická závislost

śıly přenášené částićı na rozevřeńı trhliny.

Pro zjednodušeńı matematického modelováńı uzav́ıraj́ıćıch sil nahrad́ıme izolované můstky

kontinuem s efektivńım normálovým napět́ım 0, které p̊usob́ı do specifikované vzdálenosti lp
za čelem trhliny určené délkou ligamentované zóny. Śıla přenášená ligamenty podél trhliny

je obecně funkćı polohy a rozevřeńı trhliny. Efektivńı normálové napět́ı 0 lze svázat se

zbytkovou silou P přenášenou jedńım plastickým můstkem následuj́ıćım postupem: označme

pomoćı R poloměr nedeformovaných částic a pomoćı l středńı mezičásticovou vzdálenost.

Pak 0 = P/l2, přičemž R/l = (3f/(4 ))1/3, kde f je objemový pod́ıl částic. Takže

0 =
P

R2

3f

4

2/3

. (74)

Předpokládejme, že délka trhliny je značně větš́ı než charakteristická dimenze mikrostruktury

(středńı vzdálenost částic, velikost částic, apod.) a než délka ligamentované zóny a že inter-

akce mezi hlavńı trhlinou a ligamentovanou zónou neńı ovlivněna hranicemi tělesa. Podobně

jako v předcházej́ıćım př́ıkladě je možné přijmout model polonekonečné trhliny zat́ıžené

v módu I nominálńım (aplikovaným) součinitelem intenzity napět́ı KN
I , který reprezentuje

zat́ıžeńı v nekonečnu. Úkolem je nalézt lokálńı součinitel intenzity napět́ı Kloc
I na čele liga-

mentované zóny trhliny a rozevřeńı trhliny podél této zóny pro zadaný aplikovaný součinitel

intenzity napět́ı KN
I a sestavit vhodné kritérium stability trhliny.

Obr. 10: Schéma geometrie trhliny a souřadnicový systém.

Při řešeńı okrajové úlohy se ligamentovaná zóna modeluje pomoćı neznámé distribuce hra-

nových dislokaćı a úloha se převede na hypersingulárńı integrálńı rovnici pro neznámé rozevřeńı
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trhliny zp̊usobem popsaným v části 3. Ve sledovaném př́ıpadě má hypersingulárńı integrálńı
rovnice tvar

1

1

=
( 0)d 0

( 0 )2
+

1

1

( 0)

R

d 0

( + 2 + 0)2
=

2(1 2)

ER
2 lpKN

I ( + 1)lp 0
( )

R
,

(75)

kde = 2 x/lp 1 je transformovaná souřadnice bod̊u ligamentované zóny, E je Young̊uv

modul pružnosti kompozitu a je Poissonovo č́ıslo. Dále se zaměř́ıme na odvozeńı závislosti

0 ( ( )/R). Sledujme obr. 11; p̊uvodńı sférická částice vytvář́ı v pr̊uběhu deformace krček

κ=100κ=0 κ=2 κ=20

∆(ρ)

y

2r

R

x'
y

Obr. 11: Tvar deformované částice pro r̊uzné hodnoty parametru rozhrańı. = 0 slabé

rozhrańı, = 2, 20 středně pevné rozhrańı a = 100 pevné rozhrańı.

s parabolickým profilem. Označ́ıme-li pomoćı r poloměr nosného pr̊uřezu částice a pomoćı y
vertikálńı souřadnici pr̊useč́ıku parabolického krčku s nedeformovanou sférickou část́ı inkluze,

můžeme tyto veličiny svázat vztahem

r

R
= 1

y

R

( )

2R

2 y

R

2

, (76)

kde parametr specifikuje křivost zvoleného parabolického profilu x
R = y

R
2

+ r
R . Z obr.

11 je vidět, že tento parametr determinuje rozsah dekoheze rozhrańı částice/matrice. Je

tedy v těsném vztahu s pevnost́ı tohoto rozhrańı a lze jej už́ıvat jako jeden z kompozitńıch
parametr̊u. Daľśı rovnice pro stanoveńı r , y a rozevřeńı trhliny ( ) vyplývá z požadavku

konstantńıho objemu během plastické deformace

2 = 1
y

R
+

( )

2R

2

2 +
y

R

( )

2R
+ 3

1

5
2 y

R

5

+
2

3

r

R

y

R

3

+
y

R

r

R

2

. (77)

Pro speciálńı př́ıpad = 0 je možné rovnice (76) a (77) řešit analyticky.

Uvažujme nyńı pro jednoduchost ideálńı plastické částice s meźı kluzu y. Śıla P přenášená

jednou částićı je P = r2
1, kde 1 je sťredńı osové napět́ı odhadnuté z Bridgmanova řešeńı:

1 = y 1 +
R

r
ln 1 +

r

R
, (78)

kde 1/ (2 ) je křivost krčku vytvořeného na částici vyjádřená v normalizovaných souřadnićıch
x/R a y/R, viz výše. Dosazeńım do rovnice (74) obdrž́ıme pro efektivńı normálové napět́ı

0

0 = y
3f

4

2/3
r

R

2

1 +
R

r
ln 1 +

r

R
. (79)

Jestliže v rovnici (79) vyjádř́ıme r/R jako funkci rozevřeńı ( )/R, kterou źıskáme řešeńım
rovnic (76) a (77), můžeme nakonec vyjádřit 0 jako funkci ( )/R. Tyto závislosti jsou
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uvedeny na obr. 12 v normovaném tvaru 0/ y (3f /4)
3/2

pro r̊uzná . Numericky

vypočtené závislosti výborně fituj́ı paraboly typu

0

y
3f

4

2/3
= c

( )

R
+ d , (80)

źıskané metodou nejmenš́ıch čtverc̊u, kde pro = 0 : c = 0, 570 , d = 1, 020 , = 2 : c =

1, 34 , d = 1, 04 , = 20 : c = 4, 04 , d = 2, 62, a = 100 : c = 9, 22 , d = 4, 02. Tato proložeńı
nejsou na obr. 12 zobrazena, protože v grafické podobě jsou prakticky nerozlǐsitelná od

numerických hodnot.

Obr. 12: Závislost efektivńıho normovaného napět́ı 0/ y (3f /4)
3/2

na normovaném

rozevřeńı /R pro r̊uzné křivosti .

Dosad’me aproximaci 0 ( ( ) /R) z rov.(80) do rov. (75) a přepǐsme ji formálně do tvaru

L1
1 R

( ) + ( )
( )

R
= ( ) , (81)

kde L1
1 je integrálńı operátor definovaný jako

L1
1 R

( ) =

1

1

=
1

( )2

( )

R
d +

1

1

1

( + + 2)2

( )

R
d , (82)

( ) a ( )jsou lineárńı funkce

( ) = a ( + 1) , ( ) = b ( + 1) , (83)

kde =
2(1 2)

E 2
lp

R KN
I a je parametr definovaný vztahem

=
2 1 2

E
y

3f

4

2/3
lp
R

, (84)

který v širokém intervalu typických hodnot materiálových vlastnost́ı vyhovuje nerovnosti

< 1. Pro < 1 je možné zavést asymptotický rozvoj ( ) /R podle

( )

R
=

N

p=0

p p ( )

R
, p ( ) = 0 pro = 1, (85)

  24



kde N je dostatečně velké kladné celé č́ıslo. Dále je výhodné přepsat rov. (81) do tvaru

2 2 ( )
( )

R
= ( ) L1

1 R
( )

2

. (86)

Dosazeńım rozvoje (85) do rov. (86) a přeuspořádáńım člen̊u źıskáme následuj́ıćı systém

rekurzivńıch lineárńıch integrálńıch singulárńıch rovnic, které vyplynou z porovnáńı koefi-

cient̊u u stejných mocnin parametru

L1
1

0

R
( ) = , L1

1
1

R
( ) = + 1 + ( )

0

R
, L1

1
2

R
( ) =

( ) 1

R

2 0

R

,

L1
1

p

R
( ) =

1

2 ( ) 0
R

2 ( )
p 1

R

p 1

m=2

L1
1

m

R
( ) L1

1
p+1 m

R
( ) , p = 3, 4...

(87)

Řešeńı singulárńıch integrálńıch rovnic(87) se vyjádř́ı podle třet́ı části ve tvaru p ( ) =

Fp ( ) w ( ), kde Fp je neznámá ohraničená funkce a w ( ) je fundamentálńı (váhová) funkce

determinovaná charakterem odpov́ıdaj́ıćıho okrajového problému. V daném př́ıpadě je w ( ) =

1 . Neznámá funkce Fp se aproximuje konečnou řadou

Fp ( ) =

s

j=0

apj
j , (88)

a koeficienty apj se urč́ı kolokačńı metodou. Po vyřešeńı integrálńı rovnice (75) vyjádř́ıme

vztah pro lokálńı součinitel intenzity napět́ı Kloc
I podle standardńıho vzorce

Kloc
I =

E

4(1 2)
lim

1

2 ( )

2lp(1 )( + 3)
. (89)

Nakonec sestav́ıme lomová kritéria. Nutnou podḿınkou pro postup čela trhliny v matrici je

obvyklé kritérium LLM, nyńı vyjádřené pomoćı Kloc
I :

Kloc
I = KIC , (90)

kde KIC je lomová houževnatost matrice. Fyzikálńı vrchol trhliny se ale nacháźı ve vzdálenosti

lp za čelem trhliny v matrici, tj. v mı́stech, kde došlo i k přerušeńı můstk̊u a trhlina za t́ımto

bodem nepřenese žádné tahové zat́ıžeńı. Podḿınka pro postup fyzikálńıho vrcholu trhliny

tedy je

(x = 0) = C , (91)

kde C je kritické rozevřeńı trhliny, viz. obr. 10. Formálńı tvar obou podmı́nek je

Fi
KN

I

KIC
,

lp
R

; k, ,
y

E
, ,

C

R
, f = 0 i = 1, 2 , (92)

kde Fi jsou nelineárńı funkce proměnných
KN

I
KIC

a
lp
R a k = KIC

2 y 2R , , y

E , , C
R a f jsou

parametry.

Kritické rozevřeńı trhliny C je určeno mikromechanismem tvárného porušeńı částice.

Při vysokém stupni geometrického st́ısněńı částice je mikromechanismus tvárného porušeńı
dán procesy nukleace, r̊ustu a koalescence dutin a citlivě záviśı na v́ıceosém stavu nap-

jatosti. Maximálńıho hydrostatického napět́ı m je dosaženo ve středu částice a je přibližně
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dáno vztahem m = 1 2/3 y. Z literatury známý vztah pro lomovou deformaci f danou

podḿınkou koalescence dutin ukazuje, že f exp( 3 m/(2 y)) . f tedy klesá s rostoućım
a stejnou vlastnost vykazuje i C . Z uvedeného krátkého rozboru vyplývá, že otázka krit-

ického rozevřeńı trhliny v daných kompozitech představuje poměrně komplikovaný problém,

jehož řešeńı vyžaduje numerické a experimentálńı studie deformované částice.

Rovnice (90) a (91) řeš́ıme pro neznámé KN
I /KIC a lp/R, přičemž řešeńı pro KN

I /KIC

označ́ıme symbolem (KN
I /KIC)ef . Tato veličina, kterou nazýváme normovanou efektivńı

lomovou houževnatost́ı kompozitu, popisuje účinek distribuce částic na zlepšeńı lomové

houževnatosti matrice kompozitu. Na základě rovnic (90) a (91) lze nyńı studovat vliv

r̊uzných parametr̊u modelu na (KN
I /KIC)ef . Některé výsledky jsou ukázány na obr. 13,

který demonstruje vliv r̊uzných parametr̊u na zvýšeńı lomové houževnatosti kompozitu.
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Obr. 13: Numerické závislosti efektivńı lomové houževnatosti kompozitu KN
I /KIC

ef
na

normalizované délce přemostěné zóny lp/R pro y/E = 0, 001, = 0, 2 a několik hodnot

kompozitńıch parametr̊u k, f, a .

6 Zhodnoceńı a perspektivy daľśıho vývoje

Ćılem přednášky bylo předevš́ım vyložit podstatu metody, a proto se dotkla jen rovinných

problémů lomové mechaniky v poměrně jednoduchých oblastech, viz. obr. 6. Rozš́ı̌reńı
metody na konečné oblasti s obecnou hranićı nepředstavuje principiálńı problém - konečnou

oblast nejprve doplńıme na nekonečnou rovinu a podél křivky, představuj́ıćı hranici p̊uvodńıho

rovinného tělesa, rozḿıst́ıme dislokace s dopředu neznámou hustotou. Pro tyto dislokace

můžeme použ́ıvat již odvozená řešeńı pro oblasti na obr. 6. Podél hraničńı křivky tak p̊usob́ı
jednak zat́ıžeńı p̊uvodńıho konečného tělesa, jednak napět́ı od dislokaćı rozmı́stěných podél

této křivky a také od dislokaćı modeluj́ıćıch trhlinu uvniťr oblasti. Zp̊usobem vyloženým v

druhé části nakonec sestav́ıme integrálńı rovnice pro dislokačńı hustoty podél hraničńı křivky

a podél trhliny a řeš́ıme současně.

Také rozš́ı̌reńı metody na 3-dimenzionálńı úlohy nepředstavuje zásadńı problém. Mı́sto
př́ımé dislokace už́ıvané ve dvou dimenźıch se zavede infinitezimálńı dislokačńı smyčka s

Burgersovým vektorem, který v daném mı́stě popisuje rozevřeńı trhliny. Taková koncepce

těsně souviśı s metodou vlastńıch deformaćı, která se použ́ıvá v mechanice heterogenńıch
prosťred́ı. Úloha vede na řešeńı dvourozměrných hypersingulárńıch integrálńıch rovnic.

Mohlo by se namı́tnout, že v době výkonných poč́ıtač̊u a pokročilých systémů MKP,

které mohou řešit lomově-mechanické problémy bez omezeńı na složitost geometrie tělesa,

je použ́ıváńı metody spojitě rozložených dislokaćı diskutabilńı. Je však ťreba uvážit, že

životnost věťsiny reálných konstrukćı s trhlinami je omezena únavou materiálu, která je

silně ovlivněna koncentrátory napět́ı. Při iniciaci relativně krátké trhliny v bĺızkosti defektu-

koncentrátoru napět́ı je okolńı pole napět́ı téměř výlučně závislé na tomto defektu a na
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charakteru vzdáleného vněǰśıho zat́ıžeńı a vliv ostatńıch okraj̊u tělesa je nepodstatný. Totéž

plat́ı i po velkou část životnosti konstrukce, kdy trhlina z̊ustává dostatečně krátká. Protože

při únavovém r̊ustu trhliny je rychlost jej́ıho š́ı̌reńı úměrná typicky čtvrté mocnině součinitele

intenzity napět́ı, je jeho přesná znalost nezbytná pro spolehlivou predikci životnosti. Strmé

gradienty napět́ı v okoĺı defektu, ve kterém trhlina roste, vyžaduj́ı značné zjemněńı śıtě pro

dosažeńı dostatečné přesnosti výpočtu součinitele intenzity napět́ı. Pro spolehlivou analýzu je

zapotřeb́ı také sledovat vývoj tvaru trhliny během r̊ustu. K tomu je však zapotřeb́ı pr̊uběžně

provádět výpočet součinitele intenzity podél celého čela trhliny. Je zřejmé, že výpočetńı čas

pak extrémně rychle roste. V porovnáńı s t́ım je metoda rozložených dislokaćı mnohem v́ıce

efektivńı, protože bĺızké okrajové podḿınky jsou automaticky splněny.

Také v oblasti modelováńı mikromechanismů porušováńı v heterogenńıch materiálech,

jedná se předevš́ım o přemostěńı ĺıc̊u trhliny materiálem druhé fáze a interakce trhliny s

lokálńımi nehomogenitami, má uvedená metoda značné přednosti.

Závěrem je ťreba uvést, že z hlediska daľśıho vývoje se jev́ı jako velmi atraktivńı hybridńı
př́ıstup, založený na kombinaci metody konečných prvk̊u a metody rozložených dislokaćı a

to ve dvou směrech:

i) pomoćı MKP propoč́ıtat stav napět́ı pro libovolnou geometrii tělesa a posléze na základě

Buecknerova principu řešit dislokačńı technikou trhlinu, byt’ v druhé fázi výpočtu nebudou

všechny okraje konstrukčńıho d́ılu zahrnuty,

ii) na makroúrovni řešit problém tělesa s trhlinou pomoćı MKP a použ́ıt vypočtený

součinitel intenzity napět́ı jako zatěžuj́ıćı parametr ve druhé části úlohy- na mikroúrovni, kde

se modeluj́ı vlastńı disipačńı mechanismy jako je např. přemostěńı trhliny v kompozitech,

při využit́ı metody rozložených dislokaćı. Přitom je třeba ověřovat, že oblast dominance

singulárńıho pole na makroúrovni obklopuje oblast modelovaných mikromechanismů.

Druhý směr hybridńıho př́ıstupu reprezentuje aplikaci tzv. v́ıceúrovňového modelováńı
v oblasti mechaniky materiál̊u, které se v posledńı době začalo intenzivně rozv́ıjet.
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9 English summary

The Distributed Dislocation Technique in Fracture Mechanics of Brittle

Heterogeneous Solids

The lecture is concerned with the numerical solution of crack problems. The distributed

dislocation technique is particularly appropriate when cracks are relatively short, and growing

in the neigbourhood of some stress raising feature, causing a relatively steep stress gradient.

It is therefore practicable to represent the geometry in an idealized way so that a precise

solution may be obtained. This contrasts with, say, the finite element method in which the

geometry is modelled exactly, but the subsequent solution is approximate and computation-

ally more taxing.

The basic idea is to use the superposition of the stress field present in the unflawed

body, together with an unknown distribution of ”strain nuclei” (dislocations in the present

interpretation), chosen so that the crack faces become traction-free. The solution used for

the stress field for the nucleus is chosen so that other boundary conditions are satisfied. The

technique is therefore e cient, and may be used to model the evolution of a developing crack

in two or three dimensions. The technique is also very e cient in the analysis of bridged

crack problems in composite materials and thus helps in understanding of mechanisms which

increase the composite fracture toughness.

The application of the technique is illustrated on the analysis of the crack stability in

brittle matrix composites reinforced by dispersion of ductile particles. Two examples are

chosen:

(i) study of combined influence of crack bridging and microcracking aiming to evaluate

the resulting toughening e ect and to reveal a possible synergism of both mechanisms,

(ii) analysis of the impact of particle/matrix interface debonding on the bridging stress

which turns to be a nonlinear function of crack opening displacement.

The first example illustrates the method’s e ciency in the treatment of interaction e ects.

The second example demonstrates the application of the theory of strongly singular integral

equations.
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