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Úvod

Prvńım záměrem předložené práce je dokumentovat roli variačńıho počtu a
diferenciálńı geometrie ve fyzikálńıch a fyzikálně-technických úlohách. Výběr vý-
stup̊u těchto matematických discipĺın je samozřejmě do značné mı́ry subjektivńı.
Uvád́ıme zde:

A. Newtonovy pohybové rovnice pro částice v potenciálńım silovém poli (Př́ı-
klad 1.1.1)

B. Rovnice geodetik (Př́ıklad 1.1.2)
C. Maxwellovy rovnice elektromagnetického pole (Př́ıklad 1.2.1)
D. Einsteinovy rovnice gravitačńıho pole (Př́ıklad 1.2.2)
E. Singulárńı lagrangiány vyšš́ıho řádu kvantové teorie (Př́ıklad 1.3.1)
F. Lagrangiány vyšš́ıho řádu Podolského formalismu teorie elektromagneti-

ckého pole (Př́ıklad 1.3.2)
G. Trubicové plochy, jejichž ř́ıd́ıćımi křivkami jsou uzly (aplikace v biochemii,

chemii a statistické mechanice) (Př́ıklad 1.4.1)
H. Problém tř́ı těles, orbity (Odstavec 2.1)
I. Hydrodynamické vlny (Odstavec 2.2)
J. Konfigurace pružné tyče (Př́ıklad 4.1.1.)
K. Schrödingerova konexe (konexe vyšš́ıho řádu) (Článek [63])

Řešeńı těchto a celé řady obdobných úloh je v zásadě založeno na variačńım
počtu, matematické discipĺıně, která se zabývá vyšetřováńım extrémů funkcionál̊u,
zejména těch, které představuj́ı popis nějaké geometrické či fyzikálńı situace. (Pře-
sněji řečeno jde o nalezeńı funkce vytvářej́ıćı spolu s nezávisle proměnnou a svými
derivacemi integrand určitého integrálu, a sice takové, aby tento integrál nabýval
své minimálńı nebo maximálńı hodnoty.) Zřejmý je ovšem i geometrický charakter
úloh: extrém funkcionálu je realizován křivkami či plochami. Tyto objekty studuje
diferenciálńı geometrie, a to za užit́ı metod matematické analýzy. Moderńı dife-
renciálńı geometrie pak vycháźı z obecného pojmu variety (zahrnuj́ıćıho klasické
křivky i plochy) a prominentńı roli v ńı hraj́ı jety a jetové bandly nad varietami.
Ty jsou pak velmi vhodným základem pro elegantńı formalismus variačńıho počtu
na zakřivených prostorech.

Práce se rovněž pokouš́ı postihnout podstatu vztahu variačńıho počtu a diferen-
ciálńı geometrie, a to z pohledu současného stavu teorie. Od třet́ı kapitoly se proto
podrobně zabývá moderńımi strukturami diferenciálńı geometrie souvisej́ıćımi s va-
riačńım počtem. Původńım vědeckým př́ıspěvk̊um autora je pak věnována kapitola
pátá, sestavená z článk̊u převážně již publikovaných. Podrobněji se o struktuře a
zdroj́ıch jednotlivých kapitol zmiňuj́ı poznámky uvedené vždy na jejich závěr.

Pokud jde o stručné zhodnoceńı stavu problematiky z matematického hlediska
a př́ınosu autora k teorii, lze konstatovat následuj́ıćı skutečnosti:

1. Geometrické objekty jako vektorová a tenzorová pole, formy, metriky,
konexe, dotykové elementy, apod., jsou v moderńım pojet́ı uvažovány jako
řezy fibrovaných bandl̊u. Teorie jet̊u rozpracovaná Ehresmannem v 50.
letech minulého stolet́ı se ukázala být nejen efektivńım aparátem v řešeńı
problémů teorie parciálńıch diferenciálńıch rovnic, variačńıho počtu, teorie
singularit, mechanice vyšš́ıho řádu a daľśıch discipĺın, ale hraje mimořádně
významnou roli v teorii přirozených bandl̊u a operátor̊u, která, zhruba
řečeno, umožňuje klasifikaci geometrických objekt̊u.
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2. Široce uznávanou základńı praćı o geometrickém př́ıstupu k variačńımu
počtu, zejména k hamiltonovskému formalismu, je v́ıce než šedesátistrán-
kový článek Goldschmidta a Sternberga [30] z roku 1973. Pokud jde
o variačńı problémy vyšš́ıho řádu, jsou Goldschmidtovy a Sternbergovy
výsledky (dle názoru a vědomost́ı autora) dále rozpracovány v obecném
př́ıpadě nejd̊usledněji Kolářem (např. [41], [42], [49], [51]), Kolářem a
Horákem ([34]) a Krupkou (např. [57], [58]). Jde tedy o brněnský (brněn-
sko-opavský) významný př́ıspěvek ke geometrii vyšš́ıho řádu a variačńım
problémům; př́ımo či nepř́ımo se na něm pod́ıleli a pod́ılej́ı dále např.
Doupovec, Janyška, Krupková, Slovák, Tomáš, Vondra.

3. Problematika variačńıho počtu motivovaná předevš́ım mechanikou je stu-
dována na řadě daľśıch světových pracovǐst’. Uved’me alespoň jména Fer-
raris, Francaviglia, Garcia, Muñoz, Saunders, Sniatycki, Trautman, Tul-
czyjew. Zaj́ımavou, speciálněǰśı, avšak přehlednou a pro aplikace v řadě
př́ıpad̊u postačuj́ıćı alternativou k výše uvedenému obecnému př́ıstupu je
př́ıstup de Leóna a Rodriguese (např. [10], [11]), který studuje formalis-
mus variačńıho počtu na bandlech rychlost́ı vyšš́ıho řádu.

4. Autor se ve článćıch zařazených do této práce snaž́ı navázat jak na výsledky
př́ıstupu 2., tak na některé výsledky př́ıstupu 3. Detailněji se zařazeńı au-
torových praćı do kontextu aktuálńıho výzkumu věnuje čtvrtá kapitola
práce.
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1. Variačńı počet a diferenciálńı geometrie

1.1. Jednorozměrné variačńı úlohy

Uvažujme reálnou př́ımku R se souřadnićı x a reálnou vektorovou funkci (y1(x),
. . . , yn(x)), kterou budeme zkráceně zapisovat yσ(x). Předpokládáme, že yσ(x) je
spojitě diferencovatelná pro x ∈ 〈a, b〉.

Uvažujme dále funkcionál závislý na křivkách vyjádřitelných v explicitńım
tvaru v R

n+1

I =
∫ b

a

L(x, yσ, yσ′)dx,

a hledejme mezi nimi křivku c procházej́ıćı pevnými body A = [a, ασ], B = [b, βσ]
a realizuj́ıćı minimum tohoto funkcionálu. L je přitom daná reálná funkce 2n +
1 proměnných s parciálńımi derivacemi dostatečného řádu (v klasickém pojet́ı se
předpokládá existence parciálńıch derivaćı nejméně do řádu 4, srv. [27]). Plat́ı:

Eulerova věta I.Jestlǐze funkcionál I =
∫ b

a
L(x, yσ, yσ′)dx nabývá mezi všemi

spojitě diferencovatelnými křivkami procházej́ıćımi body A = [a, ασ], B = [b, βσ]
minima pro nějakou křivku c : yσ = yσ(x), pak je podél křivky c splněno n obyčejných
diferenciálńıch rovnic 2.řádu

∂L

∂yσ
− d

dx
(

∂L

∂yσ′ ) = 0

s okrajovými podmı́nkami y(a) = ασ, y(b) = βσ.
Připomeneme základńı terminologii. Funkcionál I se nazývá akce. Rovnice

∂L
∂yσ − d

dx ( ∂L
∂yσ′ ) = 0 se nazývaj́ı Eulerovy rovnice (též Eulerovy-Lagrangeovy rovnice).

Řešeńı Eulerových rovnic jsou křivky nazývané stacionárńı křivky (též extremály
nebo kritické křivky) funkcionálu I. Funkce L(x, yσ, yσ′) se nazývá lagrangián. Dále,
energíı rozumı́me funkci E = E(x, yσ, yσ′) = yσ′ ∂L

∂yσ′ − L, impulsem rozumı́me 1-
formu pσ = ∂L

∂yσ′ a silou rozumı́me 1-formu fσ = ∂L
∂yσ . Eulerovy rovnice můžeme

psát nyńı ve tvaru
p′σ = fσ.

Lagrangián je nejednoznačný v tom smyslu, že dva r̊uzné lagrangiány L, L̄ lǐśıćı
se o totálńı derivaci nějaké funkce f(x, yσ), tzn. L̄ = L + df(x,yσ)

dx , vedou ke stejné
Eulerově rovnici. V d̊usledku toho jsou nejednoznačné energie a impuls, kde Ē =
E − ∂f(x,yσ)

∂x , p̄ρ = pρ + ∂f(x,yσ)
∂yρ .

V př́ıpadě regulárńıho lagrangiánu, tzn. splňuj́ıćıho

∣∣∣∣∣
∂2L

∂y1′∂y1′ ... ∂2L
∂y1′∂yn′

... ... ...
∂2L

∂yn′∂y1′ ... ∂2L
∂yn′∂yn′

∣∣∣∣∣ �= 0

je možno pomoćı Legendrovy transformace přej́ıt k hamiltonovskému formalismu.
Energii E lze totiž pak vyjádřit jako funkci proměnných x, yσ, pσ, kterou znač́ıme
H = H(x, yσ, pσ) a nazýváme hamiltonián. Eulerovy rovnice lze potom ztransfor-
movat na soustavu 2n obyčejných diferenciálńıch rovnic 1.̌rádu

∂H

∂yσ
= −∂pσ

∂x

∂H

∂pσ
=

∂yσ

∂x
,

nazývanou kanonické rovnice (též Hamiltonovy rovnice).
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Př́ıklad 1.1.1. Newtonovy pohybové rovnice. Pro lagrangián L = m
2

∑
σ(yσ′)2 −

U(yσ) je fσ = − ∂U
∂yσ a pσ = myσ′. Obdrž́ıme Eulerovy rovnice

p′σ = fσ

ve tvaru

myσ′′ = − ∂U

∂yσ
,

což jsou Newtonovy pohybové rovnice 1 pro částice hmotnosti m v potenciálńım
silovém poli f = − gradU , známé z klasické mechaniky; n bývá obvykle rovno 3.
Čárka znač́ı derivováńı podle x, které hraje roli času. (Ve fyzikálńıch textech se
častěji ṕı̌se tečka mı́sto čárky a t mı́sto x.)

Př́ıklad 1.1.2. Geodetiky. Hledáńı geodetik je na rozd́ıl od předchoźıho př́ıkladu
čistě geometrickou záležitost́ı nevyžaduj́ıćı žádné fyzikálńı veličiny. 2 x zde hraje roli
parametru v parametrickém vyjádřeńı křivek. Předpokládáme σ, ρ, τ, υ = 1, . . . , n
a uvažujeme funkce gσρ(yτ ) takové, že matice (gσρ) je pozitivně definitivńı (tyto
funkce určuj́ı tzv. riemannovskou metriku g, viz dále 1.5). Označme gσρ funkce
náležej́ıćı matici inverzńı k (gσρ). Pro lagrangián L = 1

2gσρy
σ′yρ′ je fτ = 1

2
∂gσρ

∂yτ yσ′yρ′

a pσ = gσρy
ρ′. Eulerovy rovnice

p′τ = fτ

máme ve tvaru

yρ′′gρτ + yρ′ ∂gρτ

∂yσ
yσ′ =

1
2

∂gσρ

∂yτ
yσ′yρ′.

Protože ale gτυgρτ = δυ
ρ (Kroneckerovo delta), dostáváme

yυ′′ + gτυ(
∂gρτ

∂yσ
− 1

2
∂gσρ

∂yτ
)yσ′yρ′ = 0

Rozepsáńım

gτυ ∂gρτ

∂yσ
yσ′yρ′ =

1
2
yσ′yρ′gτυ(

∂gστ

∂yρ
+

∂gρτ

∂yσ
)

a dosazeńım pravé strany pak dostáváme

yυ′′ + ∇υ
σρy

σ′yρ′ = 0,

kde

∇υ
σρ =

1
2
gτυ(

∂gστ

∂yρ
+

∂gρτ

∂yσ
− ∂gσρ

∂yτ
).

∇υ
σρ jsou funkce určuj́ıćı tzv. Levi-Civitovu konexi odpov́ıdaj́ıćı metrice g. Posledńı

rovnice je rovnice geodetik známá z diferenciálńı geometrie a současně, jak jsme
ukázali, Eulerova rovnice pro stacionárńı křivky funkcionálu I.

1Newtonovy pohybové rovnice představuj́ı speciálńı př́ıpad Hamiltonova principu nejmenš́ı

akce. Ten je pak precizaćı Maupertuisova výroku z roku 1744, že každý děj v př́ırodě prob́ıhá tak,
že určitá veličina, nazývaná akćı, je minimálńı.

2Poznamenejme, že ve většině klasických učebnic se vyskytuj́ı pouze odvozeńı geodetik na
rovině, sféře a kruhovém válci; tyto př́ıklady jsou v podstatě triviálńı. Analyticky lze totiž vyřešit

rovnice geodetik pouze v ř́ıdkých př́ıpadech. Zaj́ımavěǰśım př́ıkladem jsou geodetiky na kuželové
ploše, viz [68].
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Obr.1.1.Geodetika na kuželu

Řada př́ıklad̊u je dále uvedena v autorově skriptu [68]. Tam je možno nalézt i
klasickou úlohu o brachistochroně, považovanou za nejstarš́ı úlohu variačńıho počtu.
Poprvé ji vyřešil Bernoulli v roce 1696 a tento rok bývá proto označován za rok
vzniku variačńıho počtu.

1.2. Vı́cerozměrné variačńı úlohy

Uvažujme m-rozměrný euklidovský prostor R
m se souřadnicemi x1, . . . , xm

a reálnou vektorovou funkci (y1(x1, . . . , xm), . . . , yn(x1, . . . , xm)), kterou budeme
zkráceně zapisovat yσ(xi). Předpokládáme, že yσ(x) je spojitě diferencovatelná
pro x ∈ D, kde D je jednoduše souvislá oblast s kladně orientovanou hranićı δ.
Předpokládáme dále, že hodnoty funkce y jsou na hranici δ předepsány a hledáme
minimum tohoto funkcionálu. Nav́ıc opět pro jednoduchost předpokládáme, že
uvažované nadplochy jsou vyjádřitelné v explicitńım tvaru. (Termı́n nadplochy zde
už́ıváme volně. V př́ıpadě n = 1 jde o skutečné nadplochy v R

m+1.) Plat́ı:
Eulerova věta II.Jestlǐze funkcionál I =

∫ ··· ∫
D

L(xi, yσ, ∂yσ

∂xi )dx1 . . . dxm

nabývá mezi všemi spojitě diferencovatelnými nadplochami s pevnou hodnotou na δ
minima pro nějakou nadplochu C : yσ = yσ(xi), pak je podél nadplochy C splněno n
parciálńıch diferenciálńıch rovnic 2. řádu

∂L

∂yσ
− d

dx1
(

∂L

∂yσ′
x1

) − d

dx2
(

∂L

∂yσ′
x2

) − · · · − d

dxm
(

∂L

∂yσ′
xm

) = 0

při současném splněńı uvedené okrajové podmı́nky.
Př́ıklad 1.2.1. Maxwellovy rovnice elektromagnetického pole. Rovnice elektro-

magnetického pole jsou Eulerovy rovnice pro funkcionál I = If + Im + Imf ,
který nyńı poṕı̌seme. Im je ta část akce, která záviśı pouze na částićıch. Je roven
−∑

mc
∫ b

a
dl, kde m je hmotnost částice, c rychlost světla, součet se bere přes

všechny částice pohybuj́ıćı se v poli a integrál
∫ b

a
dl je podél křivky v R

4 spojuj́ıćı
počátečńı a konečné polohy a časy částice, l je délka oblouku. If je ta část akce, která
záviśı pouze na vlastnostech pole. Vlastnosti pole jsou charakterizovány vektorovým
polem, jehož komponenty Ai, i = 0, . . . , 3, záviśı na čase a poloze. Označme φ jeho
časovou složku A0 a A vektorové pole tvořené prostorovými složkami A1, A2, A3.
Napět́ı elektrického pole E je definováno E = − 1

c
∂A
∂t − grad φ. Napět́ı magnetického
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pole H je definováno H = rotA. Pak If = a
∫

2(E2 − H2)d4x, kde H2 a E2 jsou
skalárńı kvadráty H a E, a je nějaká konstanta a integrál se bere přes všechny
prostorové souřadnice a přes časovou souřadnici x0 mezi dvěma danými pevnými
body. Konečně Imf představuje tu část akce, která popisuje interakci částic a pole.
Imf = −∑

e
c

∫
Akdxk, kde e je parametr charakterizuj́ıćı vzájemné p̊usobeńı pole

a částice a součet se bere přes všechny částice pohybuj́ıćı se v poli. Označ́ıme-li ρ

funkci hustoty náboje a j vektor toku, jk = ρdxk

dt , Eulerovy rovnice funkcionálu I
dávaj́ı 3 druhou dvojici Maxwellových rovnic elektromagnetického pole

rotH =
1
c

∂E

∂t
+

4π
c

j

div E = 4πρ,

zat́ımco prvńı dvojici

rotE = −1
c

∂H

∂t
div H = 0

lze odvodit snadno z definic E a H.
Př́ıklad 1.2.2. Einsteinovy rovnice gravitačńıho pole. Označme opět x0 časovou

a x1, x2, x3 prostorové souřadnice, předpokládejme, že je zadána riemannovská
metrika g a že ∇ je j́ı odpov́ıdaj́ıćı Levi-Civitova konexe. Rovnice gravitačńıho
pole obdrž́ıme jako Eulerovy rovnice pro funkcionál I =

∫
RdΩ, kde R je skalárńı

křivost definovaná
R = gσρRσρ,

kde gσρ jsou složky metriky a Rσρ složky tzv. Ricciho tenzorového pole, o němž po-
jednáme v 1.5, dΩ =

√−gd4x je standardńı objemová forma, integrál se bere přes
všechny prostorové souřadnice a přes časovou souřadnici x0 mezi dvěma danými
pevnými body. 4

Poznamenejme ještě, že významným geometrickým př́ıkladem v́ıcerozměrných
variačńıch úloh jsou minimálńı plochy, o nichž pojednáme podrobněji v 2.2.

1.3. Variačńı úlohy vyšš́ıho řádu

Ve stejné situaci jako v 1.2 nyńı předpokládáme, že reálná vektorová funkce
yσ(xi) má pro x ∈ D spojité derivace až do řádu r. Uvažujeme tedy funkcionál

I =
∫

· · ·
∫

D

L(xi, yσ,
∂yσ

∂xi
, . . .

∂ryσ

∂xi1 . . . ∂xir
)dx1 . . . dxm

a hledáme nadplochy realizuj́ıćı jeho minimum. Hodnoty funkce a derivaćı až do
řádu r − 1 jsou na hranici δ jsou pevně předepsané. Plat́ı:

Eulerova věta III. Jestlǐze funkcionál I =
∫ ··· ∫

D
L(xi, yσ, ∂yσ

∂xi , . . . ∂ryσ

∂xi1 ...∂xir
)

dx1 . . . dxm nabývá mezi všemi spojitě diferencovatelnými nadplochami s pevnou
hodnotou na δ a s pevnou hodnotou derivaćı až do řádu r − 1 na δ minima pro

3poněkud zdlouhavá technická úprava je podrobně např. v [20]
4Daľśı úpravy funkcionálu a Eulerových rovnic jsou již v př́ımé vazbě na obecnou teorii

relativity, proto zde od nich upoušt́ıme.
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nějakou nadplochu C : yσ = yσ(xi), pak je podél nadplochy C splněno n parciálńıch
diferenciálńıch rovnic řádu 2r

∂L

∂yσ
− d

dx1
(

∂L

∂yσ′
x1

) − d

dx2
(

∂L

∂yσ′
x2

) − · · · − d

dxm
(

∂L

∂yσ′
xm

) +

d2

dx1dx1
(

∂L

∂yσ′′
x1x1

) +
d2

dx1dx2
(

∂L

∂yσ′′
x1x2

) + · · · + d2

dxmdxm
(

∂L

∂yσ′′
xmxm

) +

· · · +
(−1)r dr

dx1 . . . dx1
(

∂L

∂y
σ(r)
x1...x1

) + · · · + (−1)r dr

dxm . . . dxm
(

∂L

∂y
σ(r)
xm...xm

) = 0

při současném splněńı okrajových podmı́nek.
Př́ıklad 1.3.1. Kvantová teorie a singulárńı lagrangiány. Lagrangiány vyšš́ıho

řádu se vyskytuj́ı např. v kvantové teorii. V př́ıpadě singulárńıch lagrangián̊u hraje
významnou roli Diracova teorie; v souvislosti s Diracovou domněnkou o kalibračńı
invarianci hamiltonovské mechaniky se v [74] právě v souvislosti s kvantovou teoríı
studuje lagrangián

L =
N∑

s=1

((y1)(s)(y3)(s) − (y2)(s−1)(y3)(s)) + y1y3.

Př́ıklad 1.3.2. Podolského formalismus. V teorii elektromagnetického pole vy-
cháźı tzv. Podolského formalismus, viz [11], z lagrangiánu druhého řádu

L(xi, yi
j ,

∂yi
j

∂xk
,

∂2yi
j

∂xk∂xl
),

i, j, k, l = 0, 1, 2, 3 (tzn. vlastně σ = 1, . . . , 16).

1.4. Hladké variety
Doposud jsme sledovali zobecňováńı teorie vzhledem k počtu nezávisle proměn-

ných vektorové funkce a vzhledem k řádu derivaćı této funkce. Z geometrického
hlediska i z hlediska aplikaćı je významná daľśı expanze teorie na prostory, které
se lokálně jev́ı jako zakřivené, globálńı charakter však představuje novou kvalitu;
nazývaj́ı se variety. Pojem variety představuje ve své podstatě zobecněńı procesu
kartografizace zemského povrchu, který poprvé matematicky popsal Gauss. Zemský
povrch, tedy dvojrozměrnou sféru (která je př́ıkladem variety), lze vhodně zobrazit
mapami uspořádanými do atlasu, avšak zobrazit ji věrně jako celek na jedinou
mapu nelze. Nı́že uvedená definice variety sleduje tuto ideu a představuje významné
zobecněńı křivek a ploch studovaných v klasické diferenciálńı geometrii.

Vezměme libovolnou množinu M . (Hladkým) atlasem A na M rozumı́me mno-
žinu dvojic (Uι, φι), ι ∈ I (I je nějaká indexová množina) splňuj́ıćı:

(i) Uι je podmnožinou M a ∪ιUι = M
(ii) φι : Uι → R

m je bijekćı mezi Uι a otevřenou množinou φι(Uι) v R
m

(iii) Zobrazeńı φκφ−1
ι : φι(Uι ∩ Uκ) �→ φκ(Uι ∩ Uκ) je hladkým izomorfismem

pro každou dvojici index̊u ι, κ.
Topologie na M se zavede tak, aby Uι byly otevřené. Dvojice (Uι, φι) se nazývaj́ı
mapy nebo souřadnicové systémy. Mapa (U, φ) je kompatibilńı s atlasem A, je-li
A ∪ (U, φ) opět atlasem na M . Množina M spolu s atlasem obsahuj́ıćım všechny
s ńım kompatibilńı mapy se nazývá m-rozměrná hladká varieta, č́ıslo m se nazývá
dimenze variety M . Pro (U, φ) ∈ A a p ∈ U je mapa dána m funkcemi φ1, . . . , φm,
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častěji zapisovanými x1(p), . . . , xm(p) nebo jen xi (i = 1, . . . ,m), které se nazývaj́ı
lokálńı souřadnice.

Obr.1.2. Mapy variety

Třebaže formálně to neńı nutné, obvykle se a priori předpokládá, že M je Haus-
dorff̊uv parakompaktńı topologický prostor a dimenze M je konstantńı a konečná.
Takto budeme chápat rovněž variety v tomto textu. Hladkost všech struktur, tzn.
diferencovatelnost tř́ıdy C∞, je jen jistým komfortem pro budováńı teorie, nebot’
stač́ı vždy diferencovatelnost tř́ıdy Cp pro nějaké p ∈ N.

Necht’ M je varieta, xi nějaké lokálńı souřadnice na M a x0 ∈ M bod. Uvažujme
diferencovatelné funkce v x0; jejich diferenciály v x0 zaṕı̌seme v lokálńıch souřad-
nićıch

∂f

∂xi
(0)dxi.

Tyto diferenciály vytvářej́ı reálný vektorový prostor, který znač́ıme T ∗
x0

M ; dx1, . . . ,
dxm je jeho báze. Prvky T ∗

x0
M se nazývaj́ı kovektory v x0 (též kovariantńı vektory).

Duálńı vektorový prostor k T ∗
x0

M označ́ıme Tx0M a prvky Tx0M se nazývaj́ı vektory
s počátkem v x0 (nebo kontravariantńı vektory). Uvažujme sjednoceńı

T ∗M :=
⋃

x∈M

T ∗
x M.

Na T ∗M je přirozeně definována topologie a struktura hladké variety: ke každému
lokálńımu souřadnicovému systému xi na M můžeme přǐradit indukovaný lokálńı
souřadnicový systém na T ∗M , když za souřadnice prvku r ∈ T ∗M vezmeme souřad-
nice xi a složky pi lineárńı formy vzhledem k lokálńımu souřadnicovému systému.
T ∗M se nazývá kotečný bandl variety M . Analogicky obdrž́ıme tečný bandl variety
M

TM :=
⋃

x∈M

TxM,

kde indukované souřadnice znač́ıme obvykle yi.
Obecněji, fibrovanou varietou rozumı́me trojici (Y, π,M) (obvykle zapisovanou

π : Y → M nebo jen Y → M či Y , je-li π, resp. M z kontextu zřejmé), kde Y a
M jsou hladké variety a π : Y → M surjektivńı submerze. (Zobrazeńı f : M → M̄
je submerze, jestliže pro všechna x ∈ M je hodnost Txf : TxM → Tf(x)M̄ rovna
dim M̄ .) Řezem fibrované variety rozumı́me hladké zobrazeńı γ : M → Y splňuj́ıćı
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π ◦ γ = idM . Množinu všech řez̊u fibrované variety π : Y → M znač́ıme C∞Y .
Dále, pro x ∈ M je množina π−1(x) podvarietou Y a nazýváme ji fibr nad x.
Morfismem fibrovaných variet pak rozumı́me takové hladké zobrazeńı mezi dvěma
fibrovanými varietami, které zobraźı fibry na fibry. Tečný a kotečný bandl jsou
př́ıklady fibrovaných variet (TM = Y , resp. T ∗M = Y ).

Př́ıklad 1.4.1. Ideálńı uzly. Zhruba řečeno, uzly jsou uzavřené prostorové křivky,
které nelze deformovat na kružnici. Mezi trubicovými plochami s konstantńım
poloměrem, jejichž osy představuj́ı právě uzly nějakého pevného typu, lze hle-
dat takovou, která má při daném objemu vnitřku j́ı vymezeného nejmenš́ı možný
povrch. Těmto plochám se ř́ıká ideálńı uzly. Ideálńı uzly představuj́ı netriviálńı
př́ıklad dvourozměrných variet s globálńımi vlastnostmi velmi odlǐsnými od R

2.
Úloha nalezeńı ideálńıch uzl̊u je formulována variačně, je však mimořádně náročná
a jej́ı analytické řešeńı dosud známo neńı, viz např. [38]. Uzly popisuj́ı řadu reálných
biologických a chemických struktur: mj. molekulové řetězce DNA a fullereny; dále
představuj́ı modely ve statistické mechanice, apod.

Obr.1.3. Př́ıklad variety — trubicová plocha, jej́ıž osou je složitý uzel.

1.5. Tenzorová pole na varietách
Daľśım př́ıkladem fibrovaných variet jsou bandly

q⊗
T ∗M ⊗

p⊗
TM.

(V př́ıpadě symetrického, resp. antisymetrického tenzorového součinu ṕı̌seme
⊙

,
resp.

∧
, mı́sto

⊗
.) Řezy těchto bandl̊u jsou (p, q)-tenzorová pole; (0, 0)-tenzorová

pole jsou funkce, (1, 0)-tenzorová pole jsou vektorová pole a (0, 1)-tenzorová pole
jsou 1-formy. (Rozlǐsujeme tedy terminologicky tenzorové pole a tenzor, resp. vek-
torové pole a vektor, resp. 1-formu a kovektor.) Množinu všech vektorových poĺı
na M budeme značit XM . (0, q)-tenzorová pole můžeme chápat jako q-lineárńı zo-
brazeńı z XM ×· · ·×XM do R; podobně, (1, q)-tenzorová pole můžeme chápat jako
q-lineárńı zobrazeńı z XM × · · · × XM do XM , viz [40].

(1, 1)-tenzorové pole se často nazývá afinor; jak bylo uvedeno, lze ho chápat
jako lineárńı zobrazeńı z XM do XM (př́ıpadně v každém bodě x ∈ M jako lineárńı
zobrazeńı z TxM do TxM)

(0, 2)-tenzorové pole g, které pro všechna X,Y ∈ XM splňuje
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(i) g(X,X) ≥ 0, přičemž g(X,X) = 0 právě, když X = 0
(ii) g(X,Y ) = g(Y,X),

se nazývá riemannovská metrika na M ; v lokálńıch souřadnićıch se složkami gij =
g( ∂

∂xi ,
∂

∂xj ).
Zobrazeńı ∇ : XM × XM → XM s vlastnostmi

(i) ∇X(Y + Z) = ∇XY + ∇XZ
(ii) ∇X(fY ) = (Xf)Y + f∇XY
(iii) ∇X+Y Z = ∇XY + ∇XZ
(iv) ∇fXY = f∇XY

(pro všechna X,Y,Z ∈ XM a všechny hladké funkce f na M ; ṕı̌seme zde ∇XY
mı́sto ∇(X,Y )) se nazývá klasická lineárńı konexe na M , v lokálńıch souřadnićıch
∇ urč́ıme specifikaćı ∇ ∂

∂xj

∂
∂xk = ∇i

jk(x) ∂
∂xk , tzn. zadáńım funkćı ∇i

jk(x), které se
nazývaj́ı Christoffelovy funkce. Protože ∇ neńı vzhledem k funkćım homogenńı (ve
své druhé složce, viz (ii)5), nejde o (1, 2)-tenzorové pole. Máme-li ovšem dvě klasické
lineárńı konexe ∇1, ∇2 na M , jejich rozd́ılové zobrazeńı ∇12 : XM × XM → XM ,
∇12XY = ∇1XY − ∇2XY je (1, 2)-tenzorovým polem, dokonce takto lze obdržet
libovolné tenzorové pole tohoto typu.

Připomeňme, že pro dvě vektorová pole X,Y ∈ XM se souřadnicemi X i(x),
resp. Y i(x), je definovaná jejich (Lieova) závorka [X,Y ] jako vektorové pole na
M se souřadnicemi Xj ∂Y i

∂xj − Y j ∂Xi

∂xj . Zobecněńım závorky vektorových poĺı je
tzv. Frölicherova-Nijenhuisova závorka, zobrazuj́ıćı antisymetrické (1, q1)-tenzorové
pole U a antisymetrické (1, q2)-tenzorové pole V na antisymetrické (1, q1 + q2)-
tenzorové pole [U, V ], podrobněji viz [53].

(1, 2)-tenzorové pole ∇ : XM × XM → XM definované

T (X,Y ) = ∇XY −∇Y X − [X,Y ]

(pro všechna X,Y ∈ XM , kde ∇ je lineárńı konexe na M) se nazývá torze lineárńı
konexe ∇ na M . Lokálńı souřadnice torze jsou

T i
jk = ∇i

jk −∇i
kj .

(1, 3)-tenzorové pole R : XM × XM × XM → XM definované

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z

(pro všechna X,Y,Z ∈ XM , kde ∇ je lineárńı konexe na M ; ṕı̌seme R(X,Y )Z
mı́sto R(X,Y,Z)) se nazývá křivost lineárńı konexe ∇ na M . Lokálńı souřadnice
křivosti jsou

Ri
jkl =

∂∇i
kl

∂xj
− ∂∇i

jl

∂xk
+ ∇i

jm∇m
kl −∇i

km∇m
jl .

Dále, (0, 2)-tenzorové pole se složkami Rkl = Ri
ikl představuje Ricciho tenzorové

pole zmı́něné v 1.2.
Zabývejme se nyńı vektorovými poli. Řekneme, že křivka γ : I → M (I ⊂ R

otevřený interval, I � 0) je integrálńı křivkou vektorového pole X ∈ XM s počátečńı
podmı́nkou x0 ∈ M , jestliže

γ′(t) = X(γ(t)) ∀t ∈ I ,

γ(0) = x0.

5tzv. Leibnizovo pravidlo
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Dále řekneme, že Y ∈ XTM je semisprej (též vektorové pole 2. řádu nebo difer-
enciálńı rovnice 2. řádu), jestliže pro každou jeho integrálńı křivku β plat́ı

(πβ)′ = β.

V lokálńıch souřadnićıch to znamená následuj́ıćı. Předpokládejme, že xi, yi jsou
lokálńı souřadnice na TM a označme ui, vi indukované souřadnice na TTM . Souřad-
nice vektorového pole Y ∈ XTM obecně jsou

ui = U i(xj , yj)

vi = V i(xj , yj),

v př́ıpadě, že Y je semisprej, pak je U i(xj , yj) = yi. Je-li Y ∈ XTM semisprej a
γ : I → M křivka, řekneme, že γ je geodetikou vzhledem k Y , pokud γ ′ : I → TM
je integrálńı křivkou vektorového pole Y .

Řekneme, že semisprej je homogenńı stupně m, jestliže plat́ı

V i(xj , ayj) = amV i(xj , yj) ∀a ∈ R.

(Někdy se předpokládá platnost pouze pro a �= 0, což vede k tomu, že je nutno dále
pracovat na bandlu TM s vyloučeným nulovým řezem.) Kvadraticky homogenńı
semisprej (tj. semisprej, který je homogenńı stupně 2), nazýváme sprej. K tomuto
pojmu lze dospět i takto. Označme C ∈ XTM tzv. Liouvilleovo vektorové pole,
jehož souřadnicové vyjádřeńı má tvar U i(xj , yj) = 0, V i(xj , yj) = yi. Odchylkou
semispreje Y ∈ XTM rozumı́me vektorové pole Y ∗ ∈ XTM definované Y ∗ = [C, Y ]−
Y . Sprejem pak je Y právě tehdy, je-li jeho odchylkou Y ∗ nulové vektorové pole.
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2. Ukázky aktuálńı problematiky aplikaćı

2.1. Problém tř́ı těles
Problém tř́ı těles hraje velmi významnou roli v moderńı analytické dynamice,

nebeské mechanice a prostorové dynamice. Iniciačńı úlohou nebeské mechaniky a
prostorové dynamiky je studium problému dvou těles, který je v podstatě vyřešen
z hlediska matematického, astronomického i inženýrského, viz [85]. Zvýšeńı počtu
participuj́ıćıch těles ze dvou na tři je ovšem kritický krok. Problém tř́ı těles z̊ustává
dodnes nevyřešen a lze konstatovat, že chováńı takového dynamického systému
neumı́me obecně popsat.

Omezený problém tř́ı těles6 můžeme zformulovat takto: dvě tělesa rotuj́ı kolem
společného těžǐstě po kruhových drahách pod vlivem vzájemné přitažlivé śıly a třet́ı
těleso (přitahováno oběma tělesy, avšak neovlivňuj́ıćı jejich pohyb) se pohybuje
v rovině rotace těchto dvou těles. Ćılem je popsat pohyb třet́ıho tělesa, tzn. nalézt
řešeńı kanonických rovnic variačńı úlohy čili určit orbity třet́ıho tělesa.

Obr.2.1. Problém ťŕı těles

Označ́ıme-li κ Newtonovu gravitačńı konstantu, n úhlovou rychlost rotuj́ıćıch
těles, a, resp. b vzdálenost druhého, resp. prvńıho tělesa od počátku souřadnic a
m1, resp. m2 hmotnost prvńıho, resp. druhého tělesa, pak v rotuj́ıćım souřadném
systému o souřadnićıch x, y maj́ı pohybové rovnice třet́ıho tělesa tvar soustavy
dvou obyčejných diferenciálńıch rovnic druhého řádu (derivováńı podle času t)

x′′ − 2ny′ − n2x = −κ(
m1(x − b)

((x − b)2 + y2)
3
2

+
m2(x + a)

((x − a)2 + y2)
3
2
)

y′′ + 2nx′ − n2y = −κ(
m1y

((x − b)2 + y2)
3
2

+
m2y

((x − a)2 + y2)
3
2
)

s počátečńımi podmı́nkami x(0) = x0, y(0) = y0, x′(0) = x′
0, y′(0) = y′

0. Nalezeńı
neznámých funkćı x(t), y(t) je obt́ıžné. Hledáme ovšem orbity třet́ıho tělesa, tzn.
chceme řešit kanonické rovnice; jsme ale v situaci neznámého hamiltoniánu H(t, x, y,

6přesněji: rovinný kruhový omezený problém tř́ı těles
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p, q), který muśıme zkonstruovat tak, aby zohledňoval uvedenou soustavu difer-
enciálńıch rovnic (p, q jsou souřadnice impulsu sdružené s x, y).

V klasické Hamiltonově-Jacobiho integračńı teorii se hamiltonián vezme tak,
aby vyhovoval předpoklad̊um

∂2H

∂p∂p
= 1,

∂2H

∂q∂q
= 1,

∂2H

∂p∂q
= 0,

∂H

∂t
= 0.

Úlohu hledáńı řešeńı kanonických rovnic lze převést na hledáńı úplného integrálu
Hamiltonovy-Jacobiho rovnice, což je parciálńı diferenciálńı rovnice prvńıho řádu.
Analytické řešeńı Hamiltonovy-Jacobiho rovnice ovšem v uvedeném problému ne-
umı́me nalézt, protože rovnice je neseparovatelná.

V roce 1995 publikoval Michael E. Hough, [36], novou integračńı teorii umožňu-
j́ıćı nalézt orbity třet́ıho tělesa jiným zp̊usobem. Tato teorie je velmi přehledně
prezentována v práci Pavla Dostála, [13], v ńıž je shrnuto celé matematické pozad́ı
problému a Hough̊uv článek, z matematického hlediska poněkud lakonický, je nově
interpretován. Podstatný je geometrický př́ıstup k problému integrace kanonických
rovnic. Nejdř́ıve je hamiltonián vybrán tak, aby vyhovoval novým předpoklad̊um

∂2H

∂p∂p
= 0,

∂2H

∂q∂q
= 0,

∂2H

∂p∂q
= 0.

Následně je dokázáno, že řešeńı źıskané soustavy parciálńıch diferenciálńıch rovnic
prvńıho řádu je určeno dvěma integrálńımi plochami v souřadnićıch (t, x, y). Orbitu
lze tedy nalézt v prostoru (t, x, y) jako křivku představuj́ıćı pr̊unik těchto dvou
ploch.

V [13] pak je závěrem uvedena aplikace nové teorie na klasický Kepler̊uv
problém.

2.2. Minimálńı plochy v hydrodynamice

Řadou praktických problémů je motivován je i současný rozvoj teorie minimál-
ńıch ploch. Vyjděme z klasického výsledku, j́ımž je rovnice minimálńı plochy, tzn.
ohraničené plochy zadané explicitně jako funkce dvou proměnných z = z(x, y),
která má mezi všemi spojitě diferencovatelnými funkcemi, jejichž hodnoty na hranici
jednoduše souvislé oblasti D jsou pevně předepsané, minimálńı plošný obsah. Rovni-
ce má tvar

(1 + z′2x )z′′yy + (1 + z′2y )z′′xx − 2z′xz′yz′′xy = 0

Tuto rovnici splňuje kromě roviny např. helikoid 7, katenoid 8 a Scherkova plocha
9.

7helikoid je jediná netriviálńı minimálńı př́ımková plocha; lze ji vytvořit rovnoměrným

otáčeńım př́ımky, která se současně rovnoměrně pohybuje ve směru kolmém k ose otáčeńı
8katenoid je jediná rotačńı minimálńı plocha, vzniká rotaćı řetězovky
9Scherkova plocha je jediná netriviálńı plocha, jej́ıž explicitńı vyjádřeńı z = f(x, y) lze rozložit

do tvaru součtu f(x, y) = g(x) + h(y)
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Obr.2.2. Helikoid

Obr.2.3. Katenoid

Obr.2.4. Scherkova plocha

Jako minimálńı plocha se v praxi realizuje např. mýdlová blána natažená na
drátové kontuře. V klasické diferenciálńı geometrii se minimálńı plocha definuje
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jako plocha s nulovou středńı křivost́ı, tzn.

H =
1
2

GL − 2MF + EN

EG − F 2
= 0,

kde E,F,G, resp. L,M,N jsou koeficienty prvńı, resp. druhé diferenciálńı formy
plochy, viz např. [35]. Tato definice je širš́ı; plat́ı totiž, že plochy s nulovou středńı
křivost́ı, které lze vyjádřit explicitně ve tvaru z = z(x, y), splňuj́ı výše uvede-
nou parciálńı rovnici. Z pohledu fyziky, odděluje-li hladká plocha dvě prostřed́ı
v ustáleném stavu a znač́ı-li p1, resp. p2, tlaky v těchto prostřed́ıch, je středńı
křivost této plochy konstantńı a je rovna H = h(p1 − p2), kde h je koeficient povr-
chového napět́ı (Poisson̊uv teorém). Proto se za minimálńı plochy někdy považuj́ı i
plochy s konstantńı (tedy nejen nulovou) středńı křivost́ı. O minimálńıch plochách
pojednává řada monografíı, uved’me např. [26].

Důležitou vlastnost́ı minimálńıch ploch je jejich stabilita. Z fyzikálńıho hlediska
jsou stabilńı plochy, jejichž tvar neńı ovlivněn malou změnou vněǰśıch vliv̊u. Matem-
aticky o stabilitě minimálńı plochy ve tvaru funkce splňuj́ıćı rovnici minimálńı
plochy rozhodneme na základě zjǐstěńı, zda funkce skutečně realizuje lokálńı min-
imum funkcionálu plošného obsahu, či nikoliv. K tomu je obecně třeba technicky
náročné vyšetřováńı druhé variace. Různými př́ıstupy k minimálńım plochám, a
to z hlediska experimentu, diferenciálńı geometrie i variačńıho počtu, stejně jako
jejich stabilitou se podrobně zabývá práce [92] Zdeňka Vlka. Skutečnost, že na
téže kontuře mohou být realizovány r̊uzné typy minimálńıch ploch, některé sta-
bilńı, některé nestabilńı, je vyjádřena mj. pozoruhodným výsledkem Tužilina a
Fomenka, kteř́ı zkoumali vlastnosti minimálńıch ploch realizovaných na tzv. Dou-
glasově kontuře. Odvodili větu, že graf plošného obsahu takových minimálńıch ploch
v závislosti na vzdálenostech horńı, resp. dolńı dvojice kružnic Douglasovy kontury
má tvar vlaštovč́ıho ocasu, tedy jedné z ploch známých z teorie singularit, po-
drobněji viz [92].

V hydrodynamice se studuj́ı plochy nespojitost́ı, které se děĺı na tečné ne-
spojitosti a normálové nespojitosti. Tečné nespojitosti jsou dle teorie nestabilńı,
viz např. [73]. Plochy tečných nespojitost́ı jsou charakteristickými plochami po-
tenciálové rovnice dvourozměrného stacionárńıho prouděńı

(c2 − Φ′2
x )Φ′′

xx + (c2 − Φ′2
y )Φ′′

yy − 2Φ′
xΦ′

yΦ′′
xy = 0,

kde c je rychlost zvuku a Φ potenciál rychlosti. Pozorováńı ovšem ukázala persis-
tenci (tedy stabilitu) vln představuj́ıćıch právě plochy tečných nespojitost́ı: tento
jev vysvětluje R.M. Kiehn ve svých v minulém desetilet́ı publikovaných praćıch
(např. [39]) t́ım, že z množiny ploch tečných nespojitost́ı lze vybrat takové plochy,
které splňuj́ı rovnici minimálńı plochy. Přestože odpov́ıdaj́ıćı teoretické zd̊uvodněńı
je zat́ım ve stadiu zrodu, lze již nyńı doložit podstatnou roli variačńıho počtu i
diferenciálńı geometrie pro studium uvedených problémů.
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3. Moderńı geometrické struktury souvisej́ıćı s variačńım počtem

3.1. Jety a jetové prostory

Necht’ M , M̄ jsou variety. Řekneme, že dvě zobrazeńı f, g : M → M̄ určuj́ı
týž r-jet v x ∈ M , jestliže pro každou křivku γ : R → M splňuj́ıćı γ(0) = x
maj́ı křivky f ◦ γ and g ◦ γ styk r-tého řádu v nule. Ṕı̌seme pak jr

xf = jr
xg a

tř́ıdu ekvivalence nazýváme r-jet z M do M̄ . Množinu všech r-jet̊u z M do M̄
znač́ıme Jr(M, M̄). Je-li počátkem r-jetu x ∈ M a koncem téhož r-jetu x̄ = f(x) ∈
M̄ , pak α : = jr

xf �→ x and β : = jr
xf �→ x̄ jsou projekcemi fibrovaných variet

α : Jr(M, M̄) → M , β : Jr(M, M̄) → M̄ . Dále, Jr
x(M, M̄), respektive Jr(M, M̄)x̄

znač́ı množinu všech r-jet̊u z M do M̄ s počátkem x ∈ M , respektive s koncem
x̄ ∈ M̄ a ṕı̌seme Jr

x(M, M̄)x̄ = Jr
x(M, M̄)∩Jr(M, M̄)x̄. Protože skládáńı zobrazeńı

zachovává styk r-tého řádu, definujeme skládáńı r-jet̊u jako r-jet složeného zo-
brazeńı.

Fibrovanou varietu T r
k M = Jr

0 (Rk,M) nazýváme bandl k-rozměrných rychlost́ı
r-tého řádu na M . Bandl T rM = T r

1 M jednorozměrných rychlost́ı r-tého řádu je
rovněž nazýván tečný bandl r-tého řádu na M , nebot’ T 1

1 M neńı nic jiného než
tečný bandl TM , viz 1.4.

Analogicky, fibrovanou varietu T r∗
k M = Jr(M, Rk)0 nazýváme bandl k-roz-

měrných korychlost́ı r-tého řádu na M , bandl T r∗M = T r∗
1 M jednorozměrných

rychlost́ı r-tého řádu je nazýván kotečný bandl r-tého řádu na M a T 1∗
1 M je pak

právě kotečný bandl T ∗M , viz 1.4.
Uvažujme nyńı fibrovanou varietu π : Y → M . Množinu J rY všech r-jet̊u řez̊u

Y nazýváme r-té jetové prodloužeńı Y . J rY ⊂ Jr(M,Y ) je uzavřená podvarieta,
která hraje významnou roli jak v teorii konex́ı, tak ve variačńım počtu. Fibrovanou
varietu, jej́ıž každý fibr má strukturu reálného n-rozměrného vektorového prostoru,
nazýváme vektorový bandl. Je-li π : E → M vektorový bandl, pak i jeho r-té jetové
prodloužeńı JrE → M je vektorový bandl.

3.2. Konexe

Klasická lineárńı konexe ∇ na varietě M čili lineárńı konexe ∇ na tečném
bandlu TM definuje paralelńı přenos vektoru z jednoho bodu do druhého podél
nějaké křivky na varietě. Zhruba řečeno, zadáńım konexe tedy urč́ıme, co rozumı́me
př́ımým směrem na nějakém zakřiveném prostoru. (Jak bylo uvedeno v 1.1, alter-
nativou je také zadáńı riemannovské metriky, která pak indukuje konexi.)

Obecný pojem konexe je definován takto. Pro libovolnou fibrovanou varietu
π : Y → M uvažujme jej́ı prvńı jetové prodloužeńı J1Y . (Obecnou) konex́ı Γ pak
rozumı́me libovolný řez Γ: Y → J1Y . Uved’me př́ıslušná souřadnicová vyjádřeńı.
Jsou-li xi, resp. yσ, lokálńı souřadnice na M , resp. fibrové souřadnice na Y , má
konexe Γ souřadnicový tvar

yσ
i = Γσ

i (xj , yρ),

kde yσ
i jsou indukované fibrové souřadnice na J1Y . S Γ ovšem koresponduje tzv.

horizontálńı liftováńı Γh : Y ×M TM → TY vektorových poĺı na M na vektorová
pole na Y , které má souřadnicový tvar

dyσ = Γσ
i (xj , yρ)dxi.
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Pak im(Γh) představuje v každém bodě Y podprostor tečného (vektorového) pros-
toru v tomto bodě, který nazýváme horizontálńı podprostor (vzhledem ke Γ), sjed-
noceńım horizontálńıch podprostor̊u je pak tzv. horizontálńı bandl (vzhledem ke
Γ).

Je-li E → M vektorový bandl, řez Γ: E → J1E, který je lineárńı na fibrech,
nazýváme lineárńı konexe a pro E = TM obdrž́ıme klasický pojem (Pro tento
př́ıpad dáváme přednost symbolu ∇ před Γ.) Mezi klasickými lineárńımi konexemi
pak zauj́ımaj́ı d̊uležité postaveńı symetrické konexe, tzn. ty, pro které

∇i
jk = ∇i

kj .

Symetrické konexe lze názorně charakterizovat touto vlastnost́ı: vezměme pevně
bod x0 ∈ M a uvažujme dva nezávislé infinitesimálńı vektory u =

−→
x0x1, v =

−→
x0x2.

Paralelńım přenosem u do x2 a v do x1 splynou koncové body těchto vektor̊u, tzn.
obdrž́ıme infinitesimálńı rovnoběžńık. Dále je pak zřejmé, že konexe je symetrická,
právě když se jej́ı torze anuluje. Dodejme, že nulová křivost znamená, že paralelńı
přenos záviśı jen na koncovém bodu.

Řekneme, že křivka γ : I → M je geodetikou vzhledem k symetrické konexi ∇,
jestliže

γ′′ : I → TTM

je křivkou lež́ıćı v horizontálńım podprostoru TTM . Křivka γ : I → M pak je
geodetikou vzhledem k ∇ právě tehdy, když je podél ńı splněno

yi′′ + ∇i
jkyj′yk′ = 0.

Dále plat́ı:
Věta (Ambrose, Palais, Singer, 1960, [3]). Mezi spreji a symetrickými

konexemi je vzájemně jednoznačná korespondence; geodetiky vzhledem ke konexi
odpov́ıdaj́ı geodetikám vzhledem př́ıslušnému spreji.

Tento výsledek byl v následuj́ıćıch letech dále zobecněn. Zobecněńı vycházej́ı ze
speciálńı definice konexe: budeme podle autora definice hovořit o Grifonově konexi.
Je-li F přirozený bandl, Grifonovou semikonex́ı na fibrované varietě FM = Y → M

rozumı́me (1, 1)-tenzorové pole Γ̂ splňuj́ıćı

JAΓ̂ = JA

Γ̂JB = −JB

pro nějaké přirozené afinory JA, JB na Y . 10

Řekneme, že Grifonova semikonexe Γ̂ je Grifonovou konex́ı, jestliže (1, 1)-ten-
zorové pole γ̂ = 1

2 (id +Γ̂) odpov́ıdá horizontálńımu liftováńı Γh : Y ×M TM → TY
nějaké obecné konexe Γ ve výše uvedeném smyslu. Neńı tedy obecně zřejmé, zda
některá Grifonova semikonexe na Y → M je Grifonovou konex́ı, jinými slovy, zda
na Y → M Grifonova konexe existuje. Na bandlu TM → M máme přirozený
afinor J : TTM → TTM , jehož souřadnicové vyjádřeńı je J : (dxy, dyi) �→ (0, dxi).
Vezmeme-li JA = JB = J , obdrž́ıme Grifonovu konexi na TM → M . Grifonova
konexe existuje i na T rM , zde již ale JA �= JB .

10Neuvád́ıme zde definici přirozenosti, zhruba řečeno, jde nám o geometrické objekty a ge-
ometrické konstrukce (ve smyslu nezávislosti na souřadnićıch) — problematice přirozenosti je

věnována předevš́ım základńı monografie [53] a dále celá řada časopiseckých článk̊u.
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Antisymetrické (1, q)-tenzorové pole 11 U na TM , q ≥ 1, nazveme semibázové,
jestliže

(i) pro všechna vektorová pole ξ1, . . . , ξq na TM je U(ξ1, . . . , ξq) je vertikálńı
vektorové pole na TM

(ii) jestliže ξ1 je vertikálńı vektorové pole na TM , pak U(ξ1, . . . , ξq) = 0. 12

Je-li U semibázové antisymetrické (1, q)-tenzorové pole, nazveme U 0 = iX U jeho
potenciál, přičemž X znač́ı libovolný semisprej na TM . Tenźı konexe Γ rozumı́me
antisymetrické (1, 1)-tenzorové pole H = [C,Γh] (Frölicherova-Nijenhuisova závor-
ka), kde C je Liouvilleovo vektorové pole.

Slabou torźı konexe Γ rozumı́me (1, 2)-tenzorové pole t = [Γh, J ]. (Obecnou
torźı dle [55] pak rozumı́me každé (1, 2)-tenzorové pole [Γh, A], kde A je nějaký
přirozený afinor.) Silnou torźı konexe Γ rozumı́me (1, 1)-tenzorové pole T = H + t0.
(Ve všech př́ıpadech jde o antisymetrická tenzorová pole.)

Pro bandl TM máme následuj́ıćı výsledek.
Věta (Grifone, 1972, [31]). Každá (Grifonova) konexe Γ na TM s tenźı H

jednoznačně indukuje semisprej X tak, že

X∗ = H0.

Obráceně, ke každému semispreji X a každému semibázovému antisymetrickému
(1, 1)-tenzorovému poli T , které splňuj́ı

X∗ + T 0 = 0,

lze jednoznačně přiřadit konexi Γ tak, aby indukovala X a aby T byla jej́ı silná
torze.

Dále, bez podrobněǰśı specifikace některých pojmů (typ konexe, semispreje, atd.
- možno nalézt v [7]) uvád́ıme zobecněńı Grifonovy věty pro bandl T rM .

Věta (de Andrés, de León, Rodrigues, 1989, [7]). Každá (Grifonova)
konexe Γ na T rM řádu r a typu s, 1 ≤ s ≤ r, s tenźı H jednoznačně indukuje
semisprej X téhož typu tak, že

X∗ = H0.

Obráceně, ke každému semispreji X typu 1 a každému semibázovému antisymet-
rickému (1, 1)-tenzorovému poli T typu 1, které splňuj́ı

X∗ + T 0 = 0,

lze jednoznačně přiřadit konexi Γ řádu r a typu 1 tak, aby indukovala X a aby T
byla jej́ı silná torze.

3.3. Lagrangiány na bandlu rychlost́ı
Pojem lagrangiánu na varietách bývá zaváděn r̊uzným zp̊usobem. Začněme la-

grangiány prvńıho řádu. Lagrangiánem na varietě M rozumı́me funkci L : TM → R,
resp. k-rozměrným lagrangiánem na varietě M rozumı́me funkci L : T 1

k M → R. Tato
nejjednodušš́ı definice nám umožňuje snadné zavedeńı lagrangiánu, ovšem pouze
takového, který nezáviśı explicitně na parametru t ∈ R (čas), resp. na parametrech
t1, . . . , tk ∈ R

k (připomeňme, že T 1
k M = J1

0 (Rk,M)). Tyto lagrangiány se ovšem
v aplikaćıch často vyskytuj́ı, takže uvedená definice je v řadě př́ıpad̊u použitelná.
Pro lagrangiány závislé na t, resp. na t1, . . . , tk, je nutno definovat lagrangián jako
funkci L : R × TM → R, resp. L : R

k × T 1
k M → R. Zobecněńı pro libovolný řád je

11nebo: vektorovou q-formu
12totéž pak nastává, je-li vertikálńı ξs, 1 ≤ s ≤ q
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pak zcela přirozené; k-rozměrným lagrangiánem r-tého řádu na varietě M rozumı́me
funkci L : T r

k M → R, př́ıpadně funkci L : R
k × T r

k M → R.
Naposled uvedený př́ıpad byl nejobecněǰśı, shrneme-li, lagrangiánem na bandlu

rychlost́ı nadále rozumı́me funkci

L : R
k × T r

k M → R.

Variačńı úlohu v nejjednodušš́ım př́ıpadě jednorozměrného lagrangiánu prvńıho
řádu na varietě M zformulujeme nyńı takto: vezmeme jednoparametrickou soustavu
křivek xi(t, τ) na M , t ∈ R, τ ∈ R, takovou, že xi(t, 0) = xi(t), xi(a, τ) = α,
xi(b, τ) = β. Označ́ıme-li

I =
∫ b

a

L(xi(t, τ),
∂xi(t, τ)

∂t
)dt,

pak variačńı úlohu představuje rovnice
dI
dτ

|τ=0 = 0.

Označ́ıme ξi(t) = ∂xi(t,0)
∂τ , máme∫ b

a

(
∂L(xj , ẋj)

∂xi
ξi(t) +

∂L(xj , ẋj)
∂ẋi

ξ̇i(t))dt = 0.

Výraz ∂L(xj ,ẋj)
∂xi ξi(t) + ∂L(xj ,ẋj)

∂ẋi ξ̇i(t) nazýváme infinitezimálńı variace L vzhledem
ke ξ a znač́ıme δξL. Standardńımi úpravami snadno obdrž́ıme Eulerovy rovnice ve
známém tvaru. Zobecněńı na obecný př́ıpad je př́ımé.

3.4. Lagrangiány na jetovém prodloužeńı fibrované variety
Protože plat́ı R

k × T r
k M = Jr(Rk,M), nab́ıźı se zobecnit pojem lagrangiánu

tak, že mı́sto Jr(Rk,M) vezmeme r-té jetové prodloužeńı J rY libovolné fibrované
variety Y → M (pozor, v označeńı se změnila role M , bázová varieta M nyńı
představuje zobecněńı parametrického prostoru R

k, mı́sto křivek, ploch, atd. budeme
tud́ıž vyšetřovat řezy s : M → Y ).

Pro př́ıpad prvńıho řádu je tedy lagrangiánem funkce L : J 1Y → R. Je-li
dimM = m, horizontálńı m-formu na J1Y

L(xi, yσ, yσ
i )dx1 ∧ · · · ∧ dxm

(zkráceně Ldx) nazveme horizontálńı lagrangeovská forma. Horizontálńı lagrange-
ovskou formu lze také nahĺıžet jako morfismus

λ : J1Y →
m∧

T ∗M,

nad idM , který nazýváme lagrangeovský morfismus.
Obecně, lagrangiánem na jetovém prodloužeńı fibrované variety rozumı́me funkci

L : JrY → R

a

λ : JrY →
m∧

T ∗M

pak je lagrangeovský morfismus řádu r.
Uvažujme nyńı lagrangeovský morfismus λ : J1Y → ∧m

T ∗M se souřadnicovým
vyjádřeńım L(xi, yσ, yσ

i )dx a označme V J1Y vertikálńı podprostor TJ1Y . Lokálńı
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souřadnice V J1Y označme (xi, yσ, yσ
i , dyσ, dyσ

i ). Vertikálńı diferenciál lagrangeov-
ského morfismu λ je morfismus

δλ : V J1Y →
m∧

T ∗M

se souřadnicovým vyjádřeńım

(
∂L

∂yσ
dyσ +

∂L

∂yσ
i

dyσ
i )dx.

Dále, V J1Y lze identifikovat s J1V Y . Označme (xi, yσ, zσ) lokálńı souřadnice V Y
a (xi, yσ, zσ, Y σ

i , Zσ
i ) lokálńı souřadnice J1V Y . Identifikace

κ : J1V Y → V J1Y

má souřadnicové vyjádřeńı

yσ
i = Y σ

i

dyσ = zσ

dyσ
i = Zσ

i

Jak vertikálńı diferenciál, tak κ lze zavést zcela geometricky, bez souřadnic.
Uvažujme nějakou kompaktńı (m−1)-rozměrnou podvarietu N ⊂ M s hladkou

hranićı a vezměme nyńı jednoparametrickou soustavu řez̊u sτ : M → Y , τ ∈ R

takovou, že yσ(xi, 0) = yσ(xi) (yσ souřadnice řezu!), přičemž hodnoty řez̊u na
hranici N jsou pevně předepsané. Pro

I =
∫

N

L(xi, yσ(xi, τ),
∂yσ(xi, τ)

∂xj
)dx1 ∧ · · · ∧ dxm

je variačńıho úlohou hledáńı stacionárńıho (kritického) řezu a je pak opět třeba
řešit rovnici

dI
dτ

|τ=0 = 0.

Infinitezimálńı variaćı řezu s : M → Y nazveme řez η : M → V Y takový, že
π ◦ η = s, kde π je projekce π : V Y → Y .

Protože δλ můžeme chápat jako řez δλ : J1Y → V ∗J1Y ⊗ ∧m
T ∗M , máme

δλ ◦ j1s : M → V ∗J1Y ⊗ ∧m
T ∗M a κ ◦ j1η : M → V ∗J1Y . Př́ımým výpočtem

je nyńı možno dokázat následuj́ıćı tvrzeńı geometricky interpretuj́ıćı infinitezimálńı
variaci lagrangeovského morfismu λ.

Věta (Goldschmidt, Sternberg, 1973, [30]). Vyč́ısleńı

〈δλ ◦ j1s, κ ◦ j1η〉 : M →
m∧

T ∗M

představuje souřadnicové vyjádřeńı

(
∂L(xi, yσ, yσ

i )
∂yρ

ηρ(xj) +
∂L(xi, yσ, yσ

i )
∂yρ

j

ηρ
j (xk))dx

infinitezimálńı variace δηλ lagrangeovského morfismu λ vzhledem k η.
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3.5. Diferenciálńı operátory a lagrangiány vyšš́ıho řádu

Jsou-li Y → M , Z → M fibrované variety, diferenciálńım operátorem rozumı́me
zobrazeńı D : C∞Y → C∞Z, pro které existuje r ∈ N ∪ {0} a homomorfismus
fibrovaných variet Dr : JrY → JrZ nad idM takový, že pro každý řez γ ∈ C∞Y
plat́ı

D(γ) = Dr ◦ jrγ.

Nejmenš́ı r, pro něž existuje takové Dr, nazveme řád diferenciálńıho operátoru D.
Uvažujme morfismus nad idM

f : JrY →
k∧

T ∗M.

Jeho formálńı vněǰśı diferenciál

Df : Jr+1Y →
k+1∧

T ∗M

definujeme souřadnicově pro f = fi1...ik
dxi1 ∧ · · · ∧ dxik předpisem

Df = (Difi1...ik
)dxi ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

= (∂fi1...ik

∂xi + ∂fi1...ik

∂yσ yσ
i + · · · + ∂fi1...ik

∂yσ
j1...jr

yσ
j1...jri)dxi ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik .

Jedná se o diferenciálńı operátor prvńıho řádu.
Uvažujme nyńı morfismus nad idM

K : J1Y → V ∗Y ⊗
m−1∧

T ∗M.

Pro vertikálńı vektorové pole η : Y → V Y definujeme vertikálńı vektorové pole
J η : J1Y → V J1Y jako J η : = κ ◦ J1η. Pak plat́ı:

Věta (Kolář, 1981, [46]). Pro každý lagrangeovský morfismus λ : J 1Y →∧m
T ∗M existuje jediný morfismus K : J1Y → V ∗Y ⊗∧m−1

T ∗M nad idM a jediný
morfismus E : J2Y → V ∗Y ⊗∧m

T ∗M nad idM takové, že pro každé vektorové pole
η : Y → V Y plat́ı

〈δλ,J η〉 = D(〈K, η〉) + 〈E, η〉.

E nazýváme Euler̊uv morfismus a E = 0 jsou pak rovnice pro stacionárńı řez.
Věta má sv̊uj obecný tvar i pro lagrangeovské morfismy vyšš́ıho řádu (J rη : JrY →
V JrY obdrž́ıme iteraćı konstrukce J = J 1 a aplikaćı vložeńı JrY → J1 . . . J1︸ ︷︷ ︸

r–krát

Y .):

Věta (Horák, Kolář, 1982, [34]). Pro každý lagrangeovský morfismus λ : J rY
→ ∧m

T ∗M existuje globálně definovaný (obecně ne jediný) morfismus K : J 2r−1Y →
V ∗Jr−1Y ⊗∧m−1

T ∗M nad idM a jediný morfismus E : J2rY → V ∗Y ⊗∧m
T ∗M

nad idM takové, že pro každé vektorové pole η : Y → V Y plat́ı

〈δλ,J rη〉 = D(〈K,J r−1η〉) + 〈E, η〉.

Poznamenejme ještě, že značně speciálněǰśı je užit́ı tzv. Tulczyjewova difer-
enciálńıho operátoru prosazované de Leónem a jeho skupinou. Pro př́ıpad tečného
bandlu vyšš́ıho řádu T rM = T r

1 M se souřadnicemi xi, yi,1, . . . , yi,r (yi,q =
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1
q!

dq

dtq (xi◦σ)|t=0, σ : R → M) Tulczyjeẘuv diferenciálńı operátor dT : C∞(T rM, R) →
C∞(T r+1M, R) přǐrad́ı funkci f na T rM funkci dT f na T r+1M :

dT f : =
∂f

∂xi
yi,1 +

∂f

∂yi,1
yi,2 + · · · + ∂f

∂yi,r
yi,r+1.

Tulczyjewův diferenciálńı operátor lze rozš́ı̌rit na formy a použ́ıt pro formalismus
variačńıho počtu na tečných bandlech vyšš́ıho řádu.

3.6. Legendrova transformace
Legendrova transformace představuje přechod od lagrangeovského formalismu

k hamiltonovskému. Jedńım z problémů současného výzkumu v diferenciálńı ge-
ometrii je konstrukce zobecněné Poincarého-Cartanovy formy ΩL k danému la-
grangiánu L tak, aby variačńı úlohy obou formalismů byly ekvivalentńı, tzn. aby
došlo ke ztotožněńı lagrangeovských stacionárńıch řez̊u s hamiltonovskými. Z d̊uvo-
du nejednoznačnosti Poincarého-Cartanovy formy je v současnosti několik př́ıstup̊u
k zobecněńı Legendrovy transformace. V tomto odstavci uvedeme některé výsledky;
protože by však jejich přesná formulace vyžadovala zavedeńı řady technicky nároč-
ných pojmů, omeźıme se na přehlednou formu jejich prezentace.

3.6.1. Hamilton̊uv formalismus na fibrovaných varietách Následuj́ıćı věta je
formulaćı tzv. základńı věty Hamiltonova formalismu v geometrické teorii úloh
variačńıho počtu pro řád r = 1.

Věta (Goldschmidt, Sternberg, 1973, [30]). K regulárńımu lagrangiánu L
existuje jediná globálně definovaná m-forma ΩL na J1Y taková, že variačńı úloha
generovaná funkcionálem závisej́ıćım na L je ekvivalentńı variačńı úloze generované
funkcionálem závisej́ıćım na ΩL. Souřadnicový tvar ΩL je

ΩL = Ldx + (−1)i+1 ∂L

∂yσ
i

dyσ ∧ dx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxm − ∂L

∂yσ
i

yσ
i dx.

Dále, hamiltonián H je roven H = ∂L
∂yσ

i
− L a momenty pi

σ = ∂L
∂yσ

i
. V Kolářově

práci [49] je pak mj. odvozen tvar Legendrovy transformace jako morfismu L : J 1Y →
V ∗ Y ⊗ TX ⊗ ∧k

T ∗M .
Dále, Horák a Kolář zformulovali ve své práci [34] rovněž modifikaci své výše

uvedené věty pro př́ıpad, kdy K je tzv. Poincarého-Cartan̊uv morfismus. Ten je
dán jednoznačně pouze v př́ıpadech

(i) r = 1, 2, m ∈ N

(ii) m = 1, r ∈ N.
Pro q < r vezmeme na TJq+1Y tzv. strukturńı formu ψq : TJq+1Y → V JqY a
definujeme pak pro každý morfismus A : J rY → V ∗JqY ⊗ ∧k

T ∗M (k + 1)-formu
ψq � A na JrY jako kombinaci kontrakce a alternace, v souřadnićıch

(aσi1...ik
Dyσ + · · · + a

j1...jq

σi1...ik
Dyσ

j1...jq
) ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik .

Poincarého-Cartanovu formu pak definujeme vztahem

ΩL = L + ψr−1 � K,

kde L je horizontálńı lagrangeovská forma a K je Poincarého-Cartan̊uv morfis-
mus asociovaný s λ. Cenným výsledkem [34] je zejména to, že pro takto defi-
novanou Poincarého-Cartanovu formu lze v jistém smyslu zobecnit základńı větu
Hamiltonova formalismu.
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3.6.2. Př́ıpad bandl̊u rychlost́ı vyšš́ıho řádu Pro Y = R×T rM máme momenty

pq+1
i =

r−q−1∑
s=0

(−1)sds
T

∂L

∂qi
q+s+1

, 0 ≤ q ≤ r − 1

a Poincarého-Cartanovu formu

ΩL =
r−1∑
q=0

(−1)q 1
(q + 1)!

di
T (dJ̄q+1L) + Ldt,

kde di
T je iterovaný Tulczyjewův diferenciálńı operátor. Momenty a Poincarého-

Cartanovu formu lze dále takto zobecnit pro př́ıpad Y = R
k × T r

k M , od čehož zde
již upoušt́ıme.

3.6.3. Poznámka o Hamiltonově-Jacobiho rovnici Je známo, že nejobecněǰśı in-
formaci o řešeńı variačńıho problému dává Hamiltonova-Jacobiho rovnice. V př́ıpadě
m = 1 a r = 1 jde o jednu parciálńı diferenciálńı rovnici prvńıho řádu. Kromě
vyj́ımečných př́ıpad̊u ovšem nelze nalézt jej́ı obecné řešeńı, obvykle však stač́ı
nalezeńı tzv. úplného integrálu, tzn. řešeńı, v němž je počet libovolných konstant
roven dimenzi fibru. I nalezeńı úplného integrálu je však problematické; podle
Levi-Civitovy věty ([4]) lze sice zjistit, zda v určitých lokálńıch souřadnićıch je
rovnice separovatelná, neexistuje ale systematický postup, podle něhož by bylo
možno vhodné lokálńı souřadnice zvolit.

Geometrický př́ıstup k řešeńı Hamiltonovy-Jacobiho rovnice je pro problémy
prvńıho řádu uveden opět již v práci Goldschmidta a Sternberga [30]. Práce studuj́ıćı
tentýž problém pro vyšš́ı řád jsou zat́ım ojedinělé, viz např. Niůuv článek [81].
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4. Vybrané směry současného výzkumu

4.1. Přirozené afinory a obecné torze

Jak již bylo uvedeno v 1.5, afinorem A na varietě M rozumı́me (1, 1)-tenzorové
pole, které můžeme chápat jako lineárńı morfismus A : TM → TM nad idM .
Přirozený afinor na přirozeném bandlu F nad m-rozměrnými varietami pak je sous-
tava afinor̊u AM : TFM → TFM splňuj́ıćıch pro každou m-rozměrnou varietu M

TFf ◦ AM = AN ◦ TFf

pro všechny lokálńı difeomorfismy f : M → N .
Necht’ A, B jsou dvě (1, 1)-tenzorová pole na M . Frölicherova-Nijenhuisova

závorka [A,B] je v tomto př́ıpadě definována

[A,B](X,Y ) = [AX,BY ] + [BX,AY ] + AB[X,Y ] + BA[X,Y ] −
A[X,BY ] − A[BX,Y ] − B[X,AY ] − B[AX,Y ],

kde X, Y jsou vektorová pole na M . Frölicherova-Nijenhuisova závorka pak před-
stavuje (1, 2)-tenzorové pole na M s vlastnost́ı

[A,B](X,Y ) = −[A,B](Y,X).

Souřadnicový tvar je

([A,B](X,Y ))i = (al
j∂lb

i
k + bl

j∂la
i
k − ai

l∂jb
l
k − bi

l∂ja
l
k)Xj ∧ Y k,

kde ai
j , resp. bi

j , jsou souřadnice A, resp. B. Identický afinor 1FM = idTFM stejně
jako jeho násobky dává

[A, k1FM ] = [k1FM , B] = 0

pro libovolná A, B, pročež v daľśım konstantńı násobky identického afinoru nebereme
v potaz.

Frölicherovu-Nijenhuisovu závorku [Γh, A], kde Γh je horizontálńı liftováńı od-
pov́ıdaj́ıćı nějaké obecné konexi Γ a A je přirozený afinor, nazýváme obecná torze
konexe Γ (typu A).

Uvažujme nyńı libovolnou fibrovanou varietu Y → M , afinor ϕ : Y → TY ⊗T ∗Y
a obecnou konexi Γ on Y . Souřadnicový tvar Γh je

δi
j

∂

∂xi
⊗ dxj + Γσ

i

∂

∂yσ
⊗ dxi.

Řez ϕ : Y → TY ⊗ T ∗Y má souřadnicové vyjádřeńı

ϕi
j(x, y)

∂

∂xi
⊗ dxj + ϕi

σ(x, y)
∂

∂xi
⊗ dyσ + ϕσ

i (x, y)
∂

∂yσ
⊗ dxi + ϕσ

ρ (x, y)
∂

∂yσ
⊗ dyρ.

Potom Frölicherovu-Nijenhuisovu závorka [Γh, ϕ] lze poč́ıtat podle následuj́ıćıho
souřadnicového vzorce, uvedeného v [62].
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(Γσ
i

∂ϕk
j

∂yσ
− ϕk

σ

∂Γσ
j

∂xi
)

∂

∂xk
⊗ dxi∧dxj +

(
∂ϕk

i

∂yσ
+ Γρ

i

∂ϕk
σ

∂yρ
+ ϕk

ρ

∂Γρ
i

∂yσ
)

∂

∂xk
⊗ dxi∧dyσ +

(
∂ϕσ

j

∂xi
+ ϕk

i

∂Γσ
j

∂xk
− Γσ

k

∂ϕk
j

∂xi
+ Γρ

i

∂ϕσ
j

∂yρ
+ ϕρ

i

∂Γσ
j

∂yρ
− ϕσ

ρ

∂Γρ
j

∂xi
)

∂

∂yσ
⊗ dxi∧dxj +

(
∂ϕσ

ρ

∂xi
− ϕj

ρ

∂Γσ
i

∂xj
− Γσ

j

∂ϕj
ρ

∂xi
+ Γσ

j

∂ϕj
i

∂yρ
+ Γτ

i

∂ϕσ
ρ

∂yτ
− ϕτ

ρ

∂Γσ
i

∂yτ
+ ϕσ

τ

∂Γτ
i

∂yρ
)

∂

∂yσ
⊗ dxi∧dyρ.

Pokud jde o klasifikaci všech torźı, předpokladem je existuj́ıćı klasifikace všech
přirozených afinor̊u na daném bandlu. Jak bylo uvedeno, obecné torze zahrnuj́ı tzv.
slabou torzi, která pak indukuje silnou torzi; obě hraj́ı významnou roli ve vztahu
k semisprej̊um. Geometrická interpretace některých daľśıch obecných torźı už může
být komplikovaná.

Autor se uvedenou problematikou zabýval ve článćıch
(i) [67] (torze konex́ı na T rM , r-lineárńı konexe, vztah k hlavńım konex́ım

na bandlu reper̊u vyšš́ıho řádu P rM , srovnáńı s Yuenovou torźı)
(ii) [66] (torze na TTM , asociace semispreje ke konexi, diskuse Grifonovy

konexe, slabá a silná torze)
(iii) [61] (klasifikace přirozených afinor̊u na T r

k M , T̃ r
k M , P rM)

(iv) [62] (torze na TT ∗M)
(v) [70] (klasifikace přirozených afinor̊u na KAM)

4.2. Zobecněné jety
V analytické mechanice hraj́ı významnou roli kromě klasických (tzv. holonom-

ńıch) jet̊u i jety neholonomńı a semiholonomńı. Pro r = 1, definujeme množinu ne-
holonomńıch 1-jet̊u J̃1(M,N) : = J1(M,N). Indukćı definici rozš́ı̌ŕıme pro libovolné
r. Necht’ α : J̃r−1(M,N) → M znač́ı projekci na počátek a β : J̃r−1(M,N) → N
projekci na konec neholonomńıch (r−1)-jet̊u. Pak řekneme, že X je neholonomńı r-
jet s počátkem v x ∈ M a koncem v x̄ ∈ N , jestliže existuje řez σ : M → J̃r−1(M,N)
takový, že X = j1

xσ a β(σ(x)) = x̄. Jr(M, M̄) ⊂ J̃r(M, M̄) pak je přirozené vložeńı.
Každé X ∈ J̃r(M, M̄) indukuje zobrazeńı µX : (T . . . T︸ ︷︷ ︸

r–krát

M)x → (T . . . T︸ ︷︷ ︸
r–krát

N)x̄

takto. Pro r = 1 a X = j1
xf je µX definováno jako Txf . Indukćı, necht’ X = j1

xσ pro
nějaký α-̌rez σ : M → J̃r−1(M,N). Pak σ(u) ∈ Jr−1

u (M,N), µ(σ(u)) : ( T . . . T︸ ︷︷ ︸
r − 1–krát

M)u

→ ( T . . . T︸ ︷︷ ︸
r − 1–krát

N)β(σ(u)) a polož́ıme µX = Txµ(σ(u)). Zobrazeńı µX : (T . . . T︸ ︷︷ ︸
r–krát

M)x →

(T . . . T︸ ︷︷ ︸
r–krát

N)x̄ je morfismem vektorových bandl̊u vzhledem ke všem strukturám vek-

torových bandl̊u T . . . T︸ ︷︷ ︸
r–krát

→ T . . . T︸ ︷︷ ︸
r − 1–krát

. Ovšem µX nepředstavuje zcela obecný mor-

fismus vektorových bandl̊u uvedeného typu.
Označme projekce iterovaného tečného bandlu T . . . T︸ ︷︷ ︸

r–krát

M následovně. Pro každé

s, 0 < s ≤ r, necht’ πs : T . . . T︸ ︷︷ ︸
s–krát

M → M znač́ı kanonickou projekci na bázi. Dále
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označme πs
b : = πs

T. . .T︸ ︷︷ ︸
b–krát

M : T̃ s(T . . . T︸ ︷︷ ︸
b–krát

M) → T . . . T︸ ︷︷ ︸
b–krát

M projekci, v ńıž T . . . T︸ ︷︷ ︸
b–krát

M je

bázovým prostorem, aπ
s : = T . . . T︸ ︷︷ ︸

a–krát

πs : T . . . T︸ ︷︷ ︸
a–krát

(T . . . T︸ ︷︷ ︸
s–krát

M) → T . . . T︸ ︷︷ ︸
a–krát

M induko-

vanou projekci vzniklou následnou aplikaćı funktoru T . . . T︸ ︷︷ ︸
a–krát

, a konečně aπ
s
b : =

T . . . T︸ ︷︷ ︸
a–krát

πs
T. . .T︸ ︷︷ ︸
b–krát

M necht’ znač́ı obecný př́ıpad zahrnuj́ıćı oba předchoźı. Je-li a nebo

b rovno nule, neṕı̌seme je.
Podbandly J̃r(M, M̄) můžeme nyńı obdržet tak, že definitoricky zavedeme

rovnost mezi některými projekcemi T . . . T︸ ︷︷ ︸
r–krát

M . Prvek Z ∈ J̃r(M, M̄) nazveme semi-

holonomńı jet, jestliže pro všechna q = 1, . . . , r je splněno

π1
r−1(µZ) = q−1π

1
r−q(µZ)

Bandl semiholonomńıch jet̊u z M do N označ́ıme J̄r(M, M̄). Dále, pro každé ω =
1, . . . , r, prvek Z ∈ J̃r(M, M̄) nazveme ω-holonomńı jet, jestliže pro všechna q =
ω, . . . , r je splněno

ω−1π
1
r−ω(µZ) = q−1π

1
r−q(µZ)

Bandl ω-holonomńıch jet̊u z M do N budeme značit ω→ Jr(M,N) a plat́ı 1→
Jr(M,N) = J̄r(M, M̄), r→ Jr(M,N) = J̃r(M, M̄).

Nakonec zaved’me pojem obecněǰśı než neholonomńı jety, a sice tzv. kvazi-
jety. Necht’ x ∈ M , x̄ ∈ N . Zobrazeńı φ : (T . . . T︸ ︷︷ ︸

r–krát

M)x → (T . . . T︸ ︷︷ ︸
r–krát

N)x̄ se nazývá

kvazijet řádu r s počátkem x a ćılem x̄, je-li morfismem vektorových bandl̊u vzhle-
dem ke všem strukturám vektorových bandl̊u aπ

1
b : (T . . . T︸ ︷︷ ︸

r–krát

M)x → ( T . . . T︸ ︷︷ ︸
r − 1–krát

M)x a

aπ
1
b : (T . . . T︸ ︷︷ ︸

r–krát

N)x̄ → ( T . . . T︸ ︷︷ ︸
r − 1–krát

N)x̄, a+ b = r− 1. Množinu všech kvazijet̊u znač́ıme

QJr
x(M, M̄)x̄ a QJr(M, M̄) pak představuje množinu všech kvazijet̊u z M do N ,

QJr(M, M̄) → M × N je fibrovanou varietou.
Podobně jako v př́ıpadě funktoru Jr, r-jety (neholonomńı, resp. semiholonomńı,

resp. ω-holonomńı, resp. kvazijety) řez̊u fibrované variety Y → M Y tvoř́ı př́ıslušné
r-té prodloužeńı Y (značené J̃rY , resp. J̄rY , resp. ω→ JrY , resp. QJrY ).

Jak již bylo zmı́něno, studium uvedených struktur je motivováno fyzikálńımi
problémy. Autor k tématu přispěl ve článćıch

(i) [61] (bandl neholonomńıch rychlost́ı T̃ r
k M , afinory)

(ii) [65] (simplexová struktura bandl̊u neholonomńıch a semiholonomńıch ry-
chlost́ı)

(iii) [63] (konexe vyšš́ıho řádu a kvazikonexe jako řezy Y → QJ rY )
(iv) [69] (popis Weilových algeber bandl̊u neholonomńıch a semiholonomńıch

rychlost́ı)

4.3. Weilovy algebry v diferenciálńı geometrii
Weilova algebra A je lokálńı komutativńı R-algebra s jedničkou, jej́ıž nilpo-

tentńı ideál n je konečněrozměrný vektorový prostor a A/n = R. Řád ord(A)
Weilovy algebry A je nejmenš́ı přirozené č́ıslo r splňuj́ıćı nr+1 = 0. Dále, přirozené
č́ıslo w(A) = dim(n/n2) se nazývá š́ıřka A. Weilovu algebru můžeme nahĺıžet jako
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konečněrozměrnou faktorovou R-algebru algebry R[t1, . . . , tk] reálných polynomů
v neurčitých t1, . . . , tk, kde k = w(A); tzn. Weilovu algebru A lze zapisovat ve
tvaru

R[t1, . . . , tk]/i

kde mr+1 ⊂ i ⊂ m2 pro nějaké r, přičemž m = 〈t1, . . . , tk〉 je maximálńı ideál
R[t1, . . . , tk], tzn. ord(A) = r. i pak je tzv. adekvátńı ideál pro A v R[t1, . . . , tk]
a má konečnou množinu generátor̊u, nebot’ R[t1, . . . , tk] je noetherovská algebra.
Základńım př́ıkladem Weilovy algebry je algebra

D
r
k : = R[t1, . . . , tk]/mr+1.

V [2] je dokázáno, že libovolná Weilova algebra A může být vyjádřena jako fak-
torová algebra D

r
k a že existuje (obecně ne jediný) epimorfismus πA : D

r
k → A.

Je-li M varieta, dimM = m, m ≥ k + 1, řekneme ([45]), že dvě zobrazeńı
g, h : R

k → M určuj́ı týž A-jet jAg = jAh, jestliže pro každou hladkou funkci
φ : M → R je splněno

πA(jr
0(φ ◦ g)) = πA(jr

0(φ ◦ h)).

Prostor T AM všech A-jet̊u na M se nazývá Weil̊uv bandl a T A Weil̊uv funktor.
Pro výše uvedenou Weilovu algebru D

r
k se T D

r
kM identifikuje s Jr

0 (Rk,M) = T r
k M

a Weilovy bandly proto představuj́ı elegantńı zobecněńı bandl̊u rychlost́ı.
Zásadńı význam Weilových bandl̊u je dán ńıže uvedenou větou. Necht’ F : Mf →

FM je bandlový funktor z kategorie Mf variet do kategorie FM fibrovaných
variet. Jsou-li M1, M2 dvě variety, označ́ıme standardńı projekci na i-tý faktor
pi : M1 × M2 → Mi, kde i = 1, 2. Řekneme, že F zachovává součin, jestliže zo-
brazeńı

(F (p1), F (p2)) : F (M1 × M2) → F (M1) × F (M2)

je difeomorfismem pro libovolné M1, M2. Plat́ı:
Věta (Kainz, Michor, 1987, [37], Eck, 1986, [21], Luciano, 1988 [76]).

Zachovává-li F : Mf → FM součin, pak F je Weil̊uv funktor.
Př́ıklad 4.1.1. Bandl TTM v mechanice. Bandl TTM představuje Weil̊uv bandl,

ovšem nejde o bandl rychlost́ı T r
k M . V monografii Abrahama and Marsdena, [1], je

uveden Tulczyjewův př́ıklad interpretace tohoto bandlu v mechanice. Rovnovážnou
konfiguraćı pružné tyče v euklidovském prostoru, v němž nep̊usob́ı žádné vněǰśı śıly,
je př́ımka l. Malá vychýleńı indukovaná vněǰśımi silami jsou reprezentována body
v rovině M kolmé na př́ımku l. Vzdálenost měřenou podél l od nějakého bodu
označme s. Vyberme nyńı řez tyče odpov́ıdaj́ıćı intervalu [s1, s2] a předpokládejme,
že vněǰśı śıly a kroutivé śıly p̊usob́ı na koncové body řezu. Konfiguračńı varietou řezu
pak je součin TM × TM se souřadnicemi (xi, yi, x̄i, ȳi), i = 1, 2. V limitě s2 → s1

je potom konfiguračńı varietou bandl TTM se souřadnicemi (xi, yi, Xi, Y i).
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Obr.4.1. Konfigurace pružné tzče

Pro Weilovy bandly lze provádět klasifikaci přirozených geometrických objekt̊u
a operátor̊u v zásadě algebraickými technikami. Je ovšem často třeba řešit problémy,
jež v zásadě spadaj́ı do komutativńı algebry. Autor se touto problematikou zabýval
ve článćıch

(i) [69] (popis Weilových algeber funktor̊u neholonomńıch, semiholonomńıch
a ω-holonomńıch rychlost́ı)

(ii) [70] (automorfismy Weilových algeber, homogenńı Weilovy algebry, po-
dalgebra pevných prvk̊u)

(iii) [71] (zmenšovatelné Weilovy algebry, podalgebra pevných prvk̊u)

4.4. Dotykové elementy

Teorie dotyku rovněž představuje z hlediska aplikaćı velmi d̊uležitou partii
diferenciálńı geometrie. Nejdř́ıve zavedeme klasické bandly dotykových element̊u.
Řekneme, že dvě k-rozměrné podvariety N , N̄ dané m-rozměrné variety M (m ≥
k + 1) maj́ı dotyk r-tého řádu v x ∈ N, N̄ , jestliže pro nějaké jejich parametrizace
g, h plat́ı

jr
0g = jr

0h.

Tř́ıda ekvivalence k-rozměrných podvariet M se pak nazývá dotykový element.
Dotykové elementy pak tvoř́ı bandl dotykových element̊u, který znač́ıme Kr

kM .
Uvažujme nyńı Weil̊uv bandl T AM . Řekneme, že jAg je regulárńı, má-li g : R

k →
M hodnost k v 0. Otevřený podbandl regulárńıch A-jet̊u znač́ıme reg T AM . (g
můžeme chápat jako parametrizaci k-rozměrné podvariety variety M .) Pak Weilovým
dotykovým elementem na M určeným X ∈ reg T AM rozumı́me tř́ıdu ekvivalence
AutAM (X) : = {φ(X);φ ∈ AutA}. Množinu všech Weilových dotykových element̊u
(typu A) na M znač́ıme KAM . KAM je bandlem zobecňuj́ıćım Kr

kM , který budeme
nazývat bandl Weilových dotykových element̊u.

Poznamenejme ještě, že prostor všech k-rozměrných podprostor̊u vektorového
prostoru V bývá nazýván Grassmannova varieta nebo grassmannián. Je-li V =
TxM , pak grassmannián představuje právě (K1

kM)x a proto se

K1
kM =

⋃
x∈M

(K1
kM)x
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nazývá též bandl k-rozměrných grassmannián̊u. Odtud je též Kr
kM nazýván bandl

k-rozměrných grassmannián̊u r-tého řádu. KAM tedy představuje i obecný model
těchto struktur.

Teorie dotyku má jisté pokračováńı i v numerické matematice (dotykové ele-
menty programu ANSYS). Autor se dotykovými elementy zabýval ve článćıch

(i) [70] (lifty vektorových poĺı na KAM , přirozené afinory a rigidita funktoru
KA)

(ii) [71] (lifty 1-forem na KAM , geometrická charakterizace některých Weilových
dotykových element̊u)
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Závěr

Práce si klade za ćıl být uceleným úvodem do problematiky vztahu moderńı
diferenciálńı geometrie a variačńıho počtu z hlediska aktuálńıho stavu teorie a ak-
centovat aplikace ve fyzikálńıch a technických úlohách. Dále je rovněž prezentaćı
vybraných p̊uvodńıch výsledk̊u autora.

Text prvńı kapitoly je hutným úvodem do problematiky variačńıho počtu, autor
se předevš́ım snaž́ı př́ılǐs neopakovat to, co je již uvedeno v jeho skriptu [68], zároveň
ale respektuje jeho symboliku tak, aby bylo možno chápat kapitolu i jako moderněǰśı
a náročněǰśı pokračováńı výkladu. Při zpracováńı uvedených ilustračńıch př́ıklad̊u
se autor oṕıral předevš́ım o [20], př́ıklady lagrangián̊u vyšš́ıho řádu jsou uvedeny
v [74], resp. v [11]. Odstavce 1.4 a 1.5 jsou do jisté mı́ry založeny na definićıch
z [72], [53] a [12]. Druhá kapitola je stručnou prezentaćı diplomových praćı student̊u
Fakulty strojńıho inženýrstv́ı Vysokého učeńı technického v Brně Pavla Dostála [13]
a Zdeňka Vlka [92]; autor byl v obou př́ıpadech vedoućım diplomové práce. Pro
hlubš́ı studium problematiky je třeba se seznámit př́ımo s uvedenými d́ıly. Kapi-
tola třet́ı sleduje rozvoj moderńıho geometrického př́ıstupu k variačńımu počtu.
Komentujeme zde dva př́ıstupy; prvńı je budováńı variačńıho počtu pro libovol-
nou fibrovanou varietu a je reprezentován předevš́ım pracemi [30], [49], [46], [34].
Druhý př́ıstup vycháźı z praćı [3], [31], [7] a je omezen na bandly rychlost́ı T r

k M ,
resp. R

k ×T r
k M . Ve čtvrté kapitole jsou uvedeny vybrané p̊uvodńı výsledky autora

6 a přehled pojmů a daľśıch výsledk̊u s nimi bezprostředně souvisej́ıćıch. Definice
obecné torze byla poprvé uvedena v článku Koláře a Modugna [55]. Významnými
výsledky v teorii obecných torźı jsou také práce Doupovce a Kurka, [19], [18], [16].
Konexe vyšš́ıho řádu jsou studovány např. v práci Koláře a Cabrasové, [5], kvazi-
jety zavedl Pradines v [83] pro druhý řád, pro libovolný řád teorii kvazijet̊u rozpra-
coval Dekrét, [8]. Definici A-jetu v uvedené formě uvedl Kolář v [45], dotykové
elementy jsou studovány např. v Guggenheimerově práci [32], z nověǰśıch výsledk̊u
připomeňme alespoň článek [54] Koláře a Mikulského. Nové výsledky dokázané au-
torem habilitačńı práce a do této práce zařazené byly publikovány jako články [66],
[61], [63], [69], [70] a [71].

Souhrnně můžeme konstatovat, že studovaná problematika se týká vyšetřováńı
struktur diferenciálńı geometrie souvisej́ıćıch s variačńım počtem, vzńıká na ob-
jednávku fyzikálńıch a technických věd a dokladuje jejich těsné sepět́ı s moderńı
matematikou.

6p̊uvodńı výsledky autora jsou uvedeny detailně př́ımo v plné verzi habilitačńı práce v samo-
statné páté kapitole, která tvoř́ı jej́ı nejrozsáhleǰśı část; ve zkrácené verzi je tato kapitola potlačena

(z d̊uvodu rozsáhlého a náročného matematického aparátu); na nové výsledky jsou uvedeny odkazy
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17. Doupovec, M., Kolář, I. Natural affinors on time-dependent Weil bundles, Arch. Math. (Brno),
27, 1991, 205–209

18. Doupovec, M., Kurek, J. Torsions of connections on higher order cotangent bundles,
Czechoslovak Math. J., to appear

19. Doupovec, M., Kurek, J. Torsions of connections on higher order tangent bundles, Annales
UMCS Lublin, 55, 2001, 15–22

20. Dubrovin, B.A., Novikov, S.P., Fomenko, A.T. Sovremennaja geometrija: Metody i priloženija,
Nauka, Moskva, 1986

21. Eck, D.J. Product-preserving functors on smooth manifolds, J. Pure Appl. Algebra, 42, 1986,
133–140

22. Ehresmann, C. Extension du calcul des jets aux jets non-holonomes, C.R.A.S. , 239, 1954,
1763–1764
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43. Kolář, I. Affine structure on Weil bundles, Nagoya Math. J., 158, 2000 , 99–106
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Abstrakt. Řada úloh technické praxe je založena na teoretických výsledćıch variačńıho
počtu a má jasný geometrický charakter. Habilitačńı práce studuje některé souvislosti difer-

enciálńı geometrie a variačńıho počtu právě s přihlédnut́ım k aplikaćım. Variačńı počet na
varietách vycháźı z teorie jet̊u a jetových prostor̊u.

Abstract. A number of problems of technical realizations is based on the theoretical
results of the calculus of variations and has a clear geometrical character. Some relations

between differential geometry and the calculus of variations with respect to applications are
studied in the dissertation. Variational calculus on manifolds follows up the theory of jets and

jet bundles.
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