Vysoké uceni technické v Brné
Fakulta strojniho inzenyrstvi

Mgr. Miroslav Kures, Dr.

NEKTERE SOUVISLOSTI
VARIACNIHO POCTU
A DIFERENCIALNI GEOMETRIE
7Z HLEDISKA APLIKACI

SOME RELATIONS BETWEEN
VARIATIONAL CALCULUS
AND DIFFERENTIAL GEOMETRY
FROM THE APPLICATIONS
POINT OF VIEW

Zkracena verze habilitacni prace

VUTIUM

Brno 2003



Klicova slova. Varia¢ni pocet, diferencovatelné variety, jety, bandly rychlosti.

Key Words. Variational calculus, differentiable manifolds, jets, bundles of
velocities.

Misto ulozeni prace. Oddéleni pro védu a vyzkum Fakulty strojniho in-
zenyrstvi Vysokého uceni technického v Brné.

ISBN 80-214-2313-7
ISSN 1213-418X
(©Miroslav Kures



OBSAH

Predstaveni autora habilita¢ni prace

Uvod

1. Variac¢ni pocet a diferencialni geometrie
1.1. Jednorozmérné varia¢ni tulohy

1.2.  Vicerozmérné varia¢ni tlohy

1.3. Variac¢ni ulohy vyssiho radu

1.4. Hladké variety

1.5. Tenzorova pole na varietach

2. Ukézky aktualni problematiky aplikaci

2.1.

Problém tii téles
2.2.  Miniméalni plochy v hydrodynamice
3. Moderni geometrické struktury souvisejici s variaénim poctem
3.1. Jety a jetové prostory
3.2. Konexe
3.3. Lagrangidany na bandlu rychlosti
3.4. Lagrangidny na jetovém prodlouzeni fibrované variety
3.5. Diferencialni operatory a lagrangidny vyssiho radu
3.6. Legendrova transformace
4. Vybrané sméry souc¢asného vyzkumu
4.1. Prfirozené afinory a obecné torze
4.2. Zobecnéné jety
4.3. Weilovy algebry v diferencidlni geometrii
4.4. Dotykové elementy
Zaver
Literatura



Piedstaveni autora habilitaéni prace

Predkladatel habilita¢ni prace Mgr. Miroslav Kures, Dr. se narodil v roce
1965 v Usti nad Labem. V roce 1988 ukongil vysokoskolské studium oboru Matema-
ticka analyza na P¥{rodovédecké fakulté Univerzity Jana Evangelisty Purkyné v Br-
né, predlozil diplomovou praci Posloupnosti a kombinatorické struktury. V letech
1991-1995 dale absolvoval doktorské studium oboru Geometrie u Prof. RNDr. Ivana
Kolafe, DrSc. na Piirodovédecké fakulté Masarykovy univerzity v Brné, v jehoz
ramci zpracoval doktorskou diserta¢ni praci Connections on Cotangent Bundles.

V letech 1990-1992 pracoval autor prace jako vyzkumny a vyvojovy pracovnik
v sektoru civilniho letectvi, a to na Vyzkumném tstavu dopravnim v Ziliné (pra-
covisté Brno) a u Ceské spravy letist Praha. Od roku 1992 pracuje jako vysokoskol-
sky pedagog na Ustavu matematiky Fakulty strojniho inzenyrstvi Vysokého uceni
technického v Brné.

Miroslav Kures se ve své védecké préaci zaméiuje na diferencidlni geometrii, jeji
aplikace, varia¢ni pocet a metody komutativni algebry. Podilel a podili se mj. na
feseni techto projekti: grant GACR 201/93/2125 Fibrované prostory a geometrické
operatory, grant GACR 201/96/0079 Geometrie fibrovanych prostori, grant GACR,
201/99/0296 Diferencialni geometrie vyssiho fadu, grant GACR 201/02/0225 Pro-
dluzovéani geometrickych struktur. V letech 1999—-2000 byl hlavnim fesitelem grantu
GACR 201/99/P065 Prostory rychlosti vysstho fddu. Spolupracuje s brnénskou
skupinou diferencidlnich geometru a s nékolika zahraniénimi pracovisti (Krakov,
Murcfa, Lublin). Ptivodni védecké publikace publikuje ve vyznamnych matematic-
kych ¢asopisech (Czech. Math. Journal, Irish Math. Soc. Bull., Contemp. Math.,
Rend. del Circ. Matem. di Palermo, Public. Math., Arch. of Mech. a dalsf).

Pedagogicka ¢innost je soustifedéna zejména na vyuku premétu Matematika I1T
a Matematika IV pro obor strojni inzenyrstvi a na vyuku varia¢niho poctu a ap-
lika¢nich vyvojovych systému pro obor matematické inzenyrstvi; ddle pak na vedeni
diplomovych praci magisterského studia. Pfedkladatel prace je predsedou celostatni
odborné hodnotici komise Stredoskolské odborné ¢innosti pro obor Matematika a
matematickd informatika.

Miroslav Kures je zenaty; s rodinou Zje ve Slapanicich u Brna. S manzelkou
Miroslavou mé tii dcery: Bernadetu, Annu a Tamaru.



Uvod

Prvnim zamérem predlozené prace je dokumentovat roli varia¢niho poctu a
diferencidlni geometrie ve fyzikalnich a fyzikalné-technickych tdlohach. Vybér vy-
stupti téchto matematickych disciplin je samoziejmé do znacné miry subjektivni.
Uvadime zde:

A. Newtonovy pohybové rovnice pro ¢dstice v potencidlnim silovém poli (Pii-
klad 1.1.1)

B. Rovnice geodetik (Ptiklad 1.1.2)

C. Maxwellovy rovnice elektromagnetického pole (Piiklad 1.2.1)

D. Einsteinovy rovnice gravitaéniho pole (Pitklad 1.2.2)

E. Singuldrn{ lagrangidny vysstho fadu kvantové teorie (Piiklad 1.3.1)

F. Lagrangidny vyssiho fadu Podolského formalismu teorie elektromagneti-
ckého pole (Priklad 1.3.2)

G. Trubicové plochy, jejichz fidicimi kiivkami jsou uzly (aplikace v biochemii,
chemii a statistické mechanice) (Pfiklad 1.4.1)

H. Problém tif téles, orbity (Odstavec 2.1)

I. Hydrodynamické viny (Odstavec 2.2)

J. Konfigurace pruzné tyce (Ptiklad 4.1.1.)

K. Schrédingerova konexe (konexe vysstho fadu) (Clének [63])

Reseni téchto a celé fady obdobnych tloh je v zdsadé zalozeno na variaénim
poctu, matematické discipling, kterd se zabyva vySetfovanim extrému funkciondlu,
zejména téch, které predstavuji popis néjaké geometrické ¢i fyzikdlni situace. (Pte-
snéji feceno jde o nalezeni funkce vytvérejici spolu s nezdvisle proménnou a svymi
derivacemi integrand urcitého integralu, a sice takové, aby tento integral nabyval
své miniméln{ nebo maximéln{ hodnoty.) Zfejmy je ovéem i geometricky charakter
uloh: extrém funkciondlu je realizovan kiivkami ¢i plochami. Tyto objekty studuje
diferencidlni geometrie, a to za uziti metod matematické analyzy. Moderni dife-
rencidlni geometrie pak vychazi z obecného pojmu variety (zahrnujictho klasické
kiivky i plochy) a prominentni roli v ni hraji jety a jetové bandly nad varietami.
Ty jsou pak velmi vhodnym zdkladem pro elegantni formalismus varia¢niho poc¢tu
na zakfivenych prostorech.

Prace se rovnéz pokousi postihnout podstatu vztahu varia¢niho poctu a diferen-
cialni geometrie, a to z pohledu soucasného stavu teorie. Od tieti kapitoly se proto
podrobné zabyva modernimi strukturami diferencialni geometrie souvisejicimi s va-
ria¢nim poctem. Puvodnim védeckym pfispévkum autora je pak vénovana kapitola
pata, sestavend z ¢lanku prevazné jiz publikovanych. Podrobnéji se o struktute a
zdrojich jednotlivych kapitol zminuji poznamky uvedené vzdy na jejich zaveér.

Pokud jde o stru¢né zhodnoceni stavu problematiky z matematického hlediska
a pfinosu autora k teorii, 1ze konstatovat nasledujici skute¢nosti:

1. Geometrické objekty jako vektorovd a tenzorova pole, formy, metriky,
konexe, dotykové elementy, apod., jsou v modernim pojeti uvazovany jako
fezy fibrovanych bandli. Teorie jeti rozpracovand Ehresmannem v 50.
letech minulého stoleti se ukazala byt nejen efektivnim aparatem v reseni
problému teorie parcialnich diferencidlnich rovnic, variaéniho poc¢tu, teorie
singularit, mechanice vyssiho fadu a dalsich disciplin, ale hraje mimoradné
vyznamnou roli v teorii pfirozenych bandlu a operatoru, ktera, zhruba
feCeno, umoznuje klasifikaci geometrickych objekti.
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2. Siroce uznavanou zékladni praci o geometrickém piistupu k variaénimu
poctu, zejména k hamiltonovskému formalismu, je vice nez Sedesatistran-
kovy ¢lanek Goldschmidta a Sternberga [30] z roku 1973. Pokud jde
o variacni problémy vyssiho Fadu, jsou Goldschmidtovy a Sternbergovy
vysledky (dle ndzoru a védomost{ autora) déle rozpracovdny v obecném
piipadé nejduslednéji Kolafem (napi. [41], [42], [49], [61]), Koldfem a
Hordkem ([34]) a Krupkou (napfi. [57], [58]). Jde tedy o brnénsky (brnén-
sko-opavsky) vyznamny piispévek ke geometrii vyssiho fddu a variaénim
problémum; piimo ¢i nepiimo se na ném podileli a podileji dale napft.
Doupovec, Janyska, Krupkova, Slovak, Tomas, Vondra.

3. Problematika variacniho po¢tu motivovana predevsim mechanikou je stu-
dovana na fadé dalsich svétovych pracovist. Uvedme alespoil jména Fer-
raris, Francaviglia, Garcia, Mufioz, Saunders, Sniatycki, Trautman, Tul-
czyjew. Zajimavou, specialnéjsi, avSak prehlednou a pro aplikace v fadé
pripadu postacujici alternativou k vyse uvedenému obecnému piistupu je
piistup de Ledéna a Rodriguese (napf. [10], [11]), ktery studuje formalis-
mus varia¢niho po¢tu na bandlech rychlosti vyssiho fadu.

4. Autor se ve ¢lancich zafazenych do této prace snazi navazat jak na vysledky
pristupu 2., tak na nékteré vysledky piistupu 3. Detailnéji se zafazeni au-
torovych praci do kontextu aktudlniho vyzkumu vénuje ¢tvrta kapitola
préace.



1. Variaéni pocet a diferencialni geometrie

1.1. Jednorozmeérné variaéni dlohy

Uvazujme realnou pifmku R se soutadnici « a redlnou vektorovou funkei (y!(x),
.., y™(x)), kterou budeme zkrdcené zapisovat y?(x). Predpokldddme, ze y7(zx) je
spojité diferencovatelnd pro = € (a, b).
Uvazujme déle funkcional zavisly na kiivkdch vyjadfitelnych v explicitnim
tvaru v R7H!

b
7 :/ L(z,y?,y"")dz,

a hledejme mezi nimi kiivku ¢ prochdzejici pevnymi body A = [a,a?], B = [b, 5]
a realizujici minimum tohoto funkciondlu. L je pfitom dana realna funkce 2n +
1 proménnych s parcidlnimi derivacemi dostatetného fadu (v klasickém pojeti se
predpokladd existence parcidlnich derivaci nejméné do féddu 4, srv. [27]). Plati:

Eulerova véta 1. Jestlize funkciondl T = f; L(z,y7,y°")dx nabjvd mezi vsemi
spojité diferencovatelngmi kiivkami prochdzejicimi body A = la,a’],B = [b,37]
minima pro néjakou krivku ¢: y® = y°(z), pak je podél krivky ¢ splnéno n obycejnych
diferencidlnich rovnic 2.7ddu

OL d ( OL
dy®  dx 0y°'

s okrajovymi podminkami y(a) = a%, y(b) = B°.
Ptipomeneme zékladni terminologii. Funkcional Z se nazyvéa akce. Rovnice
;yLﬂ — %(8‘%,) = 0 se nazyvaji Eulerovy rovnice (téz Eulerovy-Lagrangeovy rovnice).
Reseni Eulerovych rovnic jsou kiivky nazyvané staciondrni krivky (téz extremdly
nebo kritické krivky) funkciondlu Z. Funkee L(z,y7,y°’) se nazyvé lagrangidn. Déle,

)=0

energif rozumime funkci £ = E(z,y%,y°") = y"’a‘?ﬁ/ — L, impulsem rozumime 1-
formu p, = % a silou rozumime 1-formu f, = gyL,,. Eulerovy rovnice muzeme

psat nyni ve tvaru

péf = fo-
Lagrangian je nejednozna¢ny v tom smyslu, ze dva riizné lagrangisny L, L lisici
se o totalni derivaci néjaké funkce f(z,y?), tzn. L = L + %, vedou ke stejné

Eulerové rovnici. V diisledku toho jsou nejednoznaéné energie a impuls, kde £ =
g %fy’) 5 4+ 0f=y7)

orx  »Pp = Pp oyP
e L
v’ o« ’ - .z v s s aylraylr " aylloyn/
V piipadé regularniho lagrangidnu, tzn. spliujictho ya-z;-Ly ya~2--Ly #0
Sy ayll T BynTayn’

je mozno pomoci Legendrovy transformace prejit k hamiltonovskému formalismu.
Energii E' lze totiz pak vyjadrit jako funkci proménnych z,y?, p,, kterou znacime
H = H(z,y°,py,) a nazyvame hamiltonidn. Eulerovy rovnice lze potom ztransfor-
movat na soustavu 2n obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic 1.fadu

OH Opo
oy o
oH 0y
dpy Oz’

nazyvanou kanonické rovnice (téz Hamiltonovy rovnice).
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Priklad 1.1.1. Newtonovy pohybové rovnice. Pro lagrangidn L = 5" (y')? —

Uy?) je fo = *59;{, a p, = my?. Obdrzime Eulerovy rovnice
Po = Io
ve tvaru
ou
my®" = — ’
Y ((TUU

coz jsou Newtonovy pohybové rovnice ! pro éastice hmotnosti m v potencidlnim
silovém poli f = —grad U, znamé z klasické mechaniky; n byva obvykle rovno 3.
Cérka znaci derivovani podle z, které hraje roli Gasu. (Ve fyzikalnich textech se
castéji pise tecka misto ¢arky a ¢t misto x.)

Priklad 1.1.2. Geodetiky. Hledani geodetik je na rozdil od predchoziho ptikladu
¢isté geometrickou zalezitosti nevyzadujici zadné fyzikalni veli¢iny. 2 x zde hraje roli
parametru v parametrickém vyjadieni kiivek. Pfedpokldddme o, p,7,v = 1,....,n
a uvazujeme funkce ¢,,(y") takové, ze matice (go,) je pozitivné definitivni (tyto
funkce urcuji tzv. riemannovskou metriku g, viz dale 1.5). Ozna¢me ¢?” funkce
nélezejici matici inverzni k (g,,). Pro lagrangidn L = $g,,y°'y"" je fr = 1 ag"p y7 'y’
a Do = Yopy” . Eulerovy rovnice

P/T = fT
mame ve tvaru
agﬁ"' ol _ 1ag0P ol p/
oy° 2 Oy7

Protoze ale g"?g,, = d, (Kroneckerovo delta), dostdvame

Y gor + 4P -

dg 10g
vl TU pT _ —ZIopN, ol p! _ 0
y" + g 2y 20y Yy
Rozepsanim
TU 69;07' ol, p! 1 ol, pl TU a90'7' agp‘r
95, VY 2yyg(ayp 3y‘7)

a dosazenim pravé strany pak dostdvame
yv// + vgpyo/yp/ =0,
kde

vy = g (3gm 99pr 3gap)'
2 oyP oy’ oy
V4, jsou funkee urcujict tzv. Levi-Civitovu konexi odpovidajici metrice g. Posledni
rovnice je rovnice geodetik zndmé z diferencidlni geometrie a soucasné, jak jsme
ukéazali, Eulerova rovnice pro stacionarni kiivky funkciondlu Z.

1Newtonovy pohybové rovnice predstavuji specidlni ptipad Hamiltonova principu nejmensi
akce. Ten je pak precizaci Maupertuisova vyroku z roku 1744, ze kazdy déj v prirodé probiha tak,
Ze urcitd veli¢ina, nazyvana akci, je minimé&lni.

2Poznamenejme, ze ve vétsiné klasickych ucebnic se vyskytuji pouze odvozeni geodetik na
roving, sféfe a kruhovém valci; tyto ptiklady jsou v podstaté trividlni. Analyticky lze totiz vyftesit
rovnice geodetik pouze v fidkych ptipadech. Zajimavéjsim piikladem jsou geodetiky na kuzelové
plose, viz [68].



Obr.1.1.Geodetika na kuZelu

Rada pifkladi je ddle uvedena v autorové skriptu [68]. Tam je mozno nalézt i
klasickou tlohu o brachistochroné, povazovanou za nejstarsi ilohu varia¢niho poctu.
Poprvé ji vytesil Bernoulli v roce 1696 a tento rok byva proto oznacovan za rok
vzniku varia¢niho poctu.

1.2. Vicerozmérné variaéni ulohy

Uvazujme m-rozmérny euklidovsky prostor R™ se soufadnicemi z?!,...,z™

a redlnou vektorovou funkei (y'(z!,...,2™),...,y"(x!,...,2™)), kterou budeme
zkrdcené zapisovat y°(x'). Piedpokldddme, 7ze y°(x) je spojité diferencovatelnd
pro z € D, kde D je jednoduse souvisla oblast s kladné orientovanou hranici §.
Predpokladdme déle, Ze hodnoty funkce y jsou na hranici § piredepsany a hleddme
minimum tohoto funkciondlu. Navic opét pro jednoduchost predpoklddame, ze
uvazované nadplochy jsou vyjddfitelné v explicitnim tvaru. (Termin nadplochy zde
uzfvdme volné. V pifpadé n = 1 jde o skute¢né nadplochy v R™T1.) Platf:

Eulerova véta IL.Jestlize funkciondl T = [--- [, L(z",y, g“{ Ydzt ... dz™
nabyvd mezi vsemi spojité diferencovatelnymi nadplochami s pevnou hodnotou na 0
minima pro néjakou nadplochu €: y° = y°(2%), pak je podél nadplochy € splnéno n
parcidlnich diferencidlnich rovnic 2. fddu

(')_L_i((’)_L)_i(a_L)_m_i(a_L)_
dye  dx' 0oy7] dz? "0y, dx™ oysh’

pri soucasném splnéni uvedené okrajové podminky.

Priklad 1.2.1. Mazwellovy rovnice elektromagnetického pole. Rovnice elektro-
magnetického pole jsou Eulerovy rovnice pro funkciondl T = Iy + I, + Iy,
ktery nyni popiseme. Z,, je ta ¢ast akce, ktera zavisi pouze na ¢asticich. Je roven
- > mec f: dl, kde m je hmotnost Castice, ¢ rychlost svétla, soucet se bere pres
v8echny ¢astice pohybujici se v poli a integral f; dl je podél kiivky v R* spojujici
pocatecni a koneéné polohy a casy castice, [ je délka oblouku. Z; je ta ¢dst akce, ktera
zavisi pouze na vlastnostech pole. Vlastnosti pole jsou charakterizovany vektorovym
polem, jehoz komponenty A;, i =0, ..., 3, zavisi na ¢ase a poloze. Oznatme ¢ jeho
casovou slozku Ay a A vektorové pole tvorené pggstorovymi slozkami Aq, As, As.

i

Napéti elektrického pole E je definovdno £ = —+ 5 — grad ¢. Napéti magnetického
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pole H je definovéno H = rot A. Pak Z; = a [ 2(E? — H?)d'z, kde H? a E? jsou
skalarni kvadraty H a FE, a je néjakd konstanta a integral se bere pfes vSechny
prostorové soufadnice a pies ¢asovou soufadnici 2° mezi dvéma danymi pevnymi
body. Konec¢né Z,,s predstavuje tu cast akce, ktera popisuje interakci ¢dstic a pole.
Tg = =% Ik Apdz® | kde e je parametr charakterizujici vzajemné piisobeni pole
a Céstice a soucet se bere pfes vSechny ¢éstice pohybujici se v poli. Oznacime-li p
funkci hustoty ndboje a j vektor toku, j* = p%, Eulerovy rovnice funkcionalu 7
dévaji 3 druhou dvojici Maxwellovych rovnic elektromagnetického pole

10FE 4w
tH = —J
ro c ot + ¢’
divE = Admp,
zatimco prvni dvojici
10H
tEF = ———
o c Ot
divH = 0

lze odvodit snadno z definic £ a H.

Priklad 1.2.2. FEinsteinovy rovnice gravitacniho pole. Oznaéme opét 20 éasovou
a x', 22,23 prostorové soufadnice, pfedpoklddejme, Ze je zaddna riemannovskd
metrika g a ze V je ji odpovidajici Levi-Civitova konexe. Rovnice gravita¢niho
pole obdrzime jako Eulerovy rovnice pro funkciondl Z = [ RdS, kde R je skaldrni
kiivost definovana

R = gUpRapa

kde g?” jsou slozky metriky a R, slozky tzv. Ricciho tenzorového pole, o némz po-
jedname v 1.5, d2 = \/—gd*z je standardni objemova forma, integral se bere pies
vechny prostorové souiadnice a pies éasovou soufadnici 2° mezi dvéma danymi
pevnymi body. *

Poznamenejme jesté, ze vyznamnym geometrickym pfikladem vicerozmérnych
varia¢nich tloh jsou minimélni plochy, o nichz pojedname podrobnéji v 2.2.

1.3. Varia¢ni tulohy vyssiho fadu
Ve stejné situaci jako v 1.2 nyni pfedpokladdme, ze redlna vektorova funkce
y?(z*) md pro x € D spojité derivace az do Fddu r. Uvazujeme tedy funkciondl

O' a’l”yg 1
T = Y it e
/ / ’y’az’ P e v

a hleddme nadplochy realizujici jeho minimum. Hodnoty funkce a derivaci az do
fadu r — 1 jsou na hranici § jsou pevné predepsané. Plati:
- . . . 0 9"y’
Eulerova véta IIL. Jestlize funkciondlZ = [ --- [, L(a",y°, 81, R awrrard)
dz'...dz™ nabyvd mezi viemi spojité diferencovatelnymi nadplochami s pevnou

hodnotou na § a s pevnou hodnotou derivaci az do Tddu r — 1 na 6 minima pro

3ponékud zdlouhavé technickd tprava je podrobné napi. v [20]
4Dalsf upravy funkcionalu a Eulerovych rovnic jsou jiz v pfimé vazbé na obecnou teorii
relativity, proto zde od nich upoustime.
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néjakou nadplochu €: y° = y°(x*), pak je podél nadplochy € splnéno n parcidlnich
diferencidlnich rovnic radu 2r

oL d , 0L d , OL d , OL
o o) @ o) T e ()
d? oL d? oL d? oL
daldzt (8yg{’$1 )+ dxldz? (ayg{{rz) Tt dx™dz™ (ayg:,éxm )+
L oL L oL
(=1) dxl...dxl(ayU(T) £+ (2D d:cm...dxm(aygfrf')“zm)zo

zl.. .zl
pri soucasném splnéni okrajovych podminek.
Priklad 1.3.1. Kvantovd teorie a singuldrni lagrangidny. Lagrangidany vyssiho
Fadu se vyskytuji napt. v kvantové teorii. V piipadé singuldrnich lagrangianiu hraje
vyznamnou roli Diracova teorie; v souvislosti s Diracovou domnénkou o kalibracni
invarianci hamiltonovské mechaniky se v [74] prévé v souvislosti s kvantovou teori{
studuje lagrangian
N
L=> ("W = @) V@) + 'y,
s=1
Priklad 1.3.2. Podolského formalismus. V teorii elektromagnetického pole vy-
chézi tzv. Podolského formalismus, viz [11], z lagrangidnu druhého faddu

oyt 9%yl
L(xz7yl‘7ia yj )7
77 0zk’ Oxk ozl
i,7,k,1=0,1,2,3 (tzn. vlastné ¢ = 1,...,16).

1.4. Hladké variety

Doposud jsme sledovali zobecnovani teorie vzhledem k poctu nezavisle promén-
nych vektorové funkce a vzhledem k fadu derivaci této funkce. Z geometrického
hlediska i z hlediska aplikaci je vyznamna dalsi expanze teorie na prostory, které
se lokalné jevi jako zakfivené, globdlni charakter vSak predstavuje novou kvalitu;
nazyvaji se variety. Pojem variety pfedstavuje ve své podstaté zobecnéni procesu
kartografizace zemského povrchu, ktery poprvé matematicky popsal Gauss. Zemsky
povrch, tedy dvojrozmérnou sféru (kterd je piikladem variety), lze vhodné zobrazit
mapami uspofadanymi do atlasu, avSak zobrazit ji vérné jako celek na jedinou
mapu nelze. Nize uvedend definice variety sleduje tuto ideu a predstavuje vyznamné
zobecnéni kiivek a ploch studovanych v klasické diferencialni geometrii.

Vezmeéme libovolnou mnozinu M. (Hladkym) atlasem A na M rozumime mno-
zinu dvojic (U,,¢,), t € I (I je néjakd indexovd mnozina) spliujici:

(i) U, je podmnozinou M a U U, = M

(ii) ¢,: U, — R™ je bijekei mezi U, a otevienou mnozinou ¢,(U,) v R™

(iii) Zobrazenf ¢, : ¢, (U, NU,) — ¢.(U, NU,) je hladkym izomorfismem

pro kazdou dvojici indexu ¢, k.

Topologie na M se zavede tak, aby U, byly oteviené. Dvojice (U,, ¢,) se nazyvaji
mapy nebo souradnicové systémy. Mapa (U, ¢) je kompatibilni s atlasem A, je-li
AU (U, ¢) opét atlasem na M. Mnozina M spolu s atlasem obsahujicim vsechny
s nim kompatibilni mapy se nazyva m-rozmérnd hladkd varieta, ¢islo m se nazyva
dimenze variety M. Pro (U,¢) € A ap € U je mapa ddna m funkcemi ¢!, ..., ¢™,
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¢ast&ji zapisovanymi ' (p),...,z™(p) nebo jen z¢ (i = 1,...,m), které se nazyvaji
lokdlni soutadnice.

Obr.1.2. Mapy variety

Trebaze formalné to neni nutné, obvykle se a priori predpoklada, ze M je Haus-
dorffav parakompaktni topologicky prostor a dimenze M je konstantni a kone¢n4.
Takto budeme chépat rovnéz variety v tomto textu. Hladkost vSech struktur, tzn.
diferencovatelnost tifdy C°, je jen jistym komfortem pro budovéani teorie, nebot
staci vzdy diferencovatelnost tiidy C? pro néjaké p € N.

Necht M je varieta, z° néjaké lokaln{ souradnice na M a xo € M bod. Uvazujme
diferencovatelné funkce v zq; jejich diferencidly v xy zapiseme v lokalnich soutrad-
nicich of
Tyto diferencidly vytvdreji redlny vektorovy prostor, ktery znacime T, M; dz', ...,
dz™ je jeho baze. Prvky T; M se nazyvaji kovektory v xo (téz kovariantni vektory).
Duélni vektorovy prostor k Ty M oznacime T.,, M a prvky Ty, M se nazyvaji vektory
s pocdtkem v xo (nebo kontravariantni vektory). Uvazujme sjednocent

M= | ) Ty M.
xeM
Na T*M je prirozené definovana topologie a struktura hladké variety: ke kazdému
lokélnfmu soufadnicovému systému x° na M mizeme piitadit indukovany lokalni
soufadnicovy systém na T* M, kdyz za souradnice prvku r € T*M vezmeme soutad-
nice x! a slozky p; linedrn{ formy vzhledem k lokalnimu soufadnicovému systému.
T* M se nazyva koteény bandl variety M. Analogicky obdrzime teény bandl variety
M
TM = U T, M,
zeM
kde indukované soufadnice zna¢ime obvykle .

Obecnéji, fibrovanou varietou rozumime trojici (Y, 7, M) (obvykle zapisovanou
m:Y — M nebo jen Y — M &Y, jeli m, resp. M z kontextu ziejmé), kde Y a
M jsou hladké variety a 7: Y — M surjektivni submerze. (Zobrazeni f: M — M
je submerze, jestlize pro vSechna x € M je hodnost T, f: T, M — Tf(w)M rovna
dim M.) Rezem fibrované variety rozumime hladké zobrazeni v: M — Y spliujici
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m o7y = idy. Mnozinu vsech fezl fibrované variety 7: Y — M znacime C*Y.
Déle, pro € M je mnozina 7~ !(z) podvarietou Y a nazyvame ji fibr nad x.
Morfismem fibrovanijch variet pak rozumime takové hladké zobrazeni mezi dvéma
fibrovanymi varietami, které zobrazi fibry na fibry. Teény a kotetny bandl jsou
pifklady fibrovanych variet (TM =Y, resp. T*M =Y).

Priklad 1.4.1. IdedInd uzly. Zhruba feceno, uzly jsou uzaviené prostorové kiivky,
které nelze deformovat na kruznici. Mezi trubicovymi plochami s konstantnim
polomérem, jejichz osy predstavuji pravé uzly néjakého pevného typu, lze hle-
dat takovou, kterd mé pii daném objemu vnitiku ji vymezeného nejmensi mozny
povrch. Témto plocham se #ka idedlni uzly. Idedlni uzly predstavuji netrividlni
pifklad dvourozmérnych variet s globalnimi vlastnostmi velmi odlisnymi od R2.
Uloha nalezeni idedlnich uzli je formulovana variacné, je vsak mimoradné naroéna
a jeji analytické feseni dosud zndmo neni, viz napt. [38]. Uzly popisuji fadu redlnych
biologickych a chemickych struktur: mj. molekulové fetézce DNA a fullereny; déle
predstavuji modely ve statistické mechanice, apod.

Obr.1.3. P¥iklad variety — trubicovd plocha, jejiZz osou je sloZity uzel.

1.5. Tenzorova pole na varietach

Dalsim ptikladem fibrovanych variet jsou bandly

é)T*M ® éTM.

(V piipadé symetrického, resp. antisymetrického tenzorového soucinu piseme (),
resp. A\, misto &.) Rezy téchto bandli jsou (p, q)-tenzorovd pole; (0, 0)-tenzorova
pole jsou funkce, (1,0)-tenzorova pole jsou wvektorovd pole a (0, 1)-tenzorové pole
jsou I-formy. (Rozlidujeme tedy terminologicky tenzorové pole a tenzor, resp. vek-
torové pole a vektor, resp. 1-formu a kovektor.) Mnozinu vSech vektorovych polf
na M budeme znagit X ;. (0, g)-tenzorova pole muzeme chapat jako g-linedrni zo-
brazeni z X s X - - - X Xpr do R; podobné, (1, ¢)-tenzorové pole muzeme chapat jako
g-linedrn{ zobrazeni z Xy X - -+ x Xpy do Xy, viz [40].

(1, 1)-tenzorové pole se Casto nazyva afinor; jak bylo uvedeno, lze ho chapat
jako linedrni zobrazeni z X, do X (pfipadné v kazdém bodé x € M jako linedrni
zobrazeni z T, M do T,,M)

(0, 2)-tenzorové pole g, které pro viechna X,Y € X, spliiuje
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(i) g(X,X) >0, pficemz g(X, X) = 0 prave, kdyz X =0
(ii) 9(X,Y) = g(¥, X),
se nazyva riemannovskd metrika na M; v lokdlnich soufadnicich se slozkami g;; =
(55 57)-
Zobrazeni V: X s x Xpr — X s vlastnostmi
(i) Vx(Y+2)=VxY +VxZ
(ii) Vx(fY) = (X/)Y + fVxY

(iii) VX+YZ =VxY +VxZ

(iV) foy = fVXY
(pro vsechna X,Y,Z € Xj; a vSechny hladké funkce f na M; piSeme zde VxY
misto V(X,Y)) se nazyvé klasickd linedrni konexe na M, v lokélnich soufadnicich
V uréime specifikaci V% % = ;k(x)%, tzn. zadanim funkel V;k(x), které se
nazyvaji Christoffelovy funkce. Protoze V nenf vzhledem k funkcim homogenn{ (ve
své druhé slozce, viz (ii)®), nejde o (1,2)-tenzorové pole. Mame-li oviem dvé klasické
linearni konexe Vi, Vo na M, jejich rozdilové zobrazeni Vis: Xpr X Xy — Xy,
ViexY = VixY — VaxY je (1,2)-tenzorovym polem, dokonce takto lze obdrzet
libovolné tenzorové pole tohoto typu.

Piipomenime, Ze pro dvé vektorovd pole X,Y € Xj; se soufadnicemi X*(z),
resp. Y(x), je definovand jejich (Lieova) zdvorka [X,Y] jako vektorové pole na
M se soufadnicemi Xj‘g—?;; — Yj%—f;. Zobecnénim zavorky vektorovych poli je
tzv. Frolicherova-Nijenhuisova zdvorka, zobrazujici antisymetrické (1, g1 )-tenzorové
pole U a antisymetrické (1, ¢gs)-tenzorové pole V' na antisymetrické (1,q1 + ¢2)-
tenzorové pole [U, V], podrobnéji viz [53].

(1,2)-tenzorové pole V: X X Xpy — X definované

T(X,Y)=VxY —VyX —[X,Y]

(pro vSechna X,Y € Xy, kde V je linedrn{ konexe na M) se nazyva torze linedrni
konezre V na M. Lokalni soufadnice torze jsou

i i i
T = Vir — Viy-

(1, 3)-tenzorové pole R: Xy x Xpr X Xpr — Xy definované
R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ ~Vxyv|Z

(pro vSechna X,Y,Z € X, kde V je linedrni konexe na M; piseme R(X,Y)Z
misto R(X,Y, Z)) se nazyva krivost linedrni konexe V na M. Lokélni soufadnice
kfivosti jsou

i % _ 9 ;‘l + Vi m _ \7i m
T = g Ok jm VKl km Yl
Dale, (0,2)-tenzorové pole se slozkami Ry, = RY,, predstavuje Ricciho tenzorové

pole zminéné v 1.2.

Zabyvejme se nyni vektorovymi poli. Rekneme, ze kiivka v: I — M (I C R
otevieny interval, I 5 0) je integrdlni kiivkou vektorového pole X € X s poédtecnt
podminkou xog € M, jestlize

Y'(t) =X((t) vtel,
’V(O) = Zg.

5¢zv. Leibnizovo pravidlo
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Déle tekneme, ze Y € Xras je semisprej (téz vektorové pole 2. Tddu nebo difer-
encidlni rovnice 2. 7ddu), jestlize pro kazdou jeho integralni kiivku 3 plati

(mB) = B.
V lokélnich soufadnicich to znamend nésledujici. Piedpoklddejme, ze z?,y® jsou
lokalni souradnice na T'M a ozna¢me u’, v* indukované souradnice na 11" M. Souiad-
nice vektorového pole Y € X obecné jsou

u' = U'(ad,y’)
v pifpadé, ze Y je semisprej, pak je U(x/,y7) = y'. Je-li Y € X7ps semisprej a
~v: I — M Xkfivka, fekneme, Ze ~y je geodetikou vzhledem k'Y, pokud v': [ — TM

je integralni kiivkou vektorového pole Y.
Rekneme, ze semisprej je homogenni stupné m, jestlize plati
Vi, ay’) = a™Vi(x?,y7) VaeR.

(Nékdy se predpoklddd platnost pouze pro a # 0, coz vede k tomu, Ze je nutno déle
pracovat na bandlu TM s vylou¢enym nulovym fezem.) Kvadraticky homogenni
semisprej (tj. semisprej, ktery je homogenn{ stupné 2), nazyvdame sprej. K tomuto
pojmu lze dospét i takto. Oznacme C' € Xpps tzv. Liouvilleovo vektorové pole,
jehoz soufadnicové vyjadieni méd tvar Ui(x?,y7) = 0,Vi(z?,y7) = y'. Odchylkou
semispreje Y € Xy rozumime vektorové pole Y* € X1y definované Y* = [C, Y] —
Y. Sprejem pak je Y pravé tehdy, je-li jeho odchylkou Y* nulové vektorové pole.
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2. Ukazky aktualni problematiky aplikaci
2.1. Problém t¥i téles

Problém tif téles hraje velmi vyznamnou roli v moderni analytické dynamice,
nebeské mechanice a prostorové dynamice. Inicia¢ni tilohou nebeské mechaniky a
prostorové dynamiky je studium problému dvou téles, ktery je v podstaté vytresen
z hlediska matematického, astronomického i inzenyrského, viz [85]. ZvySeni poctu
participujicich téles ze dvou na tii je ovSem kriticky krok. Problém tii téles zustava
dodnes nevyfesen a lze konstatovat, ze chovani takového dynamického systému
neumime obecné popsat.

Omezengj problém ti téles® mizeme zformulovat takto: dvé télesa rotuji kolem
téleso (pfitahovdno obéma télesy, avSak neovliviiujici jejich pohyb) se pohybuje
v roviné rotace téchto dvou téles. Cilem je popsat pohyb tfetiho télesa, tzn. nalézt
feSeni kanonickych rovnic varia¢ni ulohy ¢ili urcit orbity tretiho télesa.

x

¥
.,

Obr.2.1. Problém t¥i té&les

Oznacime-li k¥ Newtonovu gravitacni konstantu, n thlovou rychlost rotujicich
téles, a, resp. b vzdalenost druhého, resp. prvniho télesa od pocatku soutradnic a
myq, resp. ms hmotnost prvniho, resp. druhého télesa, pak v rotujicim souradném
systému o soufadnicich x, y maji pohybové rovnice tietiho télesa tvar soustavy
dvou obyéejnych diferencidlnich rovnic druhého fadu (derivovani podle casu t)

my(x —b) n ma(x + a)

((z —b)2 +y2)3 ((I*a)2+y2)%)
miy may
—K +
(((w—b)2+y2)% ((x—a)2+92)%>
s pocdteénimi podminkami z(0) = zg, y(0) = yo, 2'(0) = z{, ¥'(0) = y{. Nalezeni
neznamych funkef x(¢), y(¢) je obtizné. Hleddme oviem orbity tietiho télesa, tzn.
chceme Fesit kanonické rovnice; jsme ale v situaci nezndmého hamiltonidnu H (¢, z, y,

" =2y —n’z = —k(

y”+2n:z:/fn2y —

presnéji: rovinny kruhovy omezeny problém tfi téles
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D,q), ktery musime zkonstruovat tak, aby zohledioval uvedenou soustavu difer-
encidlnich rovnic (p, g jsou soufadnice impulsu sdruzené s z, y).

V klasické Hamiltonoveé-Jacobiho integracni teorii se hamiltonidn vezme tak,
aby vyhovoval predpokladim

oH . OPH | PH_ 9H
opdp dqdq opdq ot

Ulohu hleddni fesen{ kanonickych rovnic lze pievést na hleddni tplného integralu
Hamiltonovy-Jacobiho rovnice, coz je parcidlni diferencialni rovnice prvniho fadu.
Analytické feseni Hamiltonovy-Jacobiho rovnice ovSem v uvedeném problému ne-
umime nalézt, protoze rovnice je neseparovatelnd.

V roce 1995 publikoval Michael E. Hough, [36], novou integra¢ni teorii umoznu-
jici nalézt orbity tfetiho télesa jinym zpusobem. Tato teorie je velmi piehledné
prezentovdna v praci Pavla Dostéla, [13], v niz je shrnuto celé matematické pozadi
problému a Houghuv ¢lanek, z matematického hlediska ponékud lakonicky, je nové
interpretovan. Podstatny je geometricky pfistup k problému integrace kanonickych
rovnic. Nejdiive je hamiltonian vybran tak, aby vyhovoval novym pfredpokladium

oH o PH _ PH
opdp dqdq Opdg

Nésledné je dokazéano, ze TeSeni ziskané soustavy parcidlnich diferencialnich rovnic
prvnfho fddu je uréeno dvéma integralnimi plochami v souradnicich (¢, z,y). Orbitu
lze tedy nalézt v prostoru (¢,z,y) jako kiivku predstavujici prunik téchto dvou
ploch.

V [13] pak je zdvérem uvedena aplikace nové teorie na klasicky Kepleruv
problém.

2.2. Minimalni plochy v hydrodynamice

Radou praktickych problémi je motivovan je i sou¢asny rozvoj teorie minimal-
nich ploch. Vyjdéme z klasického vysledku, jimz je rovnice minimdlni plochy, tzn.
ohrani¢ené plochy zadané explicitné jako funkce dvou proménnych z = z(x,y),
ktera ma mezi véemi spojité diferencovatelnymi funkcemi, jejichz hodnoty na hranici
jednoduse souvislé oblasti D jsou pevné predepsané, minimalni plosny obsah. Rovni-
ce ma tvar

12N\ 1 12\ 1 I A/
(1+ z; )zyy +(1+ 2y V2, — 22,225, = 0

Tuto rovnici splituje kromé roviny napf. helikoid 7, katenoid ® a Scherkova plocha
9

Thelikoid je jedind netrividlni minimdalni pfimkova plocha; lze ji vytvofit rovnomérnym
otacenim piimky, kterd se soucasné rovnomérné pohybuje ve sméru kolmém k ose otaceni

8katenoid je jediné rota¢ni minimdlni plocha, vznika rotaci fetézovky

9Scherkova plocha je jediné netrividln{ plocha, jejiz explicitn{ vyjaddieni z = f(z,y) lze rozlozit
do tvaru sou¢tu f(z,y) = g(z) + h(y)
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Obr.2.4. Scherkova plocha

Jako miniméln{ plocha se v praxi realizuje napf. mydlova bldna natazena na
dratové kontute. V klasické diferencidlni geometrii se minimdlni plocha definuje
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jako plocha s nulovou stfedni kiivosti, tzn.
1GL-2MF+ EN 0
2 EG-F? 7
kde E,F,G, resp. L, M, N jsou koeficienty prvni, resp. druhé diferencidlni formy
plochy, viz napf. [35]. Tato definice je §irs{; plati totiz, Ze plochy s nulovou stfedni
kiivosti, které lze vyjadfit explicitné ve tvaru z = z(x,y), spliuji vyse uvede-
nou parcidlni rovnici. Z pohledu fyziky, oddéluje-li hladkd plocha dvé prostiedi
v ustaleném stavu a znaci-li pp, resp. po, tlaky v téchto prostfedich, je stiedni
kiivost této plochy konstantni a je rovna H = h(p; — p2), kde h je koeficient povr-
chového napéti (Poissonuv teorém). Proto se za minimdaln{ plochy nékdy povazuji i
plochy s konstantni (tedy nejen nulovou) stfedn{ kfivost{. O minimélnich plochdch
pojednava fada monografii, uved'me napf. [26].

Dulezitou vlastnosti minimélnich ploch je jejich stabilita. Z fyzikdlniho hlediska
jsou stabilni plochy, jejichz tvar neni ovlivnén malou zménou vnéjsich vliva. Matem-
aticky o stabilité minimdlni plochy ve tvaru funkce spliujici rovnici minimalni
plochy rozhodneme na zakladé zjisténi, zda funkce skutec¢né realizuje lokalni min-
imum funkcionalu plosného obsahu, ¢i nikoliv. K tomu je obecné tieba technicky
naro¢né vysetfovani druhé variace. Ruznymi pifistupy k minimalnim plochdam, a
to z hlediska experimentu, diferencialni geometrie i variaéniho poctu, stejné jako
jejich stabilitou se podrobné zabyva prace [92] Zdenka Vlka. Skutecnost, Ze na
téze kontufe mohou byt realizoviny ruzné typy miniméalnich ploch, nékteré sta-
bilni, nékteré nestabilni, je vyjadfena mj. pozoruhodnym vysledkem Tuzilina a
Fomenka, ktefi{ zkoumali vlastnosti minimélnich ploch realizovanych na tzv. Dou-
glasové kontuie. Odvodili vétu, ze graf plosného obsahu takovych minimalnich ploch
v zavislosti na vzdalenostech horni, resp. dolni dvojice kruznic Douglasovy kontury
mé tvar vlaStovciho ocasu, tedy jedné z ploch znamych z teorie singularit, po-
drobnéji viz [92].

V hydrodynamice se studuji plochy nespojitosti, které se déli na tecné ne-
spojitosti a normalové nespojitosti. Tecné nespojitosti jsou dle teorie nestabilni,
viz napf. [73]. Plochy te¢nych nespojitosti jsou charakteristickymi plochami po-
tencidlové rovnice dvourozmérného staciondrniho proudéni

(¢ — 2P, + (* — ©)P)), — 20, ) =0,

kde ¢ je rychlost zvuku a ® potencidl rychlosti. Pozorovani ovSsem ukazala persis-
tenci (tedy stabilitu) vln predstavujicich pravé plochy teénych nespojitosti: tento
jev vysvétluje R.M. Kiehn ve svych v minulém desetileti publikovanych pracich
(napf. [39]) tim, Ze z mnoziny ploch te¢nych nespojitosti lze vybrat takové plochy,
které spliiuji rovnici minimalni plochy. Prestoze odpovidajici teoretické zduvodnéni
je zatim ve stadiu zrodu, lze jiz nyni dolozit podstatnou roli varia¢ntho poctu i
diferencialni geometrie pro studium uvedenych problému.
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3. Moderni geometrické struktury souvisejici s variaénim pocétem
3.1. Jety a jetové prostory

Necht M, M jsou variety. Rekneme, ze dvé zobrazeni f,g: M — M urcéuji
tyz r-jet v & € M, jestlize pro kazdou kiivku v: R — M splaujici v(0) = «
maji kiivky f o~ and g o v styk r-tého fadu v nule. PiSeme pak jof = jrg a
tiidu ekvivalence nazyvame r-jet z M do M. Mnozinu vech r-jetit z M do M
znaéime J" (M, M). Je-li poédtkem r-jetu x € M a koncem téhoz r-jetu & = f(x) €
M, pak a: = jrf v x and B: = jIf + Z jsou projekcemi fibrovanych variet
a: J'(M,M) — M, 3: J'(M,M) — M. Dale, J5(M, M), respektive J"(M, M)z
znaéf mnozinu viech r-jeti z M do M s pocatkem 2 € M, respektive s koncem
T € M apiseme JL(M, M)z = JI (M, M)NJ" (M, M)z. Protoze skladan{ zobrazeni
zachovava styk r-tého fadu, definujeme sklddani r-jetu jako r-jet slozeného zo-
brazeni.

Fibrovanou varietu Ty M = JJ(R¥, M) nazyvame bandl k-rozmérngjch rychlosti
r-tého rddu na M. Bandl T"M = T{ M jednorozmérnych rychlosti r-tého fadu je
rovnéz nazyvan tecny bandl r-tého rddu na M, nebot T{M neni nic jiného nez
tecny bandl TM, viz 1.4.

Analogicky, fibrovanou varietu T7*M = J"(M,RF)q nazyvame bandl k-roz-
meérnych korychlosti r-tého 7ddu na M, bandl T"*M = T7*M jednorozmérnych
rychlost{ r-tého fadu je nazyvan koteényj bandl r-tého ¥ddu na M a T{*M je pak
praveé kote¢ny bandl T* M, viz 1.4.

Uvazujme nyni fibrovanou varietu 7: Y — M. Mnozinu J"Y vSech r-jet fezu
Y nazyvdme r-té jetové prodlouzent Y. J'Y C J"(M,Y) je uzaviend podvarieta,
ktera hraje vyznamnou roli jak v teorii konexi, tak ve variaénim poctu. Fibrovanou
varietu, jejiz kazdy fibr ma strukturu redlného n-rozmérného vektorového prostoru,
nazyvame vektorovy bandl. Je-li m: E — M vektorovy bandl, pak i jeho r-té jetové
prodlouzeni J"E — M je vektorovy bandl.

3.2. Konexe

Klasickd linearni konexe V na varieté M ¢ili linedrni konexe V na tetném
bandlu T'M definuje paralelni pfenos vektoru z jednoho bodu do druhého podél
néjaké kiivky na varieté. Zhruba feceno, zaddnim konexe tedy urc¢ime, co rozumime
pi{mym smérem na néjakém zakfiveném prostoru. (Jak bylo uvedeno v 1.1, alter-
nativou je také zadéni riemannovské metriky, kterd pak indukuje konexi.)

Obecny pojem konexe je definovan takto. Pro libovolnou fibrovanou varietu
7: Y — M uvazujme jej{ prvni jetové prodlouzeni J1Y. (Obecnou) konexi T pak
rozumime libovolny fez I': Y — J'Y. Uvedme pifslusna soufadnicové vyjadient.
Jsou-li x%, resp. y?, lokdlni souiadnice na M, resp. fibrové souifadnice na Y, m4
konexe I' soutadnicovy tvar

y? =T7 (27, y),

kde y? jsou indukované fibrové soutadnice na J1Y. S T' oviem koresponduje tzv.
horizontdalnt liftovani T'y,: Y Xy TM — TY vektorovych poli na M na vektorova
pole na Y, které ma souradnicovy tvar

dy® =T (27, y*)da".
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Pak im(T",) pfedstavuje v kazdém bodé Y podprostor tecného (vektorového) pros-
toru v tomto bodé, ktery nazyvame horizontdini podprostor (vzhledem ke T'), sjed-
nocenim horizontdlnich podprostoru je pak tzv. horizontdlnd bandl (vzhledem ke
r).

Je-li E — M vektorovy bandl, fez I': E — J'E, ktery je linedrni na fibrech,
nazyvame linedrni konexe a pro E = TM obdrzime klasicky pojem (Pro tento
piipad ddvdme pfednost symbolu V pred I'.) Mezi klasickymi linedrnimi konexemi
pak zaujimaji dulezité postaveni symetrické konexe, tzn. ty, pro které

i _x7
Vi, = Vi

Symetrické konexe lze nazorné charakterizovat touto vlastnosti: vezméme pevné
bod xyp € M a uvazujme dva nezavislé infinitesiméln{ vektory u = xﬁh v = xﬁg.
Paralelnim pfenosem u do 2 a v do x1 splynou koncové body téchto vektoru, tzn.
obdrzime infinitesimalni rovnobéznik. Déle je pak ziejmé, ze konexe je symetricka,
pravé kdyz se jeji torze anuluje. Dodejme, Ze nulova kiivost znamend, ze paralelni
prenos zavisi jen na koncovém bodu.

Rekneme, ze kiivka v: I — M je geodetikou vzhledem k symetrické konexi V,
jestlize

NI —TTM

je kiivkou lezici v horizontdlnim podprostoru TT M. Kiivka v: I — M pak je
geodetikou vzhledem k V pravé tehdy, kdyz je podél ni splnéno

yi// T vékyj/yk/ =0.

Dale plati:

Véta (Ambrose, Palais, Singer, 1960, [3]). Mezi spreji a symetrickymi
konexemi je wvzdjemné jednoznacnd korespondence; geodetiky vzhledem ke konexi
odpovidagi geodetikdm vzhledem prislusnému spreji.

Tento vysledek byl v nasledujicich letech déale zobecnén. Zobecnéni vychézeji ze
specialni definice konexe: budeme podle autora definice hovorit o Grifonové konexi.
Je-li F pfirozeny bandl, Grifonovou semikonexina fibrované varieté¢ FM =Y — M
rozumime (1, 1)-tenzorové pole r splinujici

JuaT = Ja
TJg = —Jg

pro néjaké piirozené afinory J4, Jp na Y. 10

Rekneme, ze Grifonova semikonexe r je Grifonovou konexi, jestlize (1,1)-ten-
zorové pole ¥ = %(id —i—f) odpovid4 horizontalnimu liftovani I'y,: Y Xy TM — TY
néjaké obecné konexe I' ve vySe uvedeném smyslu. Neni tedy obecné ziejmé, zda
néktera Grifonova semikonexe na Y — M je Grifonovou konexi, jinymi slovy, zda
na Y — M Grifonova konexe existuje. Na bandlu TM — M mame pfirozeny
afinor J: TTM — TTM, jehoz souiadnicové vyjadient je J: (dz¥,dy’) — (0, dz?).
Vezmeme-li J4, = Jg = J, obdrzime Grifonovu konexi na TM — M. Grifonova
konexe existuje i na T" M, zde jiz ale J4 # Jp.

10Neuvadime zde definici prirozenosti, zhruba feceno, jde ndm o geometrické objekty a ge-
ometrické konstrukce (ve smyslu nezévislosti na soufadnicich) — problematice pfirozenosti je
vénovana predevsim zékladni monografie [53] a ddle celd rada Casopiseckych ¢lanku.
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Antisymetrické (1, ¢)-tenzorové pole '* U na TM, q > 1, nazveme semibdzové,

jestlize

(i) pro vSechna vektorovd pole &1, ...,& naTM je U(&,...,&,) je vertikdlni

vektorové pole na T'M

(ii) jestlize & je vertikdln{ vektorové pole na TM, pak U(&y,...,&,) = 0. 2
Je-li U semibézové antisymetrické (1,q)-tenzorové pole, nazveme U® = ix U jeho
potencidl, pricemz X znaci libovolny semisprej na T M. Tenzi konexe I' rozumime
antisymetrické (1,1)-tenzorové pole H = [C,T'},] (Frolicherova-Nijenhuisova zdvor-
ka), kde C je Liouvilleovo vektorové pole.

Slabou torzi konexe I' rozumime (1,2)-tenzorové pole t = [y, J]. (Obecnou
torzi dle [55] pak rozumime kazdé (1,2)-tenzorové pole [T'y, A], kde A je né&jaky
piirozeny afinor.) Silnou torzi konexe I' rozumime (1, 1)-tenzorové pole T = H +t°.
(Ve vsech piipadech jde o antisymetrickd tenzorova pole.)

Pro bandl T"M méame nésledujici vysledek.

Véta (Grifone, 1972, [31]). KaZdd (Grifonova) konexe I na TM s tenzi H
jednoznacné indukuje semispre; X tak, Ze

X*=H"
Obrdcené, ke kaZdému semispreji X a kazZdému semibdzovému antisymetrickému
(1,1)-tenzorovému poli T, které spliiuji
X*+T°=0,
lze jednoznacéné pritadit konexi I' tak, aby indukovala X a aby T byla jeji silnd
torze.

Déle, bez podrobnéjsi specifikace nékterych pojmu (typ konexe, semispreje, atd.
- mozno nalézt v [7]) uvddime zobecnéni Grifonovy véty pro bandl T"M.

Véta (de Andrés, de Leén, Rodrigues, 1989, [7]). KaZdd (Grifonova)
konexe I' na T"M 7tddu v a typu s, 1 < s < r, s tenzi H jednoznacné indukuje
semisprej X téhoZ typu tak, Ze

X* =H°,
Obrdcené, ke kazdému semispreji X typu 1 a kazZdému semibdzovému antisymet-
rickému (1,1)-tenzorovému poli T typu 1, které splriugi

X*4+1°=0,

lze jednoznaéné priradit konexi I' 7ddu r a typu 1 tak, aby indukovala X a aby T
byla jeji silnd torze.

3.3. Lagrangidany na bandlu rychlosti

Pojem lagrangidnu na varietdch byva zavadén ruznym zpusobem. Zaénéme la-
grangiany prvniho fddu. Lagrangidanem na varieté M rozumime funkci L: TM — R,
resp. k-rozmérnym lagrangidnem na varieté M rozumime funkci L: TklM — R. Tato
nejjednodussi definice ndm umozinuje snadné zavedeni lagrangidnu, ovSem pouze
takového, ktery nezdvis explicitné na parametru ¢ € R (¢as), resp. na parametrech
th, ..., t* € R (piipometime, ze TE M = J3(RF, M)). Tyto lagrangidny se oviem
v aplikacich ¢asto vyskytuji, takze uvedend definice je v fadé piipadu pouzitelnd.
Pro lagrangidny zavislé na t, resp. na t!,...,t*, je nutno definovat lagrangisn jako
funkci L: R x TM — R, resp. L: R* x TIM — R. Zobecnéni pro libovolny ¥4d je

Hpebo: vektorovou g-formu
12¢6t67 pak nastava, je-li vertikdlni {5, 1 < s <gq
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pak zcela pfirozené; k-rozmérnym lagrangianem r-tého fadu na varieté M rozumime
funkei L: Ty M — R, piipadné funkci L: RF x TIM — R.

Naposled uvedeny ptipad byl nejobecnéjsi, shrneme-li, lagrangidnem na bandlu
rychlosti nadale rozumime funkci

L:R* x TfM — R.

Varia¢ni ilohu v nejjednodussim piipadé jednorozmérného lagrangianu prvniho
radu na varieté M zformulujeme nyni takto: vezmeme jednoparametrickou soustavu
kiivek z*(¢t,7) na M, t € R, 7 € R, takovou, ze z'(¢,0) = 2*(t), z*(a,7) = «a,
x'(b, 7) = . Oznacime-li

b %
7 = [ peen, e,

pak variaéni tlohu predstavuje rovnice

dz

—|r=0 = 0.
d7'| 0

Oznacéime £(t) = w, mame

b AN zd, il .,
/ (%fz(t)+%gl(t))dt:0.

Vyraz %ﬁi (t) + %f’ (t) nazyvame infinitezimdlni variace L vzhledem

ke & a znacime 0¢L. Standardnimi dpravami snadno obdrzime Eulerovy rovnice ve
znamém tvaru. Zobecnéni na obecny ptipad je piimé.

3.4. Lagrangidny na jetovém prodlouzeni fibrované variety

Protoze plati R* x TEM = J"(R¥, M), nabizi se zobecnit pojem lagrangianu
tak, ze misto J"(R¥, M) vezmeme r-té jetové prodlouzeni J"Y libovolné fibrované
variety Y — M (pozor, v oznaceni se zménila role M, bézova varieta M nynf
predstavuje zobecnéni parametrického prostoru R*, misto kiivek, ploch, atd. budeme
tudiz vysetfovat fezy s: M — Y).

Pro pifpad prvniho iddu je tedy lagrangidnem funkce L: J'Y — R. Je-li
dim M = m, horizontalni m-formu na J'Y

Lz, y%,y7)dx' A - Adx™

(zkrécené Ldz) nazveme horizontdlnd lagrangeovskd forma. Horizontéln{ lagrange-
ovskou formu lze také nahlizet jako morfismus

A JY — 7\T*M,

nad idys, ktery nazyvame lagrangeovsky morfismus.
Obecné, lagrangidnem na jetovém prodlouzend fibrované variety rozumime funkci

L:JY —=R

A JY = \NT*M
pak je lagrangeovsky morfismus Tddu .

Uvazujme nynf lagrangeovsky morfismus A\: J1Y — A™ T*M se soufadnicovym
vyjddienim L(z%,y?,y?)dz a oznaéme VJ'Y vertikalni podprostor T'J'Y . Lokaln{
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soutadnice VJ'Y oznaéme (z°,y%,y?, dy°, dy?). Vertikdlni diferencidl lagrangeov-
ského morfismu A je morfismus
m
SA: V'Y —» NT*M
se soufadnicovym vyjadienim

oL ., 0L .,
(@dy +@dyz )dl‘

Dale, VJY lze identifikovat s J'VY. Oznac¢me (z¢,y°, 2°) lokaln{ soufadnice VY
a (z%,y7,2°,Y7, Z9) lokaln{ soufadnice J'VY. Identifikace

k: JIVY - VJY

ma& soufadnicové vyjadieni

yi =Y7
dyo' — ZO’
dy; =27

Jak vertikalni diferencial, tak k lze zavést zcela geometricky, bez soutadnic.

Uvazujme né&jakou kompaktn{ (m — 1)-rozmérnou podvarietu N C M s hladkou
hranici a vezméme nyni jednoparametrickou soustavu fezu s,: M — Y, 7 € R
takovou, ze y?(z*,0) = y°(z°) (y° soufadnice fezu!), pficemz hodnoty Fezli na
hranici N jsou pevné piedepsané. Pro

g 3

7= / L(z',y° (2", 7), M)dml A Adx™
N 8217]

je variaéniho tlohou hleddni staciondrniho (kritického) fezu a je pak opét tieba
feSit rovnici
dT

—|7=0 = 0.
d7'| 0

Infinitezimdlni variaci fezu s: M — Y nazveme fez n: M — VY takovy, ze
mon =s, kde w je projekce 7: VY — Y.

Protoze 6\ mizZeme chépat jako fez dA: J'Y — V*J'Y @ A" T*M, méme
Aojls: M — V*J'YY @ N"T*M a ko jln: M — V*J'Y. Pifmym vypoétem
je nyni mozno dokazat nasledujici tvrzeni geometricky interpretujici infinitezimalni
variaci lagrangeovského morfismu A.

Véta (Goldschmidt, Sternberg, 1973, [30]). Vycislend

m
(6Xojls, kojln): M — /\T*M
predstavuje souradnicové vyjddrent

OL(x',y7,y7)

oy

(

infinitezimadln? variace o, \ lagrangeovského morfismu A vzhledem k 7.
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3.5. Diferencialni operatory a lagrangiany vyssiho fadu

Jsou-liY — M, Z — M fibrované variety, diferencidlnim operdtorem rozumime
zobrazeni D: C®Y — (C*°Z, pro které existuje r € N U {0} a homomorfismus
fibrovanych variet D": J"Y — J"Z nad id,; takovy, ze pro kazdy fez v € C®°Y
plati

D(7) =D" 0 j"y.

Nejmensi r, pro néz existuje takové D", nazveme 7dd diferencidlniho operdtoru D.

Uvazujme morfismus nad id s

k
f Y = \NT*M.
Jeho formdlnd vneéjsi diferencidl
k+1
Df: Y —» N\ T*M
definujeme soutadnicové pro f = f;, ;. dz’t A--- A dx’* predpisem

bj = (D;ifi,. i, )dxt Ndzt A -+ A date
AL Ofis...iy Ofiq...i
:( g)lzik—&— 61y“kyg+”'+ay;fl k

1--dr

Y3, o)dat Adxtt A A datE

Jednd se o diferencidlni operator prvniho fadu.
Uvazujme nyni morfismus nad id

m—1

K:J'Y - V'Y @ /\ T* M.

Pro vertikalni vektorové pole n: Y — VY definujeme vertikalni vektorové pole
JIn: JVYY — VJYY jako Jn: = ko J'n. Pak plati:

Véta (KolaF, 1981, [46]). Pro kazdy lagrangeovsky morfismus A: J'Y —
A" T*M ezistuje jeding morfismus K : J'Y — V*Y@QA™ ' T* M nadidy; a jeding
morfismus E: J?Y — V*Y @ A" T*M nad idy; takové, Ze pro kazdé vektorové pole
n:Y — VY plati

(56X, In) = D((K,n)) + (E,n).

E nazyvame Fuleriv morfismus a = 0 jsou pak rovnice pro stacionarni fez.
Véta m4 svuj obecny tvar i pro lagrangeovské morfismy vysstho rddu (J"n: J'Y —
VJ'Y obdrzime iteraci konstrukce J = J! a aplikaci vlozeni J'Y — J'... J'Y.):

r—krat
Véta (Horak, Kolar, 1982, [34]). Pro kazdy lagrangeovsky morfismus X: J"Y
— N™ T*M existuje globdlné definovanyj (obecné ne jeding) morfismus K : J?"~1Y —
VITlY @ /\m71 T*M nad idys a jeding morfismus E: J>'Y — V*Y @ N" T*M
nad idys takové, Ze pro kazdé vektorové pole n: Y — VY plati

(0X,T"n) = D((K,T""'n)) + (E,n).

“evs

encidlniho operatoru prosazované de Ledénem a jeho skupinou. Pro piipad tecného
bandlu vysstho fddu T"M = Ty M se soufadnicemi %, ybl, ... yb" (y»? =
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%%(zioaﬂtzo, o: R — M) Tulczyjewiv diferencidlni operdtor dr: C°(T"M,R) —

C>(T™*+1 M, R) prifadi funkci f na T"M funkci dr f na T" 1 M:

af af af
d - i 1,1+ 4 l,2+...+74 ’L,TJrl'
rf pyty ayitY gy
Tulczyjewuv diferencidlni operdtor lze rozsitit na formy a pouzit pro formalismus
varia¢niho poc¢tu na te¢nych bandlech vysstho fadu.

3.6. Legendrova transformace

Legendrova transformace predstavuje pfechod od lagrangeovského formalismu
k hamiltonovskému. Jednim z problému soucasného vyzkumu v diferencidlni ge-
ometrii je konstrukce zobecnéné Poincarého-Cartanovy formy Qp k danému la-
grangianu L tak, aby varia¢ni tlohy obou formalismu byly ekvivalentni, tzn. aby
doslo ke ztotoznéni lagrangeovskych staciondrnich fezu s hamiltonovskymi. Z davo-
du nejednoznaénosti Poincarého-Cartanovy formy je v soucasnosti nékolik pfistupt
k zobecnéni Legendrovy transformace. V tomto odstavci uvedeme nékteré vysledky;
protoze by vsak jejich presnd formulace vyzadovala zavedeni fady technicky néroc-
nych pojmu, omezime se na piehlednou formu jejich prezentace.

3.6.1. Hamiltonuv formalismus na fibrovangch varietach Nésledujici véta je
formulaci tzv. zakladni véty Hamiltonova formalismu v geometrické teorii uloh
varia¢nitho poc¢tu pro fad r = 1.

Véta (Goldschmidt, Sternberg, 1973, [30]). K requldrnimu lagrangidnu L
existuje jedind globdlné definovand m-forma Qp, na J'Y takovd, Ze variaéni uloha
generovand funkciondlem zdvisejicim na L je ekvivalentni variacni vloze generované
funkciondlem zdvisejicim na Q. Souradnicovy tvar Q1 je

1 OL — oL
Qp = Ldr + (1) Z=dy® Ada* A Ndai A Ade™ — ——yPdi.
g Ay
Déle, hamiltonidn H je roven H = 86ng' — L a momenty p! = g yL;, V Kolaroveé
praci [49] je pak mj. odvozen tvar Legendrovy transformace jako morfismu £: J1Y —
VY QTX @ \N'T*M.

Daéle, Horék a Kolaf zformulovali ve své préci [34] rovnéz modifikaci své vyse
uvedené véty pro piipad, kdy K je tzv. Poincarého-Cartantiv morfismus. Ten je
dén jednozna¢né pouze v piipadech

(i) r=1,2,meN

(i) m=1,r€N.
Pro ¢ < r vezmeme na TJIY tzv. strukturni formu g: TJIY — VJIY a
definujeme pak pro kazdy morfismus A: J'Y — V*J1Y ® /\’c T*M (k + 1)-formu
g AN A na J"Y jako kombinaci kontrakce a alternace, v soufadnicich

(agiy...i, DY" + -+ ajl"'qukDy;’l“; YAdzt A - A dat

Ot1...1 Ja

Poincarého-Cartanovu formu pak definujeme vztahem
QL=L+vY,_1 7K,

kde L je horizontalni lagrangeovskd forma a K je Poincarého-Cartanuv morfis-
mus asociovany s A. Cennym vysledkem [34] je zejména to, Ze pro takto defi-
novanou Poincarého-Cartanovu formu lze v jistém smyslu zobecnit zakladni vétu
Hamiltonova formalismu.
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3.6.2. Pripad bandli rychlosti vyssiho 7ddu ProY = R x T" M méme momenty

oL

q+1 _ s 78

P = D (D, 0<qsr-l
s=0 q+s+1

r—q—1

a Poincarého-Cartanovu formu

r—

1 0
0 = Z(qyde(dquL) + Ldt,

q=0

kde d% je iterovany Tulczyjewiv diferencidlni operator. Momenty a Poincarého-
Cartanovu formu lze dale takto zobecnit pro pifpad Y = R* x Ty M, od éehoz zde
jiz upoustime.

3.6.3. Pozndmka o Hamiltonové-Jacobiho rovnici Je znamo, ze nejobecnéjsi in-
formaci o feseni variacniho problému dava Hamiltonova-Jacobiho rovnice. V pripadé
m =1 ar =1 jde o jednu parcidlni diferencialni rovnici prvniho fadu. Kromé
vyjimeénych piipadi ovSem nelze nalézt jeji obecné feSeni, obvykle vSak staci
nalezeni tzv. Uplného integralu, tzn. feSeni, v némz je pocet libovolnych konstant
roven dimenzi fibru. I nalezeni uplného integralu je vsak problematické; podle
Levi-Civitovy véty ([4]) lze sice zjistit, zda v urcitych lokdlnich soufadnicich je
rovnice separovatelnd, neexistuje ale systematicky postup, podle néhoz by bylo
mozno vhodné lokélni souradnice zvolit.

Geometricky pristup k feseni Hamiltonovy-Jacobiho rovnice je pro problémy
prvniho rddu uveden opét jiz v praci Goldschmidta a Sternberga [30]. Prace studujici
tentyz problém pro vyssi ¥dd jsou zatim ojedinélé, viz napf. Niutuv ¢lanek [81].
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4. Vybrané sméry soucasného vyzkumu
4.1. Prirozené afinory a obecné torze

Jak jiz bylo uvedeno v 1.5, afinorem A na varieté M rozumime (1, 1)-tenzorové
pole, které muzeme chépat jako linedrni morfismus A: TM — TM nad idy,.
Prirozeny afinor na ptrirozeném bandlu F' nad m-rozmérnymi varietami pak je sous-
tava afinoru Ay : TFM — TFM spliujicich pro kazdou m-rozmérnou varietu M

TEfoApy =ANoTFf

pro vSechny lokalni difeomorfismy f: M — N.
Necht A, B jsou dvé (1,1)-tenzorovd pole na M. Frolicherova-Nijenhuisova
zévorka [A, B] je v tomto piipadé definovéna

[A,B|(X,Y) = [AX,BY]+|BX,AY]|+ AB[X,Y]+ BA[X,Y] -
A[X,BY] — A[BX,Y] — B[X, AY] — B[AX,Y],

kde X, Y jsou vektorova pole na M. Frolicherova-Nijenhuisova zavorka pak pred-
stavuje (1, 2)-tenzorové pole na M s vlastnosti

Soufadnicovy tvar je
([A, BI(X,Y))! = (a\aubj, + bsoyai, — ajo;b), — bjdjaj) X AYF,

kde aé, resp. b;, jsou souradnice A, resp. B. Identicky afinor 1pp; = idrpps stejné
jako jeho nasobky dava

[A, k1pp] = [k1ppm, Bl =0

pro libovolnd A, B, pro¢ez v dalsim konstantni ndsobky identického afinoru nebereme
v potaz.

Frolicherovu-Nijenhuisovu zdvorku [y, A], kde T'j, je horizontéln{ liftovan{ od-
povidajici néjaké obecné konexi I" a A je prirozeny afinor, nazyvame obecnd torze
konexe I' (typu A).

Uvazujme nyni libovolnou fibrovanou varietu Y — M, afinor ¢: ¥ - TYQRT*Y
a obecnou konexi I' on Y. Soutadnicovy tvar I'y, je

’La j o 9 7
(%@@dl’j‘i’rla—y(f@dl’

Rez ¢: Y — TY ® T*Y ma4 soufadnicové vyjédieni

- 0 , : 0 0 , 0
@;(m,y)% ® da’ + @3(1’73/)% ®dy” + Sﬁf(xay)a—yg ®dz* + @Z(I,y)@ @ dy”.
Potom Frolicherovu-Nijenhuisovu zdvorka [Ty, ¢] 1ze pocitat podle ndsledujiciho
soufadnicového vzorce, uvedeného v [62].
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Pokud jde o klasifikaci vsech torzi, predpokladem je existujici klasifikace vSech
prirozenych afinori na daném bandlu. Jak bylo uvedeno, obecné torze zahrnuji tzv.
slabou torzi, kterd pak indukuje silnou torzi; obé hraji vyznamnou roli ve vztahu
k semisprejum. Geometricka interpretace nékterych dalsich obecnych torzi uz muze
byt komplikovana.
Autor se uvedenou problematikou zabyval ve ¢lancich

® dz'hdy® +

nda? +

(i) [67] (torze konexi na T"M, r-linedrni konexe, vztah k hlavnim konexim
na bandlu reperu vysstho tddu P"M, srovndni s Yuenovou torzi)
(i) [66] (torze na TTM, asociace semispreje ke konexi, diskuse Grifonovy
konexe, slabd a silnd torze)
(iif) [61] (klasifikace pfirozenych afinort na T M, Ty M, P"M)
(iv) [62] (torze na TT*M)
(v) [70] (klasifikace piirozenych afinorti na K4 M)

4.2. Zobecnéné jety

V analytické mechanice hraj{ vyznamnou roli kromé klasickych (tzv. holonom-
nich) jetu i jety neholonomni a semiholonomni. Pro r = 1, definujeme mnozinu ne-
holonomnich 1-jetit J(M, N): = JY(M, N). Indukef definici rozsfifme pro libovolné
r. Necht a: J"71(M, N) — M zna&f projekci na pocdtek a B: J*=(M,N) — N
projekei na konec neholonomnich (r—1)-jett. Pak fekneme, ze X je neholonomnd r-
Jjets pocatkem vz € M akoncem vz € N, jestlize existujefez o: M — J=Y(M,N)
takovy, ze X = jlo a B(o(x)) = z. J"(M, M) C J"(M, M) pak je ptirozené vlozeni.

Kazdé X € J"(M,M) indukuje zobrazen{ uX: (I'...TM), — (I'...T N)z

~—— ~——
r—krat r—krat
takto. Pror = 1 a X = jlf je uX definovano jako T, f. Indukei, necht X = jlo pro
sjaky a-fez o: M — J'~1(M, N). Pak "—1(M,N (T...T M
néjaky a-fez o — J"7Y(M,N).Pako(u) € J, (M, N), u(o(u)): ( )
r — 1-krat

T...T N lozi X=T, .7 {uX:(T...TM),
— ( )B(o(u)) @ polozime p wit(o(u)). Zobrazeni uX: ( e —

r — 1-krét r—krat
(T'...T N);z je morfismem vektorovych bandli vzhledem ke vSem strukturdm vek-

r—krat
torovych bandla 7'...T — T...T . Oviem uX nepiedstavuje zcela obecny mor-
~—— ——
r—krat r — 1-krat

fismus vektorovych bandlu uvedeného typu.

Oznacme projekce iterovaného te¢ného bandlu T'...T M nésledovné. Pro kazdé

r—krét
5,0 < s <r,necht #*: T'... T M — M zna&f kanonickou projekci na bdzi. Dale
——
s—krat
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i

oznacme 7p: = w5 o T5(T... T M) — T...T M projekci, v niz T'...T M je

bt b-krat b-krat b-krét

bédzovym prostorem, gq°:= T...T7*: T...T(T.. TM) — T...T M induko-
N—— S—— N——

a—krat a—krat  s—krat a—krat
vanou projekci vzniklou ndslednou aplikaci funktoru I'...7T, a konetné j: =

a—krat

T...Tnh oy necht znaéi obecny piipad zahrnujici oba pfedchozi. Je-li @ nebo
a—krdt o4
b rovno nule, nepiseme je.

Podbandly J"(M, M) muzeme nyni obdrzet tak, Ze definitoricky zavedeme
rovnost mezi nékterymi projekcemi T'...T M. Prvek Z € J" (M, M) nazveme semi-

r—krat
holonomni jet, jestlize pro vSechna g =1,...,7 je splnéno
1 1
7Tr—1 (,[LZ) = q—l,/Tr—q(H“Z)
Bandl semiholonomnich jetti z M do N oznaéime J"(M, M). Déle, pro kazdé w =
1,...,r, prvek Z € J"(M, M) nazveme w-holonomni jet, jestlize pro viechna ¢ =
W, ..., je splnéno
1
w—1Tr—w (ILLZ) = q—lﬂ-v}—q(:u’Z)

Bandl w-holonomnich jetit z M do N budeme znagit %> J"(M,N) a plati 5
JT(M,N) = J"(M, M), % J"(M,N) = Jr (M, M).
Nakonec zavedme pojem obecnéjsi nez neholonomni jety, a sice tzv. kvazi-

jety. Necht @ € M, T € N. Zobrazen{ ¢: (T'...T M), — (T...T N)z se nazyva
r—krat r—krat

kvazijet tadu r s poc¢dtkem x a cilem Z, je-li morfismem vektorovych bandlu vzhle-
dem ke vSem strukturdm vektorovych bandlu t: (I'...T M), — (T...T M), a
— ——
r—krat r — 1-krat
JL:(T...TN)z = (T...T N)z, a+b=r—1. Mnozinu viech kvazijeti zna¢ime
r—krat r — 1-krat
QJI(M, M)z a QJ"(M, M) pak piedstavuje mnozinu vsech kvazijeti z M do N,
QJ"(M,M) — M x N je fibrovanou varietou.

Podobné jako v pfipadé funktoru J”, r-jety (neholonomni, resp. semiholonomni,
resp. w-holonomni, resp. kvazijety) fezu fibrované variety Y — M Y tvoii prislusné
r-té prodlouzeni Y (znacené JTY, resp. J'Y, resp. > J"Y, resp. QIY).

Jak jiz bylo zminéno, studium uvedenych struktur je motivovano fyzikdlnimi
problémy. Autor k tématu piispél ve ¢lancich

(i) [61] (bandl neholonomnich rychlosti 7} M, afinory)
(ii) [65] (simplexovd struktura bandli neholonomnich a semiholonomnich ry-
chlostf)

(iii) [63] (konexe vyssiho fddu a kvazikonexe jako fezy Y — QJ"Y)

(iv) [69] (popis Weilovych algeber bandli neholonomnich a semiholonomnich

rychlost)

4.3. Weilovy algebry v diferenciilni geometrii

Weilova algebra A je lokélni komutativni R-algebra s jednickou, jejiz nilpo-
tentni idedl n je kone¢nérozmérny vektorovy prostor a A/n = R. Rdd ord(A)
Weilovy algebry A je nejmensi piirozené éislo r spliujici n"+1 = 0. Déle, pfirozené
¢islo w(A) = dim(n/n?) se nazyvd §ika A. Weilovu algebru muizeme nahlizet jako
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kone¢nérozmérnou faktorovou R-algebru algebry R[t!, ..., t*] redlnych polynomi
v neurcitych t!,...,t* kde k = w(A); tzn. Weilovu algebru A lze zapisovat ve
tvaru

kde m™t! C i € m? pro né&jaké r, pricemz m = (t!,...,t*) je maximalni idedl
R[t!, ..., t*], tzn. ord(A) = r. i pak je tzv. adekvdtni idedl pro A v R[t!, ... t]
a ma koneénou mnozinu generdtort, nebot R[t!,... ¢*] je noetherovské algebra.
Zakladnim ptikladem Weilovy algebry je algebra

Dy =R[tY, ..., t*]/m" L,

V [2] je dokdzéno, ze libovolnd Weilova algebra A muze byt vyjddiena jako fak-
torové algebra Dj, a ze existuje (obecné ne jediny) epimorfismus m4: D}, — A.

Je-li M varieta, dim M = m, m > k + 1, fekneme ([45]), ze dvé zobrazeni
g,h: R¥ — M wrcuji tijz A-jet j4g = j4h, jestlize pro kazdou hladkou funkci
¢: M — R je splnéno

ma(jo(@ 0 g)) =mwaljo(d o h)).

Prostor TAM viech A-jettt na M se nazyva Weiliv bandl a T4 Weiliv funktor.
Pro vyse uvedenou Weilovu algebru D} se TPk M identifikuje s J§(RF, M) = Tf M
a Weilovy bandly proto predstavuji elegantni zobecnéni bandlu rychlosti.

Zasadni vyznam Weilovych bandli je dén niZze uvedenou vétou. Necht F': Mf —
FM je bandlovy funktor z kategorie Mf variet do kategorie FM fibrovanych
variet. Jsou-li My, My dvé variety, oznac¢ime standardni projekci na i-ty faktor
pi: My x My — M;, kde i = 1,2. Rekneme, ze F zachovdvd soucin, jestlize zo-
brazeni

(F(p1), F(p2)): F(My x M) — F(My) x F(Ma)

je difeomorfismem pro libovolné My, M. Plati:

Véta (Kainz, Michor, 1987, [37], Eck, 1986, [21], Luciano, 1988 [76]).
Zachovdvad-li F': Mf — FM soucin, pak F je Weiliv funktor.

Priklad 4.1.1. BandlTT M v mechanice. Bandl T'T' M predstavuje Weiltiv bandl,
ovsem nejde o bandl rychlosti 7] M. V monografii Abrahama and Marsdena, [1], je
uveden Tulczyjewtv pifiklad interpretace tohoto bandlu v mechanice. Rovnovaznou
konfiguraci pruzné tyce v euklidovském prostoru, v némz nepusobi zadné vnéjsi sily,
je piimka [. Mala vychyleni indukovand vnéjSimi silami jsou reprezentovana body
v roviné M kolmé na piimku [. Vzdalenost méfenou podél | od néjakého bodu
oznacme s. Vyberme nyni fez ty¢e odpovidajici intervalu [sy, so] a predpoklddejme,
ze vnéjsi sily a kroutivé sily pusobi na koncové body fezu. Konfiguraéni varietou fezu
pak je sou¢in TM x TM se soutadnicemi (x?, 3%, 2%, 4%), i = 1,2. V limité sy — s
je potom konfiguraén{ varietou bandl TTM se soufadnicemi (z¢,y%, X¢, Y?).
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M=R*
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7

Obr.4.1. Konfigurace pruzné tzée

Pro Weilovy bandly lze provdadét klasifikaci pfirozenych geometrickych objektu
a operatoru v zéasadé algebraickymi technikami. Je ovSem ¢asto tieba fesit problémy,
jez v zasadé spadaji do komutativni algebry. Autor se touto problematikou zabyval
ve ¢lancich
(i) [69] (popis Weilovych algeber funktort neholonomnich, semiholonomnich
a w-holonomnich rychlosti)
(ii) [70] (automorfismy Weilovych algeber, homogenni Weilovy algebry, po-
dalgebra pevnych prvku)
(iii) [71] (zmensovatelné Weilovy algebry, podalgebra pevnych prvku)

4.4. Dotykové elementy

Teorie dotyku rovnéz predstavuje z hlediska aplikaci velmi dulezitou partii
diferencidlni geometrie. Nejdiive zavedeme klasické bandly dotykovych elementu.
Rekneme, 7e dvé k-rozmérné podvariety N, N dané m-rozmérné variety M (m >
k + 1) maji dotyk r-tého ¥ddu v = € N, N, jestlize pro n&jaké jejich parametrizace
g, h plati

Jog = joh-
Triida ekvivalence k-rozmérnych podvariet M se pak nazyva dotykovy element.
Dotykové elementy pak tvoii bandl dotykovych elementd, ktery znacime K M.

Uvazujme nyni Weiltiv bandl T4 M. Rekneme, ze j2g je requldrni, ma-li g: RF —
M hodnost k v 0. Otevieny podbandl reguldrnich A-jett znaéime reg T4M. (g
muZeme chépat jako parametrizaci k-rozmérné podvariety variety M.) Pak Weilovym
dotykovym elementem na M uréenym X € reg TAM rozumime tiidu ekvivalence
Aut Apr(X): = {¢p(X); ¢ € Aut A}. Mnozinu viech Weilovych dotykovych elementt
(typu A) na M znaéime KA M. KM je bandlem zobeciiujicim K7 M, ktery budeme
nazyvat bandl Weilovjch dotykovijch elementul.

Poznamenejme jesté, ze prostor vsech k-rozmérnych podprostoru vektorového
prostoru V' byva nazyvan Grassmannova varieta nebo grassmannidn. Je-li V =
T, M, pak grassmannian predstavuje pravé (K} M), a proto se

KM = | (KiM),
zeEM
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nazyva téz bandl k-rozmérnych grassmannidni. Odtud je téz K M nazyvan bandl
k-rozmérnych grassmannidni r-tého Fddu. KM tedy predstavuje i obecny model

téchto struktur.
Teorie dotyku mé jisté pokratovani i v numerické matematice (dotykové ele-

menty programu ANSYS). Autor se dotykovymi elementy zabyval ve ¢lancich
(i) [70] (lifty vektorovych poli na K4 M, piirozené afinory a rigidita funktoru
K#4)
(ii) [71] (lifty 1-forem na K“ M, geometrick4 charakterizace nékterych Weilovych
dotykovych elementu)
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Zavér

Prace si klade za cil byt ucelenym tivodem do problematiky vztahu moderni
diferencidlni geometrie a varia¢niho poctu z hlediska aktualniho stavu teorie a ak-
centovat aplikace ve fyzikalnich a technickych tlohach. Déle je rovnéz prezentaci
vybranych puvodnich vysledku autora.

Text prvni kapitoly je hutnym tivodem do problematiky varia¢niho poc¢tu, autor
se predevsim snazi ptilis neopakovat to, co je jiz uvedeno v jeho skriptu [68], zaroven
ale respektuje jeho symboliku tak, aby bylo mozno chapat kapitolu i jako modernéjsi
a naro¢néjsi pokracovani vykladu. Pti zpracovani uvedenych ilustra¢nich ptikladi
se autor opiral predevsim o [20], piiklady lagrangidanu vyssiho faddu jsou uvedeny
v [74], resp. v [11]. Odstavce 1.4 a 1.5 jsou do jisté miry zaloZeny na definicich
z [72], [563] a [12]. Druhd kapitola je struénou prezentaci diplomovych praci studenti
Fakulty strojniho inzenyrstvi Vysokého uéen{ technického v Brné Pavla Dostéla [13]
a Zdenka Vlka [92]; autor byl v obou pfipadech vedoucim diplomové prace. Pro
hlubsi studium problematiky je tfeba se sezndmit piimo s uvedenymi dily. Kapi-
tola tteti sleduje rozvoj moderniho geometrického pfistupu k variaénimu poctu.
Komentujeme zde dva pristupy; prvni je budovani varia¢niho poétu pro libovol-
nou fibrovanou varietu a je reprezentovan piedevsim pracemi [30], [49], [46], [34].
Druhy piistup vychézi z praci [3], [31], [7] a je omezen na bandly rychlosti T} M,
resp. RF x T{ M. Ve ctvrté kapitole jsou uvedeny vybrané puvodni vysledky autora
6 a piehled pojmi a dalsich vysledki s nimi bezprostiedné souvisejicich. Definice
obecné torze byla poprvé uvedena v ¢lanku Koldfe a Modugna [55]. Vyznamnymi
vysledky v teorii obecnych torzi jsou také prace Doupovee a Kurka, [19], [18], [16].
Konexe vyssiho fadu jsou studovény napft. v praci Koldfe a Cabrasové, [5], kvazi-
jety zavedl Pradines v [83] pro druhy fdd, pro libovolny r&d teorii kvazijett rozpra-
coval Dekrét, [8]. Definici A-jetu v uvedené formé uvedl Koldr v [45], dotykové
elementy jsou studovany napf. v Guggenheimerové praci [32], z novéjsich vysledku
pripomenime alespon ¢lédnek [54] Kolafe a Mikulského. Nové vysledky dokdzané au-
torem habilitaéni préce a do této prace zarazené byly publikoviny jako ¢ldnky [66],
[61], [63], [69], [70] a [71].

Souhrnné muzeme konstatovat, ze studovand problematika se tyka vySetfovani
struktur diferencidlni geometrie souvisejicich s variaénim poctem, vznika na ob-
jednavku fyzikalnich a technickych véd a dokladuje jejich tésné sepéti s moderni
matematikou.

6pfivodnl’ vysledky autora jsou uvedeny detailné ptimo v plné verzi habilita¢ni price v samo-
statné paté kapitole, ktera tvoii jeji nejrozsahlejsi cast; ve zkracené verzi je tato kapitola potlacena
(z davodu rozsdhlého a ndroéného matematického apardtu); na nové vysledky jsou uvedeny odkazy
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Abstrakt. Rada tloh technické praxe je zalozena na teoretickych vysledcich varia¢niho
poctu a méa jasny geometricky charakter. Habilitaéni prace studuje nékteré souvislosti difer-
encialni geometrie a varia¢niho poctu pravé s ptihlédnutim k aplikacim. Variaéni pocet na
varietdch vychézi z teorie jetu a jetovych prostoru.

Abstract. A number of problems of technical realizations is based on the theoretical
results of the calculus of variations and has a clear geometrical character. Some relations
between differential geometry and the calculus of variations with respect to applications are
studied in the dissertation. Variational calculus on manifolds follows up the theory of jets and
jet bundles.
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