VYSOKE UCENI TECHNICKE V BRNE

BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY

FAKULTA INFORMACNICH TECHNOLOGII
USTAV INTELIGENTNICH SYSTEMU

FACULTY OF INFORMATION TECHNOLOGY
DEPARTMENT OF INTELLIGENT SYSTEMS

ANALYZA STIFF SOUSTAV DIFERENCIALNICH ROVNIC

DISERTACNI PRACE
PHD THESIS

AUTOR PRACE Ing. VACLAV SATEK
AUTHOR

BRNO 2011



VYSOKE UCENI TECHNICKE V BRNE

BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY

NN

FAKULTA INFORMACNICH TECHNOLOGII
USTAV INTELIGENTNICH SYSTEMU

FACULTY OF INFORMATION TECHNOLOGY
fll DEPARTMENT OF INTELLIGENT SYSTEMS

ANALYZA STIFF SOUSTAV DIFERENCIALNICH ROVNIC

STIFF SYSTEMS ANALYSIS

DISERTACNI PRACE
PHD THESIS

AUTOR PRACE Ing. VACLAV SATEK
AUTHOR

VEDOUCI PRACE doc. Ing. JIRI KUNOVSKY, CSc.
SUPERVISOR

BRNO 2011



Abstrakt

Reseni tuhych (“stiff”) soustav diferencialnich rovnic patii i v souc¢asné dobé stale mezi
komplikované ulohy. Zékladnim problémem je pfesna definice tuhych systémi. Jednoznacna
definice tuhych systémt stale neexistuje. Problémem je dale i detekce tuhych systému dife-
rencidlnich rovnic. K feSeni se v praxi vyuzivaji implicitni numerické metody nizsich rad,
jejichz oblasti stability jsou relativné velké.

Ve své praci se zabyvam numerickym fesenim obycejnych diferencidlnich rovnic pfedevsim
numerickym vypoctem vyuzivajicim metody Taylorovy fady. Analyzuji vznik tuhosti jed-
notlivych systému diferencidlnich rovnic, ukazuji moznou nahradu nékterych tuhjch sys-
tému ekvivalentnimi systémy bez tuhosti. Dale zkoumam moznost detekce tuhych systému
pomoci ¢lentl explicitni Taylorovy fady, zaméruji se na stabilitu explicitni a implicitni
Taylorovy fady. V zavéru prace experimentalné oveéfuji moznosti feseni tuhych systému
s vyuzitim implicitni Taylorovy fady, zkoumém vhodnost pouziti viceslovni aritmetiky
a navrhuji vhodny paralelizovatelny algoritmus implicitni Taylorovy fady s rekurentnim
vypoctem ¢lent a Newtonovou itera¢ni metodou (ITMRN).

Klicova slova

tuhé soustavy diferencidlnich rovnic, Taylorova fada, obycejné diferencialni rovnice, nume-
rické Feseni diferencialnich rovnic

Abstract

The solving of stiff systems is still a contemporary sophisticated problem. The basic prob-
lem is the absence of precise definition of stiff systems. A question is also how to detect the
stiffness in a given system of differential equations. Implicit numerical methods are com-
monly used for solving stiff systems. The stability domains of these methods are relatively
large but the order of them is low.

The thesis deals with numerical solution of ordinary differential equations, especially nu-
merical calculations using Taylor series methods. The source of stiffness is analyzed and
the possibility how to reduce stiffness in systems of ordinary differential equations (ODEs)
is introduced. The possibility of detection stiff systems using explicit Taylor series terms is
analyzed. The stability domains of explicit and implicit Taylor series are presented. The so-
lutions of stiff systems using implicit Taylor series method are presented in many examples.
The multiple arithmetic must be used in many cases. The new suitable parallel algorithm
based on implicit Taylor series method with recurrent calculation of Taylor series terms and
Newton iteration method (ITMRN) is proposed.

Keywords

Stiff Systems of Differential Equations, Taylor Series, Ordinary Differential Equations, Nu-
meric Solution of Differential Equations
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Kapitola 1

Uvod

Historicky vznik diferencidlniho poc¢tu saha az do 17. stoleti, kdy jej definovali Isaac Newton
(pomoci geometrické interpolace) a Gottfried Leibnitz (pomoci limity). V minulém stoleti
stoleti predevsim s rozvojem vypocetni techniky se vyvijelo mnoho numerickych metod
vyuzivajicich prostfedku diferencidlniho poctu.

Cely zivot se snazime porozumét chovani réiznych systémi. Casto pouzivame k poznani
systému metodu pokusi a omyld, kterd je vsak Casové i finanéné naroc¢na. Voli se tedy
cesta popisu systému jinym (¢asto zjednodusenym) systémem. Ve 20. stoleti se s rozsifenim
pocitaci zacalo simulovat mnoho spojitych modeli (chemické reakce, elektrické obvody,
biologie, ...). Vétsinou tyto dynamické systémy lze popsat soustavou obyéejnych diferen-
cidlnich rovnic, ktera je jako jedinad schopna pfesné definovat chovéni systému v libovolném
casovém okamziku.

Soustavy diferencidlnich rovnic jsou v praxi feSeny béznymi numerickymi metodami.
Nejcastéji se pouzivaji metody Runge-Kutta, Eulerova metoda, nebo metody typu prediktor-
korektor. V praci prezentovand metoda vyuzivajici Taylorovy fady se od béznych metod lisi
moznosti vypoctu vyssich derivaci a jejich naslednym vyuzitim pifi vypoctu. Tato metoda
umoznuje zménu integra¢niho kroku béhem vypoctu, zadani presnosti vypoctu, moznost
vyuziti viceslovni aritmetiky a dalsi strategie.

Mnoho technickych problémi svoji specifikou vyzaduje zvoleni vhodné metody Tfeseni
diferencialnich rovnic. Vyzaduji vétsinou presné a rychlé feseni. U nékterych probléma jsme
vS8ak nuceni upfednostnit rychlost vypoctu oproti presnosti reseni.

Neékteré zvlastni soustavy diferencidlnich rovnic nelze fesit pomoci béznych (zejména
explicitnich) numerickych metod. Témto soustavam fikdme tuhé soustavy diferencidlnich
rovnic (“Stiff systems of differential equations”).

Predkladana prace se zabyva analyzou a fesenim tuhych soustav diferencialnich rovnic,
tedy problémy, které casto vyzaduji velmi maly integracni krok a vypocet je i pres vyuziti
nejmodernéjsi vypocetni techniky ¢asové velmi narocny.

1.1 Motivace, cile diserta¢ni prace

Reseni tuhych (“stiff”) soustav diferencidlnich rovnic patif i v soucasné dobé stile mezi
problémové. Zakladnim problémem je presna definice tuhych systému, kterd stale ne-
existuje.

Problémem je dale i detekce tuhych systému diferencialnich rovnic. K detekci
tuhych systému se ¢asto v praxi vyuziva jedna z definic tuhych systémi pomoci koeficientu



tuhosti soustavy, ktery je dan pomérem maximalni a minimalni absolutni hodnoty realné
¢asti vlastniho ¢isla Jacobiovy matice feSené soustavy. Vypocet Jacobiovy matice u rozsa-
hlych soustav diferencialnich rovnic je vypocetné i ¢asové narocny. K feseni tuhych systémt
diferencialnich rovnic se v praxi ¢asto vyuzivaji implicitni numerické metody nizsich Fadu,
které ndm poskytuji vétsi oblasti stability feseni (tedy moznost volby vétsiho integrac¢niho
kroku) na tkor presnosti numerického Feseni.

Ve své praci se budu zabyvat numerickym fesenim obycejnych diferencidlnich rovnic,
predevsim numerickym vypocétem vyuzivajicim metody Taylorovy tfady, kterd poskytuje
feSeni s vysokou presnosti vypoc¢tu. Budu analyzovat vznik tuhosti na konkrétnich sys-
témech diferencidlnich rovnic. Budu zkoumat nové moznosti detekce tuhych soustav dife-
rencidlnich rovnic (SDR) pomoci Taylorovy fady. Zaméfim se na nalezeni novych pfistupt
vedoucich k odstranéni tuhosti ze soustav diferencidlnich rovnic. Prozkoumam stabilitu
explicitni a implicitni Taylorovy fady a ukézi vhodnost pouziti obou metod na konkrét-
nich problémech. V praxi se ¢asto u implicitnich numerickych metod vyuziva k vypoctu
Newtonova metoda, a proto se v zavéru prace zaméfim na moznost reSeni vybranych pro-
blém® pomoci implicitni Taylorovy fady vyuzivajici Newtonovu metodu.

Hlavni cile predloZené prace tak muzeme shrnout do dvou bodi:

e Analyzovat konkrétni problémy a vznik tuhosti v téchto soustavéch, zkoumat moznost
nalezeni ekvivalentniho systému “bez tuhosti” k ptivodni tuhé soustavé diferencidlnich
rovnic, ukazat moznou detekci tuhych systémd pomoci ¢lent explicitni Taylorovy
metody.

e Zkoumat na vybranych tlohidch moznosti vypoctu pomoci explicitni a implicitni Tay-
lorovy metody se zaméfenim na konvergenci a stabilitu uvedenych metod. Pti im-
plementaci se zamérit na vliv viceslovni aritmetiky a navrhnout vhodny algoritmus
(vypocet clent Taylorovy fady) pro budouci moznou paralelizaci vypoctu.

1.2 Struktura prace

Préce je strukturovana do Sesti kapitol. Ulohou prvni kapitoly je uvést stru¢né do prob-
lematiky, vysvétlit motivaci a cile disertacni prace.

Druhé kapitola se vénuje predevsim problematice numerického feseni soustav diferen-
cidlnich rovnic (SDR)!. V tivodu je provedeno sezndmeni s matematickymi pojmy, které se
v praci budou nasledné vyskytovat. Dtiraz je kladen na prehled numerickych metod, které
se v praxi vyuzivaji k feSeni soustav obycejnych diferencidlnich rovnic. Cilem této kapitoly
je uvést do problematiky numerického feseni diferencialnich rovnic.

Treti kapitola se zaméfuje na problematiku tuhych systému diferencidlnich rovnic ve spo-
jeni se stabilitou numerickych metod. Cilem této kapitoly je vysvétlit rozdéleni numerickych
metod z hlediska stability a vhodnosti jejich nasledného pouziti k numerickému feseni
tuhych soustav diferencialnich rovnic.

Ctvrta kapitola se vénuje analjze a feSeni tuhych systémi. Uvodem je prezentovina
nova moznost detekce tuhych systémii pomoci ¢lenti explicitni Taylorovy fady. Déale zde
navrhuji novy mozny zptsob odstranovani tuhosti v “tuhych” soustavach diferencialnich

!Pokud se v praci budeme nasledné setkavat s pojmem “SDR”, jedné se presnéji o pojem pocdtecni dlohy
pro diferencidlni rovnice.



rovnic prevodem tuhych systému diferencialnich rovnic na nové ekvivalentni systémy “bez
tuhosti”, které lze fesSit béznymi explicitnimi numerickymi metodami. Je proveden roz-
bor vybranych tuhych systémil v elektrotechnice. Nasleduje ukazka moznosti feseni sous-
tav linearnich algebraickych rovnic pomoci transformace na soustavu diferencialnich rovnic
a s ni spojeny mozny vznik tuhosti. Zavérem je demonstrovana aplikace Newtonovy metody
na konkrétnim prikladu s porovnanim mozného analytického a numerického feSeni derivace.
Cilem této kapitoly je seznamit ¢tenadfe pomoci vybranych problémt se vznikem tuhych sys-
témi diferencidlnich rovnic a moZznostmi jejich detekce a moznostmi jejich feSeni.

Paté kapitola se soustfeduje na feSeni tuhych systému diferencidlnich rovnic metodou
Taylorovy fady. Uvodem je provedeno seznidmeni s moznosti rekurentniho vipoctu ¢lenti
Taylorovy fady pomoci tvoricich rovnic. Nasledné je zkoumana stabilita a konvergence ex-
plicitni a implicitni Taylorovy fady. Na vybranych problémech (soustavach diferencialnich
rovnic) je pak demonstrovana moznost FesSeni pomoci nové implementované implicitni Tay-
lorovy metody s rekurentnim vypoc¢tem ¢lenti a Newtonovou metodou (ITMRN).

Sest4 kapitola shrnuje dosazené vysledky diserta¢ni prace, hodnoti splnéni cili a disku-
tuje moznosti dalsiho vyzkumu.
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Kapitola 2

Reseni diferencialnich rovnic

Ulohou této kapitoly je uvést do problematiky numerického vypoétu diferencialnich rovnic.
Nejedné se o podrobné proniknuti do problematiky, pouze o stru¢ny prehled zakladnich
pojmu se kterymi se budeme setkavat v nasledujicich ¢astech prace.

2.1 Matematické zaklady

Seznamime se strucné se zakladnimi pojmy Jacobiova matice a vlastni ¢isla, které si demon-
strujeme na jednoduchém prikladé. Nésledné se zaméfime na moznost numerického feseni
soustav linearnich algebraickych rovnic (SLAR) pomoci pfevodu na soustavu diferencilnich
rovnic (SDR). Zminime moZnost numerického FeSeni soustav nelinedrnich rovnic pomoci
Newtonovy metody.

Jde pouze o stru¢ny prehled, podrobnéjsi vysveétleni a formalni definice vSech pojmi
nalezneme napt. v [KDJ05, C04, vHO05, Dal97, Vit94, Bar06, BF04, Mat10a].

2.1.1 Jacobiova matice

Jacobiova matice (resp. jeji determinant) se vyuziva k uréeni, zda je dané zobrazeni regularni
nebo singularni. Jacobiova matice vsak také spolu s vlastnimi ¢isly umoziiuje uréit “tuhost”
systému diferencialnich rovnic (viz Def. 4.1.2).

Definice 2.1.1 Méjme funkce fi(x1,xo,...,x) pro i = 1,2,...,n, které maji parcidlni
derivace gj;; Pak Jacobiova matice je definovdna jako
or;  Ozg Oz,
afs  Of af
D(f1,fa,-sfn) _ | 8o Ges T Ook 2.1)
D(zy,xo, ..., L) : Lo :
8%1 8:22 amk
D(f1,f2,-,fn)

Jacobiova matice se obvykle znac¢i zapisem D . My vsak budeme v nésledujicim

(%1,%2,....7K)
textu pro jednoduchost pouzivat znaceni J. Je-li matice J ¢tvercova, tedy n = k, nazyvame

jeji determinant (det7) - Jacobiho determinantem (zkracené Jakobidnem).
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Priklad vypoétu Jacobiovy matice
Me¢jme soustavu dvou diferencialnich rovnic prvniho fadu

y =z, y(0) = 1,
Z = —a-y—(a+1) -z, z2(0) = -1, (2:2)

z této soustavy chceme zjistit Jacobiovu matici J.

Urcéime si potiebné parcialni derivace

2] ! 0 !

79y O7 79y l 5

82/ 8,2/

7 _a,, == —Qa — R

2.1.2 Vlastni ¢isla

S pojmem wvlastni ¢islo se v matematice setkdme napf. pri feSeni soustav linearnich dife-
rencidlnich rovnic 1. fadu s konstantnimi koeficienty, pri testovani stability nelinearnich
autonomnich systému atd. Vlastni c¢isla se ovSem také vyuzivaji k detekci tuhjch systémi
diferencilnich rovnic (viz Def. 4.1.2).

Definice 2.1.2 Viastnim cislem c¢tvercové matice A se nazyjvd kazdé (obecné komplexnt)
¢islo N, splriujici pro néktery nenulovy vektor & rovnost

A-Z=)\-7. (2.3)
Nenulovy vektor &, ktery spliiuje rovnici (2.3), nazgvame vlastnim vektorem matice A pri-
slusnym k vlastnimu ¢islu .
Rovnici (2.3) 1ze postupnymi tpravami pfevést do tvaru (2.4).
A-Z2—-XN-& = 0,
A-7—\E-
(A—X-E)-

8
I

8
|

(2.4)

Jedna se tedy o homogenni soustavu linearnich algebraickych rovnic, kterda ma nenulové
feseni pravé tehdy, kdyz det(\ - E— A) = 0, coz lze rozepsat

ail — A a2 e a1n
ao1 azp — A - aop
= 0. (2.5)
anl an2 Cee Gpp — A

Rovnice (2.5) se nazyva charakteristickd rovnice. Polynom proménnych stupné n na levé
strané se nazyva charakteristicky polynom matice A a jeho kofeny jsou vlastnimi ¢isly.
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Kazd4a ¢tvercova matice n-tého rddu ma tedy pravé n vlastnich c¢isel, z nichZz néktera se
mohou opakovat jakozto ndsobnd vlastni cisla.

Priklad vypoctu vlastnich ¢isel matice
Méjme Jacobiovu matici J ze soustavy diferencialnich rovnic (2.2)

J = ( —Oa —al— 1 ) ’ (26)

pro tuto matici chceme zjistit vlastni ¢isla.

Vypocitame kofeny charakteristického polynomu
det(A—X-E)=0,

-2 1

] = M- (e) =

= aA+ A+ 2 +a = N+(a+DA+a = 0,
spocitame kotfeny kvadratické rovnice

M@+ DA+a=0,

D = (a+1)?—4-a = a®>+2-a+1—-4-a =
= a’-2-a+1 = (a—1)2,
A = 7(a+12)+a71 _ _:1’
Ny = —(a+1)2—(a—1) = —a,
vlastni ¢isla matice J jsou tedy A1 = —1, Ao = —a.

2.1.3 Numerické FeSeni linearnich rovnic

Jednim z netradi¢nich zptisobt feSeni soustav linedrnich algebraickych rovnic (SLAR) je
numerické feseni pomoci prevodu na soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic (SDR).
Méjme SLAR ve tvaru
A-T=b, (2.7)

k ni vytvofime odpovidajici soustavu diferencialnich rovnic (poc¢ateéni tlohu) ve tvaru
- T -
A-72-b=17", (2.8)

kde pocéateéni podminky definujme Z(0) = 0, derivace @ je pocitédna k jedné proménné
(Gasu t).

Hleddme tedy feseni SLAR (2.7) pomoci SDR (2.8). Provadime numericky vypocet SDR
(2.8), dokud nenalezneme ustaleny stav, tedy dvé nasledujici hodnoty feSeni jsou shodné
T; = Tiy1 (tzn. derivace jsou nulové &, = 7, | = &}, , = --- = 0).

U vySe popsaného elementarniho pfevodu SLAR na SDR se vSak miZeme setkat s nesta-
bilitou systému (tzn. alesponn pro jedno vlastni ¢&islo systému plati Re(A) > 0). Jednou
z moznosti zajisténi stability vypoc¢tu vzniklé SDR je vyuziti transponované matice.
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Definice 2.1.3 Ma-li matice A € R™*" prvky a;j, i =1,...,m, j = 1,...,n, pak matici
AT € ™ takovou, Ze

ag;:aij pro j=1,...,n, i=1,...,m, (2.9)

nazyvdme matict transponovanou k matici A.

Méjme nestabilni SDR ve tvaru (2.8). Pro dosazeni stabilniho feSeni vynasobime ptivodni
SLAR (2.7) zapornou transponovanou matici zleva a vytvorime tak novy systém diferen-
cidlnich rovnic ve tvaru

—AT A2+ AT b=7. (2.10)

Je-li matice A regularni (coz je zékladni podminka FeSeni soustavy rovnic), pak matice
AT A je pozitivné definitni. Kofeny charakteristické rovnice (vlastni ¢isla) takto upraveného
systému se pocitaji podle vztahu

|-AT-A—X-E|=0. (2.11)

Systém (2.10) je tedy pozitivné definitni a nasledkem této vlastnosti mé také zaporna vlastni
¢isla (2.11). Je tedy vzdy stabilni. Nasledkem této transformace se ale zvySuje “tuhost”
systému. Vice informaci o konvergenci numerickych metod a stabilité feseni SDR s vyuzitim
transponované matice nalezneme v [Seh07]. Ptiklad vzniku tuhosti pfi pfevodu SLAR na
SDR rozebereme v kapitole 4.4.

2.1.4 Numerické FeSeni nelinearnich rovnic

P1i feseni tuhych systémi diferencialnich rovnic se vyuzivaji prevazné implicitni numerické
metody. Tyto metody ze své implicitni podstaty musi navic numericky (iteracné) fesit
soustavu nelinearnich rovnic.

Pro zjednoduSeni se zamérime na obecnou itera¢ni metodu pro feSeni pouze jedné
rovnice o jedné neznamé. Hledame tedy feSeni rovnice

f(z)=0. (2.12)

Predpokladame, ze v dostateéné malém intervalu (a,b) lezi jediny kofen z = z* rovnice
(2.12). Zvolime pocateéni bod zg (blizky z*) lezici v daném intervalu. Dale obecné pos-
tupujeme podle rekurentniho predpisu

z = ¢p(20, 1, T2, - ., Th—1) (2.13)

kde posloupnost xg,x1,... diky vhodnym funkcim ¢y, (zavisi na f(z)) konverguje k z*.
Obvykle volime tento “nejjednodussi” rekurentni predpis

T = qﬁ(mk,l), k= 1,2, ey (2.14)

tak, aby z* = limg_ o0 (zk).
Casto byva funkce ¢(x) diferencovatelna. Plati-li

¢'(z*)| < K <1 (2.15)

a je-li ¢ spojitd, pak postupné aproximace (2.14) budou konvergovat, zvolime-li z( v blizkosti

vvvvv
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Chceme-li ziskat vysledek 2* s danou chybou vypoctu €, mizeme pouzit tohoto kritéria
pro ukonéeni itera¢niho procesu (2.14):

K
1-K
Iterace (2.14) je fadu m pokud plati
@) =" (@) = ... =" V(@) =0, ¢ (") #0. (2.17)
Existuje-li m spojitych derivaci funkce ¢(x) v okoli bodu z*, pak z Taylorova rozvoje

$a) —2* = (z—a")¢/(z*) + g(o — 2*)?¢"(2*) + - +

\xk — mk—l‘ <€ (2.16)

2.18
k(e - 2y 1m0 @) ¢ A - ey, B
pro iteraci fadu m a pro x = x,_1 plati tedy
* 1 *\m 1 (m
T — T = %(‘rk—l — ") ﬁb( )(fk)- (2.19)

Newtonova metoda

Jednou z nejcastéji pouzivanych metod pro feseni nelinearnich rovnic je Newtonova metoda.
Resime iteracni rovnici

f(x)
rT=x— = ¢(x), 2.20
fiy = o) (2.20)
kterd ma stejny kofen z* jako rovnice (2.12). Pfedpoklddame, Ze v dostate¢né malém inter-
valu (a, b) lezi jediny kofen x = z* rovnice (2.20) a funkce f méa spojité nenulové derivace
f', f". Lze odvodit
f@)f"(x)
' (r) = > 2.21)
(F@) (

Z f(z*) = 0, plyne ¢'(z*) = 0, takZe Newtonova metoda je druhého ¥adu. Jelikoz plati
|¢'(x*)] < 1, plati v nékterém okoli bodu z*, ze budou postupné aproximace
f(z5)
Ti1 =2 —
! T fxg)
konvergovat k x*, zvolime-li x¢ z dostatecné malého okoli feseni x*.
Pro mnohé piipady je analytické vyjadfeni f’(x) slozité pfipadné nemozné. Proto lze
pouzit diferen¢ni formule, kdy napf. aproximujeme
Sz +hn) — flzy)
fl(zj) ==~ ’

hn ’

i=0,1,2,..., (2.22)

(2.23)

pro vhodné malé hy.

Pri feseni soustavy nelinearnich rovnic pomoci Newtonovy metody je nutno vzdy vy-
pocitat Jacobiovu matici soustavy a Fesit soustavu rovnic

J (%) (%j41 — %5) +£(x;) = 0. (2.24)
Rovnici (2.24) 1ze pfepsat do tvaru
X1 =% — T (x)f(x;) (2.25)

Newtonova metoda se ¢asto vyuziva u implicitnich numerickych metod feseni diferencialnich
rovnic. Ukézku pouziti Newtonovy metody pfi feseni tuhych systému diferencidlnich rovnic
nalezneme v podkapitole 4.5 a v podkapitole 5.6.
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2.2 Numerické fesSeni obycejnych diferencialnich rovnic

Nalezeni analytického TeSeni rozsahlych soustav diferencidlnich rovnic je slozité, mnohdy
nemozné. V soucasné dobé se s rozmachem vypocetni techniky ¢im dal castéji vyuziva
numerického feSeni. Zaméime se tedy na problém numerického feSeni obycejnych diferen-
cidlnich rovnic s poc¢ateéni podminkou.

2.2.1 Zakladni pojmy

Pocateéni problém pro ODR. Obycejnd diferencidalni rovnice (ODR) se nazyva rovnice
n-tého Tidu (ODRn), jestlize neznamé funkce je funkci jedné proménné a jeji nejvyssi
derivace neznamé funkce je n-tého Ffadu. V praci se budeme zabyvat predevsim diferen-
cidlnimi rovnicemi prvniho fddu. Obecny tvar diferencidlni rovnice prvniho fadu je

g9(t,y(t),y (1)) = 0. (2.26)
Predpokladejme, Ze rovnici (2.26) 1ze také vyjadrit explicitné ve tvaru
y'(t) = f(t,y(1)). (2.27)

Takovéto obecné feSeni diferencialni rovnice obsahuje integracni konstantu, kterda miize
nabyvat libovolné hodnoty. Proto k jednozna¢nému urceni y(¢) musime jesté doplnit hod-
notu funkce v urcéitém bodé t = ty, tedy pocdtecni podminku

y(to) = yo. (2.28)

Rovnice (2.27) spolu s pocateéni podminkou (2.28) se nazyva pocdtecni uloha, nebo také
Cauchyova tiloha.

Numerické reseni pocatecni tlohy. Pod timto pojmem si predstavime nalezeni pfibliz-
nych hodnot funkce y(t) v bodech t; pokryvajicich dostateéné husté urcity interval (a,b).
Hleddme tedy feSeni v jednotlivych bodech a = tg < t; < ... <t = b. Mnozinu bodt {¢;,
i € (0, k) nazyvame sit, jeji prvky uzly sité a vzdalenost dvou sousednich uzlt ¢;11 —t; = h;
nazyvame délkou kroku sité v uzlu t;, nebo také integracnim krokem. Maji-li navic vSechny
kroky stejnou délku h = bfTa, mluvime o pravidelné siti.

Budeme pfedpokladat, ze kazda Cauchyova tloha, o jejimz numerickém feseni budeme
uvazovat, mé jediné feseni. Je dobie znadmo, Ze tato podminka existence a jednozna-
¢nosti FeSeni je splnéna, kdyz je funkce f(¢,y(t)) spojita, ohrani¢end a spliiuje Lipschit-
zovu podminku.

Definice 2.2.1 O funkci f Tekneme, Ze spliuje v bodé (to,yo) Lipschitzovu podminku,
pokud existuji konstanta L a okoli U bodu (to,yo) tak, Ze

|f(t,u) — f(t,v)| < Llu—v|, Y(t,u), (t,v) € U . (2.29)

Vypocétenou aproximaci hodnoty pfesného feSeni y(¢;) v uzlu t; budeme znadit y;.
Ma-li byt numericka metoda feSeni pouZitelnd, je nutné, aby vypocCtené hodnoty y;
konvergovaly k hodnotdm y(¢;) pro h — 0. Konvergenci zde rozumime skutec¢nost, Ze
lim; 00 (y;) = y(t) pro h — 0 a i — oo, pficemz h - i = T. Konverguje-li feseni ziskané
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numerickou metodou pro danou diferencialni rovnici (2.27) s poc¢ateéni podminkou (2.28),
nazyvame tuto metodu konvergentns.

Numerickd metoda pro Feseni pocateéni tlohy (2.27), (2.28) je tedy predpis pro pos-
tupny vypocet aproximaci y1,y2, . - - , Yx, Yo = konst. Metody mizeme rozlisit podle zptisobu
vypoctu na

1. metody jednokrokové vyuzivaji k vypoctu aproximace ;11 pouze informaci y; pro
1=0,1,....

2. metody vicekrokové (k-krokové), pouzivaji pro vypocet aproximace y;+1 predchozi
vypoctené hodnoty v;, ¥i—1, - - -, Yit1—k-

Pfi zkoumani jednotlivych numerickych metod pro feseni konkrétnich soustav diferen-
cidlnich rovnic se setkdme s pojmem chyba numerickych metod. Vétsinou se mluvi
o lokalnich diskretiza¢nich chybach (“local truncation error”) a globélnich diskretiza¢nich
chybach (“global truncation error”).

Lokdlni diskretizacni chyba je chyba, které se dopustime v jednom kroku metody. Vznika
nasledkem zanedbéani vyssich ¢lentt Taylorovy fady viz Def. 2.2.2. VétSina zndmych nume-
rickych metod vyuziva k vypoctu pouze prvni derivace.

Globdlni diskretizacni chyba (celkova chyba) je diisledkem hromadéni u¢inki vzniklych chyb
lokélnich. Lze ji vyjadfit vztahem e, = y(t,) — yn. Kromé chyb metody musime brat
taci, ve kterém je ulozena hodnota ¢isla.

Dalsim pojmem, ktery je tizce spjat s chybou metody, je stabilita metody. Rekneme,
7e metoda je absolutné stabilni, pokud pro dany integracni krok h a danou diferencialni
rovnici chyba vznikla pii vypoctu y, se nezvétsi v nasledujicich hodnotéach yi, k > n. Tedy
je zaruceno, ze aproximace y; konverguje k hodnoté presného feSeni y(t;). Podrobnéji se
stabilitou numerickjch metod budeme zabyvat v podkapitole 3.1.

Pro jednoduchost analyzy se v nasledujicich kapitolach uvadi jedna diferencialni rovnice
prvniho fadu s jednou neznamou funkci. Vsechny pojmy vSak samoziejmé plati také pro
soustavy diferencidlnich rovnic 1. ¥adu, tedy n rovnic o n neznamych funkcich y; (¢),

y2(t), ..., yn(t) tvaru
YL = £t ®m®), @), =120 (2.30)
Pocatecni podminky jsou tvaru
yito) =yj0, J7=12,....n. (2.31)
Existuji ovSem také diferencialni rovnice n-tého radu ve tvaru
y™ (1) = Ft,y(6),y'(8), ..,y V). (2.32)
s poc¢atecnimi podminkami
y(to) = y10, ¥'(t0) =920, ---» ¥V (t0) = yno- (2.33)

Tyto rovnice lze vsak prevést na soustavu diferencidlnich rovnic 1. fadu (2.30) s poc¢atecnimi
podminkami (2.31). Staéi polozit y1 =y, y2 =¥, .., yn =y Y, poté f; = yji1, § = 1,
2,...,n—1la fo=F(t,y(t), y2(t),..., yn(t)).
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2.2.2 Jednokrokové metody

Jednokrokové metody se vyznacuji tim, ze pfiblizné feseni y; 1 v uzlu t;11 se pocita ze vz-
tahu, v némz kromé neznamé y;,; vystupuje predchozi uzel t;, vypoctena hodnota y;
v tomto uzlu a samoziejmé prava strana diferencialni rovnice f(¢,y). Formalné lze tedy
jednokrokovou metodu zapsat

Yir1 = Yi + h®(ti, i, yiv1, h; f). (2.34)

Funkce @ je funkci ¢ty proménnych t;, y;, yir1 a h, zavislad na funkei f(t,y). Pokud funkce
® na y;1 nezavisi, jde o metodu explicitni, pokud ® na y;11 zavisi, jde o metodu impli-
citni. V nékterych literaturach se pritazuji implicitni numerické metody s vyskytem ;, y;11
v (2.34) mezi vicekrokové metody (napf. Lichobéznikova metoda v [MUKO5]).

Metody Taylorova rozvoje

Méjme funkei f(t), kterd ma v bodé ¢t = n derivace az do n-tého Fadu. Hledejme nyni
polynom P(t) stupné n ve tvaru

P(t)=co+ci(t—n)+calt —n)*+ ... +ealt —n)", (2.35)

se stfedem v bodé 7 takovy, aby byly splnény podminky

fn) =P), f'(n) =P ), ..., ™) =P (). (2.36)
Vyjadiime nyni vyssi derivace polynomu (2.35), tak aby byly splnény podminky (2.36)
fm) = Pm) = leotalt—n+clt—n>+.. . +clt=0"= = co,
flln) = P = [a+2 clt—m)+...+n- cy(t—n)""1]=, = ¢,
f'm) = P'n) = 2-ca+...+n-(n—1)cult —n)" 2=y = 2.c,
fOm) = POG) = (=1 (= (= 1) ealiy — nlec,.

Podminky (2.36) vedou tedy na soustavu rovnic

co = f(n) )
1 = f:l(n) ;
o = 5@, (2.37)
0 = f(’;)!(n)

Po dosazeni rovnic (2.37) do pivodniho polynomu (2.35) obdrzime polynom

/ " (n)
fl(!n) f 2(!77) f n!(n) (t— )", (2.38)

P(t) = f(n) + (t—m)+ t—n)+...+

coz je znamy Taylortiv polynom. Dosadime-li do (2.38) t =t; + h = t;41 a n = t;, ziskdme
zndmy explicitni tvar Taylorova polynomu

h? A" (n
Yir1 = yi +hy; + jyf +o myz( . (2.39)
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Pokud vsak dosadime do (2.38) t = t; an = t; + h = t;41, obdrzime méné pouzivany
Taylortv polynom v implicitnim tvaru
(=h)? (=h)" ()

Yi = Yir1 + (=h)yiq + T?J;/H +ot o Vi1

coz je ekvivalentni s

h? —h)"
Yirr = Yi T Wiy — ¥+ - ( n|) ) (2.40)

Tayloriv polynom (2.38) je zékladem veskerych jednokrokovych numerickych metod. Posky-
tuje nejpresnéjsi aproximaci funkce. PTi vypoctu feseni je potfeba brat v ivahu vétsi pocet
¢lenti (fadové alesporl desitky). Problémem je ovSem ziskdvani vyssich derivaci. Jsou-li
metody Taylorova rozvoje dobre implementovany, mohou byt pro feseni obecnych problémt
velmi efektivni.

Chyba vypodétu vznikla zanedbanim vyssSich élenti Taylorovy fady
Lokalni diskretiza¢ni chyba “local truncation error” vznika obecné u numerickych metod
v jednom kroku vypoc¢tu zanedbanim vyssich ¢lentt Taylorovy fady.

Definice 2.2.2 Obecnd diferencni metoda

vo = y(to),
Yir1r = Yi+he(ti,yi), i=0,1,...,k,

kde p(t;,y;) je funkce zavisla na konkrétni zvolené diferencéni metodé, md v kaZdém kroku
lokalni diskretizacni chybu vzniklou zkrdcenim
Y1 — (Wi +ho(t, vi) Y1 — v

Ti+1(h)_ h — h _go(tlayl)v /L':Oa]-a"'vkv

kde uwvazujme, Ze y; = y(t;) znaci v tomto pripadé presné (analytické) resend.t

Predpokladejme, ze mame n + 1 spojitych derivaci feseni y(t) poc¢ateéni tlohy

y'(t) = f(t,y), a<t<b, yla)=a.
Hodnotu v c¢ase ;411 mizeme vyjadrit Taylorovou fadou pomoci derivaci v bodé ¢;
2 h hn+1

h
tier) = ylte) + byl () + oy (1) 4 -+ Ty 1)+

. ), (241)

(n+1)!

kde &; € (ti,ti+1). Derivovanim FeSeni y(t) dostaneme

y'(t) = [f(tyt),
y'(t) = fi(ty),

Y() = Dt y().

'Neuvazujeme chybu vzniklou akumulaci chyb z p¥edchozich kroki.
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Dosazenim do rovnice (2.41) obdrzime

n+1

1) = y(t) + Bty (t) + - o f () +

Numerickou metodu ziskanou z rovnice (2.42) zanedbanim posledniho ¢lenu, ktery obsahuje
neznamy parametr &; lezici mezi t; a t; 11, obdrzime Taylorovu metodu fadu n

Y = «,
Yi+1 — yl+hT(n)(tl7yZ)7 1= 0717"‘7k7 (243)
kde

n—1

h h _

Poznamenejme, ze Eulerova metoda je Taylorova metoda fadu 1.

Véta 2.2.3 Pouzijeme-li Taylorovu metodu 7ddu n k aprorimaci Teseni rovnice

y(t)=f(ty), a<t<b, yla)=a,

s integracnim krokem h a pokud y € C™"[a,b], pak lokdlni diskretizacni chyba je O(h™).

Dukaz Rovnice (2.42) muZe byt prepsana do tvaru
2

h o
Yit1 — ¥i — hf(ti, ui) — ?f,(tiayi) — = ﬁf” Yt yi) =

hn+1

nt 1)!f(n)(£i>y(£i))a

kde € € (t;, tiv1). Lokdlni diskretizacni chyba je tedy

hn
h G y(E). i=0.1, k.

(n+1)

Jelikoz y € C™a,b] mdme y™ D (t) = () (t,y(t)) ohranicenu v intervalu [a,b] a Tiy1 =
Oh™) proi=1,2,--- k+ 1.

Podrobnéji se pojmem “lokalni diskretiza¢ni chyba” zabyva napt. [BF04].

Metoda Eulerova

Ezplicitni Fulerova metoda (struéné EE metoda), je nejjednodussi metoda pro feseni pocated-
ni tlohy (2.27), (2.28). Tato metoda se snadno odvodi z Taylorova rozvoje

h2
y(tiv1) = y(ti + h) = y(t:) + hy'(t;) + ?y”(&), & € (tistiv1) - (2.44)

Bereme-li v iivahu pouze prvni dva ¢leny (vyraz h;y” (&) je lokalni chyba v daném kroku)
a za vyraz y'(t;) dosadime f(t;,v;), dostaneme piedpis pro EE metodu

Yir1 = yi +hf(ti, yi) . (2.45)

Implicitni Eulerova metoda (struéné IE metoda), je ddna predpisem
Yirr = Yi + hf(tiv1, yis1) - (2.46)
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Vsimnéme si neznadmé y; 11, kterd je argumentem funkce f(t,y), takze z rovnice (2.46) nelze
explicitné vyjadrit y;+1, jak tomu bylo u EE metody. Musime tedy navic fesit rovnici

9(2) =2 —yi = hf(tit1,2) =0, (2.47)

odkud urc¢ime y;41 jako feseni z. Obecné se tato rovnice fesi pomoci vhodné itera¢ni metody
(napf. Newtonovou metodou viz podkapitola 2.1.4). To je vSak ve srovnani s EE metodou
problém navic. IE metody se vyuzivaji u problémi, které vyzaduji vétsi oblast absolutni
stability (tuhé systémy).

Eulerovy metody fadime do metod 1. fadu (vyuzivaji se pouze prvni dva ¢leny Taylorova
rozvoje). Eulerovy metody proto patii mezi méné presné metody. Pfi zkracovani kroku
lze zpresnovat feseni, ovSsem od jisté hranice zacne prevladat vliv zaokrouhlovaci chyby
a celkova chyba vypoctu pri dalsim zjemnovani kroku poroste. Z hlediska stability vykazuje
IE metoda vétsi oblast absolutni stability, pfi srovnani s EE metodou (podrobnéjsi rozbor
stability nalezneme v podkapitole 3.1).

Metody Runge-Kutta

Dalsimi ¢asto pouzivanymi jednokrokovymi metodami vyssich radi, vyuzivajici pouze prvni
derivace zadané funkce, jsou metody zalozené na vypoctu funkce f(t,y) i mezi jednotlivymi
uzly [t;,y;]. Takovéto metody nazyvame s-stupriové Runge-Kutta metody. Obecny tvar
téchto metod je

yir1 =vi+hY bik;, (2.48)
7j=1

kde koeficienty k; jsou urceny piedpisem

kj = f(ti+hejyi+hY ajik), j=1,2,....s. (2.49)
=1

Abychom ziskali konkrétni metodu, musime urcit stupeti s a realné konstanty b;, c; a a;;
pro j,l =1,2,...,s. Tak napt. pro dfive zminénou EE metodu musime zvolit s = 1, b; = 1,
c1 =0, a1;1 = 0 a pro IE metodu musime zvolit s =1, b1 =1,¢1 =1, a11 = 1.

Obecné definovand Runge-Kutta metoda s koeficienty (2.49) je implicitni. Pro urceni
koeficientu k; musime feSit soustavu s obecné nezévislych linedrnich rovnic. Nezndmé jsou
slozky vSech koeficienti ki, ko, .. ., ks.

Podstatné znaméjsi a v praxi Castéji pouzivané jsou metody explicitni, pro které a;; = 0
pro | > j a pro koeficienty k; plati tedy vztah

Jj—1

k1 = f(ti,yi), kj = f(tz-—i-hcj,yﬁ—hZaj,lkl), j=2,3,...,s. (250)
=1

U téchto metod se zadné soustavy rovnic Fesit nemusi. Staci postupné pocitat explicitné
zadané koeficienty ki, ko, ..., ks.
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Koeficienty metod Runge-Kutta je zvykem zapisovat do tabulky zndmé jako Butcherova
tabulka

c1|ai,r aip - Gl

Co | ag1 asp - Gz
(2.51)

Cs | Gs1 Qg2 - Qs

bl b2 Ce bs

U explicitnich metod se do tabulky zapisuji koeficienty ax; jen pro [ < k. Dale budeme
uvazovat podminku

S
G =Y aj, j=1,2,..,s, (2.52)
=1

kterou splnuji vSechny prakticky pouzivané metody.
Obecné plati, ze maximéalni dosazitelny Fad p(s) s-stupriové Runge-Kutta metody zavisi
na s nasledovné

p(s) = s pros=1,234, p(8) = 6,

p(d) = 4, p9) = T,

p(6) = b, p(s) < s—2 pro s=10,11,... (2.53)
p(7) = 6,

V praxi se bézné setkdme s metodami ¢tvrtého fadu, které maji dostatecnou stabilitu
i pfesnost. Uvedme si nyni nejzndméjsi explicitni s-stupniové Runge-Kutta metody Fadu
1 < p < 4. Pouze pro tyto rady existuji metody, které pocitaji pravou stranu pravé p-krat.

Metoda Runge-Kutta 1. fadu s = p = 1 existuje tedy jedind explicitni metoda a tou
je jiz zminéna explicitni Eulerova metoda ;11 = y; + hf(t;, v:).

Metoda Runge-Kutta 2. fadu s = p = 2 Butcherova tabulka po zdkladnich ipravach
ma tvar

0
al a (2.54)
1-b b

kde plati vztah ab = % Parametry a, b jsou tedy svazany jednou podminkou. Zvolime-li

a#0,jeb= % Nejcastéji se setkame s dvéma variantami metody Runge-Kutta 2.7adu:

1. proa= %, b =1 dostaneme metodu

1 1
Yit1 = Yi + hka, k1= f(ti, i), k2= f(ti + §h>yz’ + §hk1) ; (2.55)

zndmou pod nazvem modifikovand FEulerova metoda (v anglické literatute “midpoint
Euler formula”).

2. proa=1,b= % dostaneme metodu

1
Yirl = Yi + ih(iﬁ + ko), k1= f(ti,yi), ko= f(ti+h,y; +hk1), (2.56)

uvadénou také pod nazvem modifikovand Eulerova metoda, ale téz pod nazvem Heu-
nova metoda.
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Metoda Runge-Kutta 3. fadu s = p = 3 Butcherova tabulka mé tvar

0
2

C3|C3—a32 0a32

2 (2.57)

b1 by b3

Metod Runge-Kutta 3. radu je jiz vice. Velice popularni je Ralstonova metoda s vyladénou

chybou, kterd ma tvar

0 Yit1 Yi + $h(2ky + 3k + 4ks)
10 § Ry = f(ti+ 3hoyi+ §hk),
2 13 ks = f(ti+ Sh,yi + Shks).
Metody Runge-Kutta 4. fadu s = p = 4 jsou nejpouzivanéjsi ze vSech diive
zminénych metod. Nejznaméjsi je klasickd Runge-Kutta metoda
0 Yir1 yi + gh(ky + 2k + 2ks + ky) ,
% % k1 = f(tla yl) )
1lg 1 ky = f(ti+ Sh,y; + Lhkp) (2.59)
2 2 7 2% J1 2 I
1[0 0 1 ks f(ti+ 3h,yi + $hka)
Ll ko = f(ti+h,yi+ hks).

Klasické Runge-Kutta metody jsou velice populérni pro svou jednoduchost, dobrou stabilitu
a pfesnost. Diky tomu metody Runge-Kutta patfi stdle mezi nejpouzivanéjsi numerické
metody. Jejich modifikacemi se cely zivot zabyva prof. Butcher [But08b].

V dnesni dobé vykonnych pocitaci se vsak prilis casto “klasické” Runge-Kutta metody
nepouzivaji. Jejimi nastupci jsou vylepsené dvojice vnorenych Runge-Kutta metod. Zékladni
myslenka téchto metod je jednoducha. Pouziji se dvé metody z nichz jedna je fadu p a druha
fadu p + 1. Z vychozi hodnoty y; spocteme y;}, piesnéjsi metodou a y;, ; méné piesnou
metodou. Tyto dvé metody rozdilnych fada se vyuzivaji k odhadu lokalni chyby e; =
Yit1 — Yiy1, kterou pak vyuzivaji k fizeni délky kroku.

Dvojice Runge-Kutta metod se popisuji pomoci rozsirené Butcherovy tabulky

C1|a11 0ai2 ais
C2 | G211 422 a2 s
Cs | 5,1 As2 Qs,s
by b by
Ey  E Es

k;
Z/f+1
Yit1

&

Ej

N

f(tl' —I—th,yi ‘|‘hzls:1 aijil), 1=12,...,s,
g+ DS bk,

hy o1 Eikj,

b;f*—b;f, 7=1,2,...,s.

Zminime se jen o dvou nejznaméjsich metodach, které se Gispésné pouzivaji napt. v pro-
gramovém produktu MATLAB [Mat10a).
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Prvni metodou je Bogacki-Shampine (3,2) metoda, ktera vyuzivé jako presné&jsi
metodu Ralstonovu metodu fadu 3 s Vyladénou chybou Y = Yi —|— h( k1 + 1k2 + 4k:3)
Yi+1 a pomocnou metodu yz_H =y + h(24k:1 + ]{,‘2 + 1k:3 + l<:4) radu 2 Koeficient
kys = f(tit1,Yi+1) v pomocné metodé je roven koeﬁmentu ki v nasledujlmm kroku, proto
nezvysuje vypocetni slozitost. V MATLABu tuto metodu najdeme pod oznac¢enim ODE23.

Druhou ¢asto pouzivanou metodou je Dormand-Price (5,4) metoda. Tato metoda
je fadu 5, pocita vsak se sedmi koeficienty k;. Ve skutecnosti se provadi o jeden vypocet
méné (tedy pii kazdém kroku pocitdme pravou stranu 6-krat). Podobné jako u ptfedchozi
metody k7 = f(tit1,Yyi+1) se pouZije opét v nasledujicim kroku pro k1. V MATLABu tuto
metodu najdeme jako funkci ODE45.

Dalsimi velice popularnimi metodami jsou lichobéZnikové metody (v anglické litera-
tufe trapezoidal rule) dané predpisem

Yirl = Vi + %h[f(ti, yi) + f(tiv1,viv1)] - (2.60)

Jedné se o jednokrokové implicitni Runge-Kutta metody fadu 2, které maji velkou absolutni
stabilitu (jsou A-stabilni, L-stabilni viak nejsou?), pouzivaji se prakticky vyhradné pro
feSeni tuhych problémi. V MATLABu je klasické implicitni lichobéZznikova metoda zakladem
funkce ODE23T

implicitni dvojitd metoda lichobéznikovd Tadu 2 vyuzivajici metodu zpétného derivovani
fadu 2. Metoda je implementovina v MATLABu jako funkce ODE23TB.

2.2.3 Vicekrokové metody

Pojem vicekrokové metody (k-krokové metody) zahrnuje metody, které pouzivaji k vypoctu
hodnoty y;+1 v uzlu t; 1, diive spo¢tené hodnoty v;, yi—1, - . ., ¥i+1—r a odpovidajici hodnoty
f(&), f(ti—1), .-, f(tiz1—k) pravé strany diferencidlni rovnice. Obecny tvar piedpisu pro
vypocet hodnoty y;+1 pomoci k-krokové metody je

. k
Yir1 =h Y bif(tigi—k Yir1-k) — D Qi1 - (2.61)
=0 =

Pokud je ve vztahu (2.61) koeficient by = 0 mluvime o ezplicitnich metoddch, jinak pro
bo # 0 hovorime o implicitnich metoddch, kde musime Tesit navic rovnici

k
Yit1 = p(yi+1), kde @(2) = hbof(tit1,2 +Z (hbj f(tiv1—js Yit1-5) — @jYir1—j), (2.62)
7j=1

abychom urcili y;41. Problémem vicekrokovych metod je ziskani prvnich k startovacich
hodnot yo,y1,- -+ ,yr—1 pri zacatku vypoctu. Hodnotu yg uré¢ime z pocatecni podminky
a ostatni hodnoty y;, j = 1,...,k—1 mZeme spocitat pomoci jiné j-krokové metody nebo
vhodné jednokrokové metody.

Nejznaméjsimi vicekrokovymi metodami jsou Adamsovy metody a metody zpétného de-
rivovdni. Obé skupiny metod patii mezi linedrni vicekrokové metody.

2Podrobnéji se s pojmy A-stabilita, L-stabilita seznamime v podkapitole 3.1.
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Adamsovy metody

Adamsovy metody jsou charakteristické tim, ze koeficient a1 ze vztahu (2.61) je jako jediny
nenulovy. Podle koeficientu by mtzeme rozdélit metody na explicitni Adams-Bashfortovy
metody (pro by = 0) a implicitni Adams-Moultonovy metody (pro by # 0). Z hlediska sta-
bility (vétsinou D-stabilni) se tyto metody pfili§ nehodi pro feSeni tuhych systémi. Pro
mnoho systémt, které nejevi zndmky “tuhosti”, se vsak hojné vyuzivaji.

Adams-Bashfortovy metody nalezneme ve tvaru

k
Vi1 =i +h Y bty vir1—j) - (2.63)
j=1
Nejcastéji se setkdme s metodami, které pracuji s poétem krokd £ = 1,...,6. Jednotlivé

koeficienty pro tyto metody s pevnou délkou kroku h jsou uvedeny v Tab. 2.1.

Tabulka 2.1: Koeficienty Adams-Bashfortovy metody

k| b by bs by bs be
11
3 1
21 3 3
3 23 _16 5
12 12 12
A 58 59 3 _9
24 24 24 24
5| 1901 2774 2616 1274 251
720 720 720 720 720
6| 4217 _7923 9982 7208 2877 _ 475
1440 1440 1440 1440 1440 1440

Pro metodu fadu k = 1 dostaneme jiz znamou explicitni Eulerovu metodu (2.45). Prvni
vicekrokovou metodu ziskame pii k = 2

3 1
Yit1 = Yi + h§f(tiv vi) — §f(ti—17yi—1) . (2.64)

Adams-Moultonovy metody nalezneme ve tvaru

k

Yirl1 =Yi+h Z bif(tit1—js Yit1-35) - (2.65)
=0

Nasledkem ¢lenu hbg f (ti+1, yi+1), ktery se vyskytuje na pravé strané vyrazu, mluvime o im-
plicitnich Adams-Moultonovych metodach. V Tab. 2.2 nalezneme koeficienty pro metody
radu k =1,2,...,6 s konstantni délku kroku.

Pro k = 1 obdrzime implicitni Eulerovu metodu (2.46), pro k¥ = 2 dostaneme li-
chobéznikovou metodu (2.60). Obé tyto metody jsou jednokrokové. Vicekrokovou metodu
ziskame az pfi k > 3.

Jak jsme se jiz dfive zminili, problémem u vicekrokovych metod je ziskani pocatecnich
k startovacich hodnot yg, y1, ..., yx—1. V modernich programech se pouzivaji tzv. samostar-
tugici algoritmy. Startovaci hodnoty napt. pro k-krokovou Adams-Bashfortovu metodu se
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Tabulka 2.2: Koeficienty Adams-Moultonovy metody

k bo by by b3 by bs
1] 1
1 1
2| 3 2
5 8 1
3| 13 13 1,
4 9 1 _5 1
24 24 24 24
5| 251 646 _264 106 _ 19
720 720 720 720 720
6 475 1427 798 482 _ 173 27
1440 1440 1440 1440 1440 1440

pocitaji opét pomoci Adams-Bashfortovych metod, y; pomoci Adams-Bashfortovy jed-
nokrokové metody, o pomoci Adams-Bashfortovy dvou-krokové metody atd. , az nakonec
yx—1 pomoci Adams-Bashfortovy (k — 1)-krokové metody.

Adams-Bashfortovy a Adams-Moultonovy metody se samostatné témér nepouzivaji.
Jejich kombinace (prediktor-korektor metody) vsak patii k zédkladnimu programovému vy-
baveni pro feSeni obycejnych diferencidlnich rovnic.

Kombinaci explicitni a implicitni Adamsovy metody ziskame tzv. prediktor-korektor
metody. Explicitni formule zde slouzi jako prediktor a piredpovida se s jeji pomoci hodnota
feSeni pro implicitni metodu. Schematicky znac¢ime tento vypocet PECE. P oznacuje vy-
pocet aproximace pocatecni explicitni Adams-Bashfortovou metodou, C' je korekce pomoci
implicitni Adams-Moultonovy metody a F je vyhodnoceni pravé strany rovnice, tedy funkce
f(tis1,yir1). Konkrétné pro Adamsovy metody druhého ¥adu pocéitdime PECE? schéma

nasledovné
Adams-Bashfort fadu 2 y; , =y + %h(3fi - fi-1),

z’*—f—l = f(tit1, y;-&-l) )

2.66
Adams-Moulton fadu 2 y;+1 = v; + %h( T i) ( )

m Q& T

fir1 = f(tiv1, yizr1) -

Kvalitni programy zaloZzené na metodach prediktor-korektor méni béhem vypoctu jak
délku kroku, tak i fad metody. P¥ikladem muZe byt funkce ODE113 v MATLABu, vyuZi-
vajici schéma PECE Adamsovy metody prediktor-korektor. Zménu fadu provadi soucasné
se zménou délky kroku. Takovéto algoritmy oznacujeme VSVO algoritmy (variable step
variable order).

Oblasti absolutni stability PECE prediktor-korektor metod nejsou prilis velké a s ros-
toucim fddem se dale zmensuji. Proto tyto metody nejsou pfili§ vhodné k feSeni tuhych
systémil.

3V posledni fazi E vypoétenou hodnotu funkce f;y1 dosadime opét do rovnice (2.65) a tim ziskame
vyslednou hodnotu y;+1. PFi vynéchani posledniho faze E (vyhodnoceni pravé strany) se jednd o schéma
PEC metody prediktor-korektor.

26



Metody zpétného derivovani

Pro feseni tuhych systému jsou potfebné metody, které se vyznacuji velkou oblasti absolutni
stability. Metody zpétného derivovani (backward differentiation formulas) tuto vlastnost
maji. Obecny predpis pro k-krokové metody zpétného derivovani je

Ok oYitl T kY + -+ e pYiti—k = hf (tiv1, Yit1) s

k
t—tit1—m 2.67
Akj = hl;(ti‘*‘l)’ lj(t) = 1I ti+1—jjtli+1—m ’ ( )
m=1,

m#j
Metody zpétného derivovani tedy patii mezi k-krokové implicitni metody. Pro & = 1 ob-
drzime opét jiz znamou implicitni Eulerovu metodu (2.46).
V Tab. 2.3 nalezneme koeficienty pro k-krokové metody zpétného derivovani s konstantni
délku kroku (pro k =1,2,...,6).

Tabulka 2.3: Koeficienty metod zpétného derivovani

k|aro ar1 ag2 ap3 ara Qs Qrg
1] 1

2 2 -2 2

3|04 =3 3 -1

418 4 3 -3 1

IF BN
ol - B -2 B gy

Metody zpétného derivovani jsou oproti Adamsovym metoddm dosti neptresné. Maji
vsak velkou pfednost a z tohoto divodu jsou ¢asto pouzivany - metody zpétného derivovani
maji mnohem vétsi oblast absolutni stability. Pro k-krokové metody, kde k = 1,2, pokryva
oblast absolutni stability celou zadpornou komplexni rovinu, jsou tedy A-stabilni. Metody,
kde k& = 3,4, 5,6 se oblast absolutni stability postupné zmensuje, jsou A(«)-stabilni. Obecné
vSak muzeme Fict, Ze vSechny metody zpétného derivovani jsou Ag-stabilni. Podrobnéji se
seznamime se stabilitou numerickych metod v podkapitole 3.1.

V praxi se nejcastéji setkdme s implementaci k-krokovych metod zpétného derivovani
prok=1,2,...,5. V programu MATLAB je implementovéana funkce ODE15s, kterd pocité
diferencialni rovnice pomoci metod zpétného derivovani rada 1 az 5. Funkce ODE15s je
typu VSVO, béhem vypoctu tedy vybira optimalni délku kroku a fad metody.

2.3 Shrnuti

Existuje zna¢né mnozstvi numerickych metod slouzicich k feSeni soustav obycejnych dife-
rencidlnich rovnic. P¥i volbé vhodné numerické metody pro dany problém (soustavu ODR)
je vhodné znat mozné chovani systému. Uzivatel je pfedem nucen se rozhodnout, kterou
numerickou metodu pro dany problém pouzije. Pfi feSeni tuhych soustav diferencidlnich
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rovnic jsme nuceni vyuzivat numerickych metod s velkou oblasti absolutni stability, tedy
predevsim implicitnich numerickych metod. U béZznych implicitnich numerickych metod
je velka oblast stability pouze u metod nizsich fadd. V odborné literatufe se tedy casto
setkdme s moznou definici tuhych systémt, kdy p¥i feSeni tuhych soustav diferencidlnich
rovnic se upfednostiiuje rychlost vypoétu na ukor piesnosti vypoctu.

Stale neni vyfesen problém presné definice tuhych systému a tedy jejich detekce. Detekce
se v mnoha programech provadi pomoci Jacobiovy matice a vlastnich ¢isel. V dalsi ¢asti
prace si ukdZeme novy mozny zpusob detekce vyuzivajici ¢lent Taylorovy fady (viz pod-
kapitola 4.1).
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Kapitola 3
Tuhé systémy

... Around 1960, things became completely different and everyone became aware that the
world was full of stiff problems. (G. Dahlquist in Aiken 1985)

Néplni této prace je analyzovat tuhé systémy diferencidlnich rovnic a moznosti jejich feSeni
pomoci “moderni metody Taylorovy fady”.

Vysvétleme si nejprve pojem “tuhé systémy (problémy)”. Pfi feSeni mnoha praktickych
uloh vznikaji soustavy diferencidlnich rovnic, které vykazuji jev oznacovany v anglické li-
terature “stiffness”. Soustavy se pak nazyvaji “stiff systems”. V nékterych Cesky psanych
publikacich se mizeme setkat také s pojmem “tlohy se silnym tlumenim” [Vit94].

Tuhé systémy nemaji presnou definici. Obvykle se uvadi, Ze jsou to soustavy diferen-
cidlnich rovnic, pro které je 7eseni pomoci explicitnich metod neefektivni [HW02]. Castéji
se vSak vychézi z tvrzeni, Ze se jedna o soustavy se znacné rozdilngmi casovymi koeficienty
[Vit94], tedy vlastnimi ¢isly (podkapitola 2.1.2) Jacobiva matice soustavy diferencialnich
rovnic (podkapitola 2.1.1). Podrobnéji se budeme touto definici zabyvat v podkapitole 4.1.

Tuhé soustavy diferencidlnich rovnic se vyznacuji tim, Ze pfi jejich numerickém feSeni
omezuje délku kroku predevsim stabilita pouzité numerické metody, coZ se projevuje na pres-
nosti metody. Stabilita je jednim z limitujicich faktort efektivniho feSeni tuhych soustav
diferencialnich rovnic a je rtzna podle pouzité konkrétni numerické metody. Cilem této
kapitoly je Ctenafe seznamit s rozdélenim béznych numerickych metod z pohledu jejich
oblasti absolutni stability.

3.1 Stabilita

Pojmem stabilita si definujme jako stabilitu numerické metody. Obecné mizeme fict, Ze nu-
merickd metoda je stabilni, jestlize pti vypoctu libovolného stabilniho pocatecniho problému
ma nasledujici vlastnost: mald zména startovacich hodnot zpisobi malou zménu numeri-
ckého teseni (pro jednokrokovou metodu jsou startovaci hodnoty pocatecni podminky, pro
k-krokovou metodu jsou startovaci hodnoty yo,y1,- .., yx—1). Dikazy a podrobné&jsi rozbor
nalezneme napt. v [C04].
U vétsiny numerickych metod vyzaduje stabilita metody omezeni integra¢niho kroku h
tak, aby platil vztah
|hA| < K, (3.1)

kde A je v absolutni hodnoté€ maximalni vlastni ¢islo Jacobiovy matice, K je pak konstanta
zévisla na konkrétni numerické metodé a diferencialni rovnici.
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Stabilitu numerického feseni dané diferencidlni rovnice si ukdzeme na nasledujicim pri-
kladu.

Priklad: oblasti absolutni stability pro explicitni Eulerovu metodu
Méjme zadanou pocatecni tlohu

vy =y, (3.2)
s pocatecni podminkou

y(0) =1, (3.3)

kde A je libovolnd konstanta (obecné i komplexni ¢islo) spliujici podminku A < 0 (resp.
Re(N) < 0).

Znamé analytické feseni rovnice (3.2) je

y(t) = eM. (3.4)
Jedna se tedy o klesajici funkci, kde e’ — 0 pro t — +o0. Podateéni hodnotu (3.3) lze
povazovat za jednotkovou poruchu a proménnou ¢ za éas. Ulohu (3.2) s po¢ateéni podminkou
(3.3) lze tedy interpretovat jako proces stabilizace: s rostoucim ¢asem dochézi k atlumu
pocatecni poruchy neustalym priblizovanim se k nulovému stacionarnimu stavu. Takové
chovani vykazuje celd fada déji redlného svéta.

Od numerické metody (v nasem piipadé explicitni Eulerovy metody) vyzadujeme, aby
se numerické feseni blizilo ke staciondrnimu stavu, tedy y; — 0 pro ¢ — oo. Aby bylo
tlumeni nepfretrzité, pozadujeme splnéni podminky

[Yit1] < lyil . (3.5)

Explicitni Eulerova metoda pro danou ulohu (3.2) je zaddna vztahem
Yir1 = yi + hy; (3.6)

po dosazeni je ‘
Yir1 =i + hAyi = (1 + hA)y; = (1 + hA)'yo, (3.7)

kde yo = y(0) = 1 podle pocateéni podminky (3.3).
Aby platila podminka konvergence (3.5), musi platit

11+ AN < 1. (3.8)

©

Hodnoceni explicitni Eulerovy metody z pohledu stability
Explicitni Eulerova metoda je absolutné stabilni pro A a h takové, pro které je splnéna
podminka (3.8). Polozme nyni z = hA a fekneme, Ze oblasti absolutni stability je v nasem
pripadé jednotkovy kruh |2+ 1| < 1 Obr. 3.1 (zvyraznéna ¢ast) komplexni roviny se stfedem
(-1,0).

Explicitni Eulerova metoda nema tedy prili§ velkou oblast absolutni stability a z tohoto
hlediska ji nelze pouzit k FeSeni tuhych diferencidlnich rovnic (pro které je obecné |A| > 1).
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Re(z)

Obrazek 3.1: Oblast absolutni stability - explicitni Eulerova metoda

3.1.1 Oblasti stabilit numerickych metod

7Z hlediska velikosti oblasti absolutni stability fadime numerické metody do nékolika zaklad-
nich skupin.

Prvni skupinou jsou A-stabilni metody. Jedna se o metody s nejvétsi oblasti absolutni
stability.

Definice 3.1.1 (Dahlquist 1963). Numerické metody, u kterych oblast absolutni stability
R4 splriuje podminku
fa2C, (3.9)

se nazyvaji A-stabilni.

Oblasti absolutni stability A-stabilni numerické metody je tedy nadmnozZina celé zaporné
poloroviny C~ = {z € C; Re(z) < 0} viz Obr. 3.2.

Jm

N

Obrézek 3.2: Oblast stability A-stabilni numerické metody

Jedn3 se o silny pozadavek, ktery spliiuje jen mélo numerickych metod. Z diive zminova-
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nych metod zde mtzeme zaradit lichobéznikovou metodu, kterd je dana vztahem

h
Yit1 = Yi + 5(1/2- +Yii)- (3.10)

Jeji aplikace na tlohu (3.2) poskytne

B h _ yi(1+hA/2)
yir1 = i + 5 (Mg + Agir1) = = 2 (3.11)

pozadujeme splnéni podminky nepfetrzitého tlumeni
lyir1] < lvil, kdyz Re(h)) <0,
déle polozime z = h\ a obdrzime

Yir1 _ 1+2/2
Yi 1—2/2°

(3.12)

Oblast absolutni stability tedy musi spliiovat podminku (1+2/2)/(1—2/2) < 1 viz Obr.3.3.

Re(z)

Obrazek 3.3: Oblast absolutni stability - lichobéznikova metoda

Z vicekrokovych metod jsou déale A-stabilni metody Adamsovy do druhého fadu a metody
zpétného derivovani rovnéz do druhého radu.

Tyto metody jsou pro svou velkou stabilitu vhodné k feSeni tuhych systémi. Jedna se
vSak o metody maximalné druhého fadu.

U metod vysSich radt pokryva oblast absolutni stability ¢asto jen urcitou ¢ast zaporné
poloroviny uréené thlem « zptisobem z Obr. 3.4. Mluvime o A («)-stabilnich numerickych
metodach.

Definice 3.1.2 (Widlund 1967). O numerické metodé fekneme, Ze je A(a)-stabilni, jestlize
jeji oblast absolutni stability R4 splriuje podminku

Sm(z)

Re(z)

Ra D {z|(Re(z) <0)A(] | <tana)}. (3.13)

Jako priklad A(«a)-stabilnich metod mutZzeme uvést k-krokové metody zpétného de-
rivovani (viz podkapitola 2.2.3), pro které jsou hodnoty thlu o uvedeny v Tab. 3.1.

Zvlastni podmnozinu tvori Ag-stabilni metody. Jsou to metody, jejichz interval ab-
solutni stability pokryva interval (—oo, 0). Definice oblasti absolutni stability R4 je tedy

Ra 2 {z|Re(2) < 0,3m(z) =0}. (3.14)

32



\\w .

Obrazek 3.4: Oblast stability A(«)-stabilni numerické metody

Tabulka 3.1: Velikosti tthlu o u metod zpétného derivovani

k;\l 2 3 4 5 6
N \ 90° 90° 88° 73° 52° 18°

A(a)-stabilni metoda je Ag-stabilni metoda pro libovolné o € (0,7/2). Do této skupiny
metod patii vSechny k-krokové metody zpétného derivovani.

Na nékteré “velmi tuhé” problémy A-stabilni metody “nestaci”. Tyto problémy vyzaduji
metody s jeSté prisngjsi stabilitou a konvergenci, tzv. L-stabilni metody. Vratme se
k nasemu piikladu (3.2) s pocateéni podminkou (3.3). Pfi obecném feSeni numerickou
metodou ziskdme rovnici

Yit1 = R(2)y;, kde z = h\. (3.15)

Funkce R(z) = yi+1/yi se nazyva funkce stability. Pro spravné feSeni musi zfejmé platit
|yit1] < |yil|, to samoziejmé plati kdyz

|R(z)| < 1. (3.16)
Nyni si mtizeme definovat L-stabilni metody.

Definice 3.1.3 (Ehle 1969). Metodu nazgvdme L-stabilni, pokud je A-stabilni a ezistuje
limita
lim R(z)=0. 3.17
Re(z)——o0 ( ) ( )
Mezi L-stabilni metody mutzeme zafadit implicitni Eulerovu metodu. Ukazeme si pro
nazornost odvozeni funkce stability R(z) pro nas priklad (3.2).
Méjme implicitni Eulerovu metodu ve tvaru

Yit1 = Yi + hf(@ig1, Yiv1) - (3.18)
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Dosadime-li dfive zminény piiklad (3.2) do implicitni Eulerovy formule (3.18), obdrzime
Yit1 = Yi + hAYiv1 - (3.19)

Ze vztahu (3.15) a (3.19) jiz snadno odvodime funkeci stability pro implicitni Eulerovu
metodu

R(z) = : (3.20)

obecné tedy pro z = a + ib, kde a < 0, je R(z) = m .
Plati |[R(z)] <1 a Em R(z) = 0. Implicitni Eulerova metoda je tedy L-stabilni. Jeji
a—r—00

oblast absolutni stability je zndzornéna na Obr. 3.5.

Obrazek 3.5: Oblast absolutni stability - implicitni Eulerova metoda

V Tab. 3.2 jsou uvedeny funkce stabilit nékterych casto pouzivanych numerickych
metod.

Tabulka 3.2: Funkce stabilit: R(z) = yi+1/vi

metoda R(z)

explicitni Eulerova metoda | 1+ z

implicitni Eulerova metoda | 5

LichobéZnikova metoda

3.2 Padé aproximace exponencialni funkce

Padé aproximace exponencilni funkce (Padé 1892) jsou racionalni funkce, které poskytuji
nejveétsi rad chyby aproximace funkce e® pro dany stupen jmenovatele a Citatele.

Teorém 3.2.1 (k,j)-Padé aproximace k funkci e* je ddna vztahem

(3.21)



kde

= k k(k—1) 22 k(k—1)--1 2k
Pij(z) = L ger 2 Gamgren o T Gre Gy e
Quj2) = 1=g5 2+ e 7~ O EgwEn T

Rdd aprozimace funkce € je tedy roven j+k, kde k znaci stuperi polynomu Citatele, j znaci
stuperi polynomu jmenovatele. Chyba aprozimace je rovna O(z/HF+1),

V Tab. 3.3 nalezneme nékteré Padé aproximace exponencialni funkce e?. Pfipomenme,
ze pro j = 0 v prvnim fadku Tab. 3.3 obdrzime explicitni Tayloriv rozvoj fadu k a ve
sloupci pro k = 0 implicitni Taylortiv rozvoj fadu j.

Tabulka 3.3: Padé aproximace pro funkci e?

Ryj(2) k=0 k=1 k=2 k=3
2 2 3
=0 1 142 1+2+%7 I+e+5r+%
1 1 1 1
2 2 3
i1 1 1+%z 1+%zt%z—! 1+§z+§%—,+ig—,
1-z 1-5z 1-3z 1-3
2 2 3
P L Ll ey | bderdgedd
2
1—z+%; 1-2z+127 1-1z4127 1-2z+5 20
1+lz 1+22+L£ 1+lz+lL+L73
j=3 12 . i - 5711020 2775 21 720 3
3 1 1 3 3 1 1 1 1
lztgr—%r | 1-a#ta5r—a% | 1-5*tio—t0s | 1a%tsor—aar

Teorém 3.2.2 Padé aproximace Ry;j(z) definovand 3.21 je A-stabilni pokud plati k < j <
k+2.

Podrobnéjsi rozbor Padé aproximace exponencialni funkce a dukazy Vét 3.2.1, 3.2.2
nalezneme v [Eh169, HW02, But08b].

3.2.1 Oblast stability fadu hvézd

When I wrote my book in 1971 I wanted to draw “relative stability domains”, but curious
stars came out from the plotter. I thought of an error in the program and I threw them
away ...

(C.W.Gear, in 1979)

Oblast stability fadu hvézd (“Order stars”) neporovnava |R(z)| k 1, jak je tomu u oblasti
stability numerickych metod, ale porovnava |R(z)| piimo k exaktnimu feseni |e*| = e’ a
ocekava vice informaci.

Definice 3.2.3 Mnozina
A={zeCG|R(Z)| > [e"]} = {z € C;la(2)] > 1},
kde q(z) = R(z)/e*, se nazyvd oblast stability radu hvézd funkce R(z).
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Véta 3.2.4 Metoda je I-stabilni, pokud pro jeji funkci stability R(z) plati:
(i) ANiR = 0.
Dadle je metoda A-stabilni pokud pro jeji funkci stability R(z) plati (i) a
(ii) vsechny pdly R(z2)! (tedy poly q(z)) leZi wvnity pozitivni poloroviny CT.

Na Obr. 3.6 je zobrazena oblast metody fadu hvézd pro (0,1) Padé aproximaci (tedy
implicitni Eulerovu metodu, coz je implicitni Taylorova fada prvniho ¥addu), Obr. 3.7 zo-
brazuje oblast metody fadu hvézd (0,2) Padé aproximaci, coz je implicitni Taylorova fada
druhého fadu. Obé oblasti jsou podle Véty 3.2.4 I-stabilni.

Re(z) Re(z)

Obrazek 3.6: Oblast fadu Obrazek 3.7: Oblast fadu
hvézd - (0,1) Padé aproximace hvézd - (0,2) Padé aproximace

Na Obr. 3.8, 3.9 jsou zobrazeny oblasti metody fadu hvézd pro (1,1) Padé aproximaci -
lichobéznikova metoda a pro (2,3) Padé aproximaci, coz je znamd implicitni Runge-Kutta
metoda Radau ITA patého fadu.

Im(z)

Re(z) Re(z)
Obrazek 3.8: Oblast fadu Obrazek 3.9: Oblast radu
hvézd - (1,1) Padé aproximace hvézd - (2,3) Padé aproximace

Podrobnéjsi rozbor konceptu metody fadu hvézd nalezneme napt. v [HWO02].

'Pro racionalni funkci Ry;(z) (3.21) definujme nuly z;, € C funkce Ry;(z) takové, Ze plati Pr;(zx) =0 a
poly z; € C funkce Ry;(z) takové, Ze plati Q;(z;) = 0.
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3.3 Shrnuti

Tuhé systémy vyzaduji pii svém feSeni numerické metody s velkou oblasti absolutni stability.
Po numerické metodé vhodné pro feSeni tuhych systému pozadujeme, aby byla A-stabilni,
respektive L-stabilni. Tento poZadavek spliiuji pfedev§im implicitni numerické metody
nizsich fadt. Z pozadavku stability se jako zajimava jevi metoda explicitni a implicitni
Taylorovy fady. S jejim podrobnéjs$im rozborem se seznamime v podkaptitole 5.5.

Zabyvali jsme se pouze zdkladnim rozdélenim stability numerickych metod. Existuje
jesté mnoho dalsich pojmu D-stabilita, B-stabilita, BN-stabilita a dal$i. Pojem stabilita
numerickych metod je ¢asto diskutovany problém v mnoha literaturach. Podrobnéji se s nim
miizete seznamit napt. v [HNW87, HW02, stil0, C04, Wil74].
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Kapitola 4
Analyza a reseni tuhych systému

V této kapitole se zaméfime na analyzu vzniku tuhosti a popiSeme moznosti feseni tuhych
systémi na n€kolika konkrétnich pfikladech. S tuhymi systémy se mizeme setkat v mnoha
ptipadech bézné praxe. Vyskytuji se napf. v chemické kinetice, teorii fizeni, mechanice
pevnych latek, ale také v predpovédi pocasi, biologii, elektrotechnice a mnoha dalsich
oblastech.

Na nésledujicich prikladech si ukédzeme vypocet koeficientu tuhosti, ukdZeme si nalezeni
analytického feSeni nékterych problémii a pokusime se u nich upravami “tuhost” odstranit
nalezenim ekvivalentni SDR “bez tuhosti”. Zvla$tni pozornost budeme vénovat vzniku
tuhych systémt v elektrickych obvodech. Porovname moznosti feSeni problémn stiff soustav
diferencialnich rovnic pomoci klasickych numerickych metod implementovanych v MAT-
LABu a moznost FeSeni téchto problémti pomoci Moderni metody Taylorovy fady (pro-
gramové vybaveni TKSL [sof10]).

4.1 Detekce tuhych systému

Vyjdéme nejprve ze zakladni vlastnosti tuhych systémi. Stru¢né lze charakterizovat tuhé
systémy jako diferencidlni rovnice, jejichz feseni obsahuje velmi rychle se ménici slozky a
slozky s velmi pomalou zménou. Rychle se ménici slozky byvaji ¢asto nezajimavé, kom-
plikuji vSak vypocet pomalych slozek. Kvalitni programy zalozené na explicitnich Runge-
Kutta metodach a Adamsovych metodach jsou obecné velmi efektivni. Jestlize vSak pomoci
nich chceme fesit tuhy problém, jsou najednou znacné neefektivni, dokonce natolik, Ze jejich
pouziti je zcela nevyhovujici. Pro pevnou délku kroku zacne ¢asto numerické feseni oscilovat
a amplituda oscilaci explozivné roste. U metod s fizenim délky kroku se zaCne integracni
krok znac¢né zmensovat a doba vypoctu se extrémné prodlouzi. Pfi neimérné velkém poctu
krok® ndm vypocet navic ¢asto zkomplikuje i vliv zaokrouhlovaci chyby. Proto je nezbytné
predem detekovat “tuhost” v feSené SDR. Pfi zjiSténi, ze se jednd o tuhy systém SDR,
zvolime k jeho Teseni vhodné, ¢asto implicitni numerické metody.

Vétsina metod detekce pracuje s Jacobiovou matici a vlastnimi ¢isly soustavy diferen-
cidlnich rovnic. Jedna z ¢asto uvadénych definic tuhych systému zni [Vit94]:

Definice 4.1.1 Soustava diferencidlnich rovnic je tuhd, jestlize vsechna vlastni ¢isla matice
J maji zapornou redlnou ¢ast a koeficient tuhosti (angl. “stiffness ratio”) S je velky.

Koeficient tuhosti .S definujeme nasledovné:
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Definice 4.1.2 Méjme soustavu n obycejnych diferencidlnich rovnic

yg':fj(tvylay%"'ayn)v J=12...,n. (41)

Necht J je Jacobidn SDR (4.1) a \j jsou vlastni ¢isla (obecné casové zdvisla) Jacobidnu
J. Ocislujme vlastni &isla \; tak, aby

[Re(A)] < [Re(M)| < -+ < |Re(A)], (4.2)
a poloZime
)\min - )\17 )\maz = )\n . (43)
Koeficient tuhosti S je pak ddn vztahem
| Re(Amaa)|
S=-——"=. 4.4
[ReChn)| -y

Problémem je, Ze neni definovana zadna presnd hodnota, podle niz bychom mohli rozhod-
nout, zda je systém tuhy ¢i nikoliv. Pro mnoho tuhych problému z bézné praxe je koeficient
tuhosti S velmi velky (fddové S > 10%).

Na nésledujicim demonstra¢nim pfikladu ukazeme vliv rychle se ménici slozky a moznost
detekce rostouci tuhosti v soustavé diferencialnich rovnic pomoci ¢lent Taylorovy rady.

Piiklad detekce tuhosti s vyuzitim ¢lenu explicitni Taylorovy rady
Méjme soustavu diferencidlnich rovnic ve tvaru

y = —ay, a>0,

7 = —0.0001z, (4.5)
kde poc¢éateéni podminky jsou y(0) =1, z(0) = 1.
Poznamenejme, ze zndmé analytické Feseni (4.5) je ve tvaru
y = e,
5 o—0.0001t (4.6)
Pro detekcei tuhosti v systému (4.5) je nutno vypocitat Jacobiovu matici
—a 0
J = < 0 —0.0001 ) ’
ze které dale urc¢ime vlastni ¢isla
)\1 = —a,
Ao = —0.0001.
Za ptredpokladu, ze a > 0.0001 je koeficient tuhosti
_ |Re(Amaz)| a (47)

" Re(Amin)|  0.0001°

Mnoho vypocetnich systému slouzicich k feSeni tuhych soustav diferencidlnich rovnic de-
tekuje tuhé systémy pomoci Jacobiovy matice a vlastnich ¢isel. Zvlasté u rozsahlych soustav
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diferencidlnich rovnic je vSak tento zptisob znacné vypocetné i ¢asové narocny.

Novy zptisob detekce tuhych systému

Jak je uvedeno vysSe, vyuziti Jacobiovy matice a vlastnich ¢isel k detekci tuhych sys-
témi je vypocetné a Casové naro¢né. Proto navrhuji a ovéruji k detekci tuhych sys-
tému vyuzit Moderni metody Taylorovy fady. K detekci tuhych systémti neni za-
pottebi pocitat Jacobiovu matici systému ODR, ani vlastni ¢éisla. Detekce je zaloZena primo
na porovnavani ¢lenti Taylorovy fady!. Podrobnéji se s rekurentnim vypoétem ¢lenti explic-
itni a implicitni Taylorovy fady seznamime v kapitole 5.

Resme (4.5) pomoci explicitni Taylorovy fady ve tvaru

—ah)? —ah)”
Yier = yi_ah'yi+( 2,) ‘yi+"‘+( n,) Ui (4.8)
Yir1 = Yi+DY1li+DY2+---+ DYn,, (4.9)
podobné
—0.0001h)? —0.0001h)™
ziv1 = z; —0.0001h - y; + (2') - Zi + + (TL') ©Zi (4.10)

Analyzujme ¢leny Taylorovy fady (4.9), (4.11) v prvnim kroku vypoctu. Cleny Taylorovy
fady DZ maji rapidné klesajici trend. Problém nastéava u ¢lend DY s velkou hodnotou
konstanty a.

Jak mizeme vidét v Obr. 4.1 pro konstantu a = 1 (respektive S = 10000) a inte-
gracéni krok h = 1 potfebujeme 15 ¢lenti Taylorovy fady k obdrzeni pfesnosti vypoctu
EPS = 10710 (“error per step” - nastavitelna lokalni diskretiza¢ni chyba vznikl4 zanedbé-
nim vyssich ¢lent Taylorovy fady). Rostouci hodnota konstanty a zvySuje tuhost systému
(4.5) a ¢leny Taylorovy fady jiz nemaji klesajici charakter. Pro zajisténi stability musime
poditat s vice ¢leny Taylorovy fady. V Obr. 4.2 je zobrazena velikost ¢lenti Taylorovy fady
pro hodnotu konstanty a = 10 (tedy koeficient tuhosti S = 100000). K numerickému
vypoétu s presnosti EPS = 10719 jiz potfebujeme 45 ¢lentt Taylorovy fady.

. | 100000
T*++ | oyl | }++++H4+H++++++++++ py| +
T+ izl X 1 oy bz X
1e-005' -+ s =k o
16010 X +++ 16-005 +++++++
¢ el X ey
—+ a 16-010 +++
1e-015 + X +
+H
>< ++ 1e-015
16-020 ++ X
X -+ an 16-020
16-025 - X
X 16-025 %
16-030
X 1e-030 %
1e-035 P4 1e-035 %
1e-040 >< 1e-040 <
1e-045 >< 1e-045 %

16-050 1e-050
5 10 15 20 n 25 5 10 15 20 25 30 35 40 45 N 50

Obrézek 4.1: Cleny Taylorovy fady, a =1  Obrazek 4.2: Cleny Taylorovy fady, a = 10

1Podrobny rozbor explicitni Taylorovy fady véetné funkce stability omezujici délku integracniho kroku a
oblasti stability pro rizny fad (tedy rizny pocet ¢lend Taylorovy fady) nalezneme v podkapitole 5.5.
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Moderni metoda Taylorovy fady (jak je implementovana v TKSL) automaticky (diky
odlisnym a prudce rostoucim ¢lentim Taylorovy fady) detekuje tuhost v systému (4.5).
S rostouci hodnotou konstanty a automaticky snizuje velikost integra¢niho kroku, dokud
nemaji ¢leny Taylorovy fady DY (4.9) klesajici charakter viz Obr. 4.3.

h=0.001953125, a=1000 -

DY1 TX % % % h=0.015625, a=100

PY] ﬁé N + h=0.125,a=10 X
0.01 [ §é 4 1

L+
0.0001 | X }é ; X |
¥ X T
1€-006 [ % 4 . |
1e-008 | X ; % —+ N |
%X+
1e-010 | . <t |
X+
1e-012 | N . < ) N |
1e-014 | W . + N |
1e-016 K « >4
X+
1e-018
° 10 15 20 n 2

Obrézek 4.3: Cleny Taylorovy fady po automatickém sniZzeni integra¢niho kroku

Zavér a zhonoceni

Detekce tuhych systémii je zdkladnim problémem vétsiny vypocetnich zatizeni Tesicich tuhé
systémy. Problém je v presné definici tuhych systémt, kterd stale neexistuje. Mnoho vypo-
Cetnich zafizeni fesi detekci tuhych systémti pomoci vypoctu Jacobiovy matice a vlastnich
Cisel, coz je vSak pro rozsahlé soustavy nelinearnich diferencidlnich rovnic znac¢né vypocetné
narocné.

Zajimavy zpusob detekce tuhjch soustav diferencialnich rovnic poskytuje explicitni Tay-
lorova fada, u které 1ze sledovat v pribéhu vypoctu ¢leny Taylorovy fady. Vypocetni soft-
ware TKSL automaticky detekuje tuhost v systému (4.5) s rychle a pomalu se ménici
slozkou. K detekei vyuziva porovnani ¢lent Taylorovy fady (4.9), (4.11). Po detekci tuhosti
v systému TKSL, ktery vyuziva k viypoctu explicitni Taylorovu fadu, automaticky zmensuje
integracni krok, dokud ¢leny Taylorovy fady nemaji klesajici charakter Obr. 4.3. Vhodnéjsi
je po detekci tuhého systému vyuzit implicitni numerickou metodu napt. implicitni Tay-
lorovu fadu a jeji implementaci pomoci ITMRN viz kapitola 5.
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4.2 ReSeni tuhych systémti s vyuZitim ekvivalentniho sys-
tému

Jednim z moznych pfistupti odstranéni tuhosti ze soustavy diferencidlnich rovnic (SDR),

ktery v praci navrhuji a ovéfuji, je nalezeni nového ekvivalentniho systému k puvodni

SDR, ktery jiz “tuhost” neobsahuje. Novou SDR, ktera jiz tuhost neobsahuje, 1ze

poté TeSit béznymi (explicitnimi) numerickymi metodami. Tento novy pristup je mozno

prezentovat v nasledujicich prikladech.

4.2.1 Problém 1

Meéjme soustavou dvou obycejnych diferencidlnich rovnic ve tvaru
/

y = =z,
Y = —ary—(a+1)-z,  ac(l,x), (412)

s pocateénimi podminkami y(0) = 1, 2(0) = —1.
Pii zkoumani tuhosti systému (4.12) vypoéteme nejprve Jacobiovu matici

0 1
jz(—a —a—l)

a z ni nasledné vlastni ¢isla

A= -1,
N (4.13)
pomoci nichz uréime koeficient tuhosti systému (4.12)
_ Re(Amas)| _ a (4.14)
Re(Amin)| 1° '

Podle koeficientu tuhosti (4.14) mtzeme soudit, ze tuhost systému (4.12) roste s hodnotou
konstanty a.

Pozn.: Soustava (4.12) je v matematické literatufe velmi Casto uvadéna a je ma-
tematicky pro definovani tuhosti velmi populdrni (napt. [Vit94]). Dopliime si vSak, Ze
jednoduchym analytickym vypoctem lze tuhost soustavy eliminovat.

Analytické reSeni
Systém (4.12) pfepiSeme nejprve do jedné diferencidlni rovnice druhého fadu

/! /

y' = 7,
v’ = —a-y—(a+1) -z,
Y = —a-y—(a+1)-y.

Sestavime charakteristickou rovnici

yv'+a-y—(a+1)-y = 0,
MNir@+l)-Ad+a = 0,

z niz vypocteme koreny

N = —(a+1)+y/(a+1)2—4a
= 2
Ny = —(a+1)—/(a+1)2—4a

2
)\1— y )\2:—:0,.

)

)
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Kofeny charakteristické rovnice se samoziejmé shoduji s vlastnimi éisly (4.13) Jacobiovy
matice systému (4.12).
Ocekavané obecné resent je tedy tvaru

y = Cl . e)\l-t + 02 . e)\Q.t’
y = Cr-et4+ 0y et
y = —Cp-et4+—a-Cy-e %t

po dosazeni pocatecénich podminek y(0) =1, z(0) = ¢'(0) = —1

1 = Cl+02,
-1 = —-Ci—a-Cy,

vypocteme konstanty

Partikularni fesend systému (4.12) je tedy

y = e,
o T (4.15)

Témto rovnicim lze pfifadit nasledujici diferencialni rovnice. Derivujeme (4.15) a pfepiSeme
do tvaru

y = -, = v = -y, y0)=1,

2 = —et(-1), = 2 = —z, 2(0)=-1.

Vznikla nova soustava obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic (4.16), ktera je ekvivalentni
se systémem (4.12) a jeho partikuldrnim FeSenim (4.15)
y = -, y(0) = 1,

Z = -z, z2(0) = —1. (4.16)

Novy systém (4.16) ma koeficient tuhosti S = 1. Nejednad se jiz tedy o tuhy systém a tuto
soustavu diferencialnich rovnic 1ze bez problému fesit béznymi explicitnimi numerickjmi
metodami.

Ukazka reseni
Reseni tuhého systému (4.12) pro a = 1-10° a interval ¢ € (0,6) (tedy maximalni ¢as udava-
jici interval FeSeni TM AX = 6) pomoci explicitnich Runge-Kutta metod (napi. MATLAB
funkce ODE45 - nutnost nastaveni velice malého integra¢niho kroku), trva fadové desitky
minut. Pfi nasazeni metod zpétné derivace (napf. MATLAB ODE1b5s) jiz vypocet trval
0.9122 sekund.

Reseni upraveného systému s odstranénou tuhosti (4.16) je jiz bezproblémové. Explicitni
Runge-Kutta (MATLAB ODEA45) vyfesi problém béhem 0.3065 sekund.

Resen{ (4.16) pomoci TKSL/C je zobrazeno v Obr. 4.4.

4.2.2 Problém 2

Soustavu diferencidlnich rovnic (4.17) nalezneme v [But08b] pod oznacenim “stiedné tuhy
systém”
Yy = —16y1 + 12y9 + 16 cos(t) — 13sin(t), 31(0)
yy = 12y; — 9ya — 11 cos(t) + 9sin(t), y2(0)

L,
0 (4.17)

43



Legenda: x-axis variables: t y-axis variables: v
1

Obrézek 4.4: Piiklad 1 - TKSL/C

Jacobiova matice SDR (4.17) je ve tvaru

—16 12
J = ( 12 -9 ) ’
vlastni ¢isla matice J jsou A1 = 0, Ay = —25.

Analytické reSeni
SDR (4.17) pfepiSeme do jedné diferencilni rovnice druhého fadu

y{ = —16y; + 12(12y; — 9yo — 11 cos(t) + 9sin(t)) — 16sin(t) — 13 cos(t), (4.18)

vyjadiime yo z prvni diferencidlni rovnice SDR (4.17)

yi + 16y1 — 16 cos(t) + 13 sin(t)
Y2 = )
12
dosadime do (4.18)

yl = =16y} — 9(y} + 16y1 — 16 cos(t) + 13sin(t))+
+12(12y; — 11 cos(t) + 9sin(t)) — 16 sin(t) — 13 cos(t) .

Po tpravé dostaneme

y{ = —25y] — cos(t) — 25sin(t) .
Hledédme tedy feseni nehomogenni diferencialni rovnice druhého radu

Yl + 25y; = —cos(t) — 25sin(t) . (4.19)
Resime nejprve homogenni diferencialni rovnici

Y +2591 =0,
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charakteristicka rovnice je ve tvaru

AN 4250 = 0,
AA+25) = 0,

A1 =0, =-25
Obecné feseni homogenni diferencidlni rovnice je ve tvaru

1 = CreMt + Cyet?t
y1 = C)+ Ce 2,

Nyni hleddme partikularni integral pro vyraz — cos(t) — 25 sin(t)

Ypar = Asin(t)+ Bcos(t),
Ypar = Acos(t)— Bsin(t),
yre = —Asin(t) — Beos(t).

Dosazenim do ptivodni rovnice (4.19)
—Asin(t) — Bcos(t) + 25A cos(t) — 25Bsin(t) = — cos(t) — 25sin(t),

porovnanim koeficientt dostaneme

~A—-25B = -25,
2%A—B = -1,
odkud
A=0, B=1.

Obecné feseni soustavy diferencialnich rovnic je ve tvaru

n = C1+ 026_25t + COS(t) ,
Y2 = %Cl — %0267252t + sin(t),

dosazenim pocéate¢nich podminek y;(0) = 1 a y2(0) = 0, vypoéteme C; =

Dostaneme partikularni reseni

(4.20)

y1 = cos(t),
y2 = sin(¢).
Témto rovnicim lze pfifadit nasledujici diferencialni rovnice. Derivujeme (4.20) a pfepiSeme
do tvaru
i = —sin() =y = -y wn(0)=1,
yhy = cos(t) = yhb = wu y2(0) = 0.

Novy systém “bez tuhosti”

Vznikl novy systém obycejnych diferencidlnich rovnic (4.21), ktery je ekvivalentni se sys-

témem (4.17) a jeho partikularnim feSenim (4.20)

yi = Y2, yl(o) - ]-7
Y9 = Y1, y2(0) = 0.
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Novéa soustava (4.21) méa komplexné sdruzend vlastni ¢isla Ao = +i. Nejedna se jiz tedy
o tuhy systém a tuto soustavu lze bez vétsich obtizi fesit béznymi explicitnimi metodami.

Ukazka reseni
Ukazme si nyni feseni SDR (4.17) a (4.21) explicitni Eulerovou metodou.
Definujme si nejprve prumérnou absolutni chybu vypoctu

N .
B = %Xty vy, —w(i-h)l,

e . (4.22)
N Zi:l ‘921- —y2(i - h)’ )

|Eo| =

kde N je pocet kroki, h je délka integracniho kroku a yi(t) = cos(t), y2(t) = sin(t) jsou
znamé analyticka feseni SDR (4.17) a (4.21).

Tabulka 4.1: Primérna absolutni chyba vypoctu - explicitni Eulerova metoda

SDRI1 (4.17) SDR2 (4.21)

h | B4 | | Ea| | B4 | Ea|

T 1 1.5708 1 1.5708

% 2.0026 1.82054 0.301126 | 0.469847
% 2904.18 2178.18 0.301767 | 0.359263
g 6824.6 5118.47 0.146908 | 0.218403
% 256592 192444 0.145873 | 0.153737
115 137205 102904 0.0971319 | 0.122799
1% 501366 376024 0.094438 | 0.0969944
231 212360 159270 0.0801247 | 0.0818459
234 43003.1 32252.4 0.0696022 | 0.0707897
2L7 4266.14 3199.61 0.0614661 | 0.0623607
3% 135.058 101.292 0.0509704 | 0.0571341
o 5.41458 4.06118 0.0498279 | 0.0503644
36 || 0.0765448 | 0.0654245 | 0.0427244 | 0.0469683

V Tab. 4.1 je zobrazena priumérna chyba vypoc¢tu |E1|, |Fs| pro feSeni soustavy (4.17)
a (4.21). Reseni je pocitano na intervalu t € (0,7), tedy TMAX = 7, pomoci explicitni
Eulerovy metody. V§imnéme si, ze s rostouci délkou integracniho kroku h roste i praimérna
absolutni chyba vypoétu u pivodni SDR1 (4.17) - tuhy systém. U nové SDR2 (4.21) tento
problém neméame a lze tedy fesit tuto novou SDR2 béznymi explicitnimi metodami - systém
bez tuhosti.

ZAvér

Existuji ur¢ité tuhé problémy napf. (4.12) nebo (4.17), které lze matematickymi opera-
cemi prevést na ekvivalentni problémy, u nichz je sniZena, nebo Uplné odstranéna tuhost,
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viz (4.16) nebo (4.21). Tento novy pfistup umoziuje fesit nové vzniklé ekvivalentni SDR
s odstranénou tuhosti pomoci klasickych bézné pouzivanych explicitnich numerickych metod.

4.3 Priklady v elektrotechnice

V nésledujici kapitole se budeme vénovat vzniku tuhych systémt v elektrickjch obvodech.
Castou pii¢inou vzniku tuhosti v elektrickjch obvodech je vnaSeni parazitnich prvka do
obvodi. Tento jev si demonstrujme na nasledujicich prikladech.

4.3.1 RC elektricky obvod

ot :éluc

Obrazek 4.5: RC obvod
Mg¢jme jednoduchy elektricky RC obvod z Obr. 4.5, kde napajeci napéti je ve tvaru
u = sin(wt) .
Napéti na kondenzatoru lze popsat diferencialni rovnici
up = z = i=uxC.
C
Déle plati druhy Kirchhoffiv zédkon
u=uc + Ri =uc +uxRC,

odkud vyjadiime u, a ziskdme vyslednou pocatecéni tlohu

u'—iu iu uc(0) =0
¢~ RC RC T YT
Hledéame tedy analytické FeSeni ulohy
up + auc = au, uc(0) =0, (4.23)

kde a = 1/RC. Postup feSeni je podobny jako v predchozim piikladu 4.2.2 a vysledné
analytické feseni je tvaru
a2

uc e cos(wt) +

= — —_
a? + w? a? + w?
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Z analytického feSeni (4.24) vyplyva

lima—>oo(a2fw2) = 0,
lim, ,oo(e™®) = 0,
linla—eoo(EE%EZE) = 1,
a tedy plati
lim (u¢) = sin(wt) . (4.25)
a—r 00

= File Edit Search Bun Compile Uiew Windows Draw Help

RC_STIFF .GRP

«T 9.9

U -8.518432848243754
UcC -8.32588A922665663
UC_n-B.32588A922665663

5

B.81

1E-BBZ8

1
3.1415926535897

2]
18

F1 Help FZ Save F3 Open Alt-F3 Close F9 Compile Ctrl-F3 Run F18 Menu

Obrazek 4.6: RC obvod - TKSL/386: a = 5,w =1

Zavér
Vysledek (4.25) 1ze odvodit z fyzikalni podstaty problému. Napéti na kondenzéatoru je pro
a — oo rovno vstupnimu napéti u = sin(wt) (4.25). Explicitni numerické metody maji
s rostouci hodnotou konstanty a problém s vypoctem.

Maximalni velikost integra¢niho kroku A (pro hodnotu konstanty a = 2000) pro nékteré
explicitni numerické metody nalezneme v Tab. 4.2.

Tabulka 4.2: Maximalni velikost A (EPS = 10720, @ = 2000) - explicitni numerické metody

metoda h
Eulerova metoda 4.076 x10~22
metoda Runge-Kutta 2. fadu | 1.36 x10~12
metoda Runge-Kutta 4. fadu | 5.96 x10~8
Taylorova metoda (63 ¢lentl) | 3.125 x1073
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V Obr. 4.6 je zobrazen Casovy priibéh napéti na kondenzatoru uc, které zavisi na vstup-
nim napéti u (w = 1, a = 5). Funkce u¢c (pro malé hodnoty a) je zpozdéna za vstupni funkei
U.

Se zvétsovanim hodnoty konstanty a se zvySuje tuhost systému. Vypocet v MATLABu
pomoci funkce ODE45 pro a = 10°, TMAX = 10 , trva 259.185 sekund. Detail FeSeni je
zobrazen v priloze B prace v Obr. B.1. V§imnéme si malého integra¢niho kroku a chyby
vypoétu (Obr. B.1 - dole).

Problém pro velké hodnoty konstanty a lze efektivné fesit pomoci implicitnich numeri-
ckych metod. Viz podkapitola 5.6.3.

4.3.2 RLC elektricky obvod

P1i simulaci elektrickych obvodi se zna¢né rozdilnymi hodnotami prvkd ¢asto vznika tuhy
systém diferencialnich rovnic. Jako pfiklad si uvedeme jednoduchy elektricky obvod s prvky
Lo, Ry, Co (Obr. 4.7 vlevo) rozsifeny (tolerance prvki v obvodu) o parazitni prvky L, Ry, Cy
(Obr. 4.7 vpravo).

O}

Obrazek 4.7: Elektricky obvod RLC bez parazitnich prvkt (vlevo) s parazitnimi prvky
(vpravo)

Pribéh napéti a proudit v obvodu na Obr. 4.7 vlevo miiZzeme popsat soustavou diferen-
cialnich rovnic

i = L% (up —uc — Ro - 1), i(0) = 0, (4.26)

Ocekavany vysledek (obvodu bez parazitnich prvkii) prabéhu napéti uc na kapacité Cy pfi
parametrech Cy = 1F, Lo = 1H, R2 = 1§ je zobrazen na Obr. 4.8, napéti na zdroji je
ug = 1V.

Prubéh napéti a proudt v obvodu s parazitnimi prvky Obr. 4.7 vpravo miizeme popsat
diferencialnimi rovnicemi

o= L%'(Uo—ul_Rl'il)’

i = i(ul —uy — Ry - i9), (4.27)
W = Cil-(ilflé)a

W = gl

kde vsechny pocateéni podminky jsou nulové a napéti na zdroji je ug = 1V. Pii volbé
znacné rozdilnych parazitnich prvka se muze systém diferencidlnich rovnic (4.27) snadno
stat tuhym systémem.
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3 4 5 & 7 8 9 10
Obrazek 4.8: Elektricky RLC obvod bez  Obrazek 4.9: Elektricky obvod s parazit-

parazitnich prvka - TKSL/386, ¢asovy nimi prvky - TKSL/386, ¢asovy priubéh
prubéh napéti uc napéti ui, us

Zvolme nejprve parazitni prvky méné rozdilné od ptivodnich hodnot (Cy = 1F, Ly = 1H,
R2 = 1Q) napi. C; = 0.001F, L; = 0.001H, R; = 0.0062. Casovy pritbéh napéti ui, us
je v Obr. 4.9. Pfi takto zvolenych hodnotach se prakticky nezméni pribéh napéti us proti
puvodnimu napéti uc. Rozdil mezi napétim uc a ug tedy FRR = uc — uy je zobrazen
v priloze B prace v Obr. B.2, B.3, B.4.

Pfi volbé zna¢né mensich parazitnich prvkia (napt. C; = 1-1072F, L; = 1-107!2H,
Ry = 1-1073Q) ziskdme stejny pritbéh napéti u1,us, avsak vypocet se zna¢né zpomali.
Elektricky obvod reprezentovany soustavou diferencidlnich rovnic (4.27) se stane tuhym
systémem.

Jacobiova matice tohoto systému je

—1-10° 0 —1-10"2 0
0 -1 1 -1
J = 1-10"2 —1-10'2 0 0 ’
0 1 0 0
Vlastni ¢isla pak jsou
A2 = —0.5+£0.86575,
Asg = —5-10%41-101%
7Z vlastnich ¢isel ziskdme koeficient tuhosti
5-108 9
= —— =10". 4.2
S =501 10 (4.28)

Pro takovyto systém je jiz FeSeni pomoci béznych explicitnich numerickych metod znacné
neefektivni. Jsme opét nuceni zvolit k feSeni implicitni numerickou metodu.
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Zavér
Sériovy elektricky obvod s prvky La, Ry, Co (Obr. 4.7 vlevo) rozsifeny o parazitni prvky
Ly, Ry, Cy (Obr. 4.7 vpravo) tvori tuhy systém (4.27), ktery komplikuje vypocet ustaleného
stavu napéti na delSim casovém intervalu. Explicitni numerické metody maji problém
s vypoctem. Vhodné je pouzit implicitni numerickou metodu. Mozné feseni pomoci im-
plicitni Taylorovy fady nalezneme v podkapitole 5.6.5.

Poznamenejme, Ze stejny prubéh napéti uo ziskdme i pii zanedbani parazitnich prvki,
pak ale lze pouzit béznych explicitnich numerickych metod.

4.3.3 Van der Poluv oscilator

Problém Van der Poluv oscilator je pojmenovan po svém objeviteli, holandském fyzikovi
Bathasar van der Polovi (1920). Jedné se o typ oscilatoru s nelinedrnim tlumenim, ktery
popisuje déj v elektrickych obvodech s vakuovou trubici. Van der Poliiv oscilator je popsan
diferencialni rovnici druhého radu

'+ -1y +y=0, p>0, (4.29)

kde j je parametr udavajici silu nelinedrniho tlumeni. ReSenim je periodické funkce, ktera
po prechodné fazi nezavisi na pocatec¢nich podminkéach.
Diferenciélni rovnice druhého fadu (4.29) lze pfepsat na soustavu dvou ODR

y’1 = Y2
’ 4.30
vy = p-(1—=yi)-y2—y, p>0. (4.30)

Pfizna¢nou vlastnosti systému (4.30) je, ze malé oscilace jsou zesilovany a velké jsou tlu-
meny.

Na Obr. 4.10 je zobrazeno feSeni systému (4.30) pro pocateéni podminky y;(0) = 2,
y2(0) = 0 a parametr p = 0.01. Jedn4 se o aplikaci generatoru harmonického signalu.

Legenda: x-axis variables: t y-axis variables: y1

Obrézek 4.10: Van der Pol - TKSL/C, p = 0.01
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Pfi volbé poc¢atecnich podminek y;(0) = 2, y2(0) = 0 a koeficientu p = 10 vznikne tuhy
systém, jehoz feSeni nalezneme v Obr. 4.11.

Legenda: x-axis variables: t y-axis variables: vl

Obrazek 4.11: Van der Pol - TKSL/C, u = 10

Koeficient p tedy zna¢né ovliviiuje koeficient tuhosti systému (4.30). Jacobiova matice
systému (4.30) je tvaru

7 ( 0 1 ) _ (4.31)

=2 p-y1-y2—1 e (1—yi)

Systém (4.30) je nelinearni, tzn. vlastni ¢isla Jacobiovy matice (4.31) a tedy i koeficient
tuhosti se s Casem meéni.

Zavér
Explicitni numerické metody maji opét problém s vypoétem soustavy (4.30) s rostouci hod-
notou . Vhodné je pouzit implicitnich numerickych metod. Zajimavou se v tomto pripadé
jevi implicitni Taylorova fada a jeji implementace ITMRN viz podkapitola 5.6.6.
Poznamenejme, ze Van der Poliv oscilator byl vyvinut pro generovani harmonického
signalu (Obr. 4.10). Pro generovani obdélnikového signélu (velké hodnoty p a tedy vysoka
tuhost systému) je nevhodny (Obr. 4.11). Obdélnikovy signal obdrzime snadnéji napf.
pouzitim astabilniho multivibratoru.

4.4 Prevod SLAR na SDR

V této kapitole se zamérime na vznik tuhosti pii pfevodu soustavy linedrnich algebraickych
rovnic (SLAR) na soustavu diferencialnich rovnic (SDR) s vyuzitim transponované matice
viz podkapitola 2.1.3.
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Priklad vypoétu stabilniho feseni pomoci transponované matice
Resme soustavu linedrnich algebraickych rovnic ve tvaru

r+y+z = 19,
20 +3y+z2z = 31, (4.32)
3r —2y+ 14z = 5H2.

SLAR (4.32) pfevedeme na SDR ve tvaru

¥ = z+y+2-—19 z(0) = 0,
y = 2+3y+z-31 y(0) = 0, (4.33)
Z = 3x—2y+ 14z — 52 z(0) = 0.

Pfi zkoumdani této soustavy (4.33) z hlediska stability vypoc¢teme vlastni ¢isla soustavy
(4.33)

Al = 14.0425,
Ao = 0.1111, (4.34)
A3 = 3.8464.

Vsimnéme si, Ze vSechna vlastni ¢isla (4.34) nespliiuji podminku Re(A1, A2, A\3) < 0, tzn.
systém diferencialnich rovnic (4.33) je nestabilni a nelze vyuzit k feSeni SLAR (4.32).

Provedeme tedy tpravu SDR (4.33) na stabilni systém diferencidlnich rovnic pomoci
transponované matice

1 1 1 1 2 3
A= 2 3 1], AT = 1 3 -2 1|,
3 -2 14 1 1 14
14 1 45
AT A =1 1 14 —24
45 —24 198
Obdrzime novou stabilni soustavu diferencidlnich rovnic ve tvaru
¥ = —(ldz + ly + 45z — 237) z(0) = 0,
y = —(x+ 14y —242—38) y(0) = 0, (4.35)
2/ = —(4bx — 24y + 198z — 778) z(0) = 0.
Podle vztahu
|-AT-A-)X-E|=0, (4.36)
obdrzime charakteristickou rovnici pro vypocet vlastnich ¢isel
—14 — X —1 —45
-1 —14 — X 24 = 0,
—45 24 —198 — A\
—X\3— 22602 - 31380 —36 = 0,
odkud
A = —0.01,
Ao = —200.1114, (4.37)
A3 = —14.85.
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Obrazek 4.12: Regeni SDR (4.35) pomoci TKSL/386

Vlastni ¢isla (4.37) nového SDR (4.35) jsou jiz zdporna $e(A1, A2, A3) < 0 a novy systém
diferencidlnich rovnic (4.35) tak splituje podminku stability.

Nevyhodou pfevodu SLAR (4.32) na SDR (4.35) pomoci transponované matice je
“zvyseni tuhosti” nového systému. Koeficient tuhosti nového systému diferencidlnich rovnic
(4.35) je ve tvaru

A
g =2l _on01114. (4.38)
Al

Zavér

Nové vznikla stabilni SDR (4.35) ma vysoky koeficient tuhosti (4.38). Vime, Ze predpo-
kladané feseni postupné konverguje k hodnotam feseni SLAR (4.32). Reseni SDR (4.35)
pomoci TKSL/386 je zobrazeno v Obr. 4.12. VSimnéme si nutnosti fesit SDR (4.35) na
relativné velkém cCasovém intervalu (T'MAX = 3000 - ziskdme FeSeni s platnosti na 14
desetinnych mist). Zajima nés tedy ustleny stav feSeni. Vhodné je opét k feSeni zvolit
implicitni numerickou metodu, kterd umozni k nalezeni ustaleného stavu reseni pouzit vétsi
integracni krok.

4.5 Newtonova metoda

Vsechny predchéazejici priklady vedou na tuhé systémy diferencidlnich rovnic. K feseni
tuhych systému se vyuzivaji implicitni numerické metody, které vSak musi fesit soustavy
rovnic v implicitnim tvaru. K vypoctu soustavy nelinearnich algebraickych rovnic se ¢asto
v praxi vyuziva Newtonovy itera¢ni metody viz podkapitola 2.1.4.
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V nasledujicim ptikladu si ukdzeme vypocet diferencidlni rovnice pomoci implicitni li-
chobéznikové metody vyuzivajici k vypoctu Newtonovu metodu.
Hledejme pomoci lichobéznikové metody numerické feseni diferencialni rovnice [BF04]

Yy =5y —t)>+1, 0<t<1, y(0)=-1. (4.39)
Znamé analytické feseni rovnice (4.39) lze vyjadiit ve tvaru
y=t—e . (4.40)
Lichobéznikova metoda
Pfipomenme znamy tvar lichobéznikové metody
1 / /
Yit1 = Yi + i(hyi + hyiy1) -

Oznacime-li prvni derivace
yi = f(ti,vi),
Yigr = [, yiv1),
pak dostaneme
Yirr = i+ 2(f(ti,yi) + f(tir1 yirr)) -
Zname y;, t; a t;11. Hledame y;, 1, feSime tedy rovnici ve tvaru

F(yiv1) = yi + g(f(tz‘, Yi) + f(tiv1,Yiv1)) — ¥ir1 =0. (4.41)

Rovnici (4.41) fesime pomoci Newtonovy metody (viz podkapitola 2.1.4)

)

U+ _ y(j) _ F(yiﬂ) _
i1 1T D)

. , 4.42
G y¢+%(f(ti,yi)+f(ti+1,yﬁi)l))fyz(i)l ( )

“+1 %fy(twrlvyz{i)l)*l

9

kde fy, = 0f(ti+1,Yit+1)/0yit1 & ygi)l = y;. Bé&zné staci 3 az 4 iterace pro dosazeni dostatecné
j+1)‘

dané presnosti TOL = \yﬁ)l - .%(H

ReSeni problému
Resme nejprve rovnici (4.39) pomoci implicitni lichobé&znikové metody vyuzivajici Newtonovu
metodu k vypoctu y;;1 dle rovnice (4.42).

yuth — @ Y + 857 (y; — 1) + 5P (5 — (t+ h))? +2) —y)
i+1 i+1 %(10@5(”’1)%@1 — 10e5(t+h) (t + h)) -1

. (4.43)

Analyticky vypocet vyssich derivaci je vSak u nékterych funkeci slozity. Druhou moZnosti
je vypocet derivace pomoci diferen¢ni formule. Do jmenovatele v rovnici (4.42) dosadime
F'(y) = (F(y+ hn) — F(y))/hn a obdrzime nasledujici vztah

G+1) ) Yi + %(f(twyz) + f(ti+1vyz(i)1)) - yz(i)l 4.44
Yiv1 = Yiq1 — ) ) (4.44)
F'(y )
i+1
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kde

@y = Wt B e uith +hv) + F(tee) = @+ A))] = [y 5 ey + (k) — i)
i+1/) — hn ’

po upraveé

B(Ftipn, 9 + b)) = Ftirn, u90)) — 09 + hy) + 92,

F/ (J) —
(Y1) e

i+1
Porovnejme nyni mnozstvi iteraci potfebnych pro vypocet rovnice (4.44) - numericky

vypocet derivace pfi konkrétni délce kroku Newtonovy metody hpy, s po¢tem iteraci po-
tFebnych pii vypoctu rovnice (4.43) - analyticky vypocet derivace.

Tabulka 4.3: Impl. lichob&znikova metoda (4.43), h = 0.25, TOL = 1076

t; | lich. metoda + anal. Newton ly(ti) — il pocet iteraci
0.0 -1 0 0
0.25 0.00545572 0.0419605 6
0.5 0.426757 8.84216 x10~3 7
0.75 0.729153 2.67056 x 1073 8
1.0 0.99402 7.57858 x1074 10

Tab. 4.3 ukazuje vypocet problému (4.39) pomoci implicitni lichobéznikové metody
s analyticky ziskanou derivaci v Newtonové metodé (4.42). Pfesnost vypoétu Newtonovy
metody je TOL = \ygi)l - 3/@(

Tabulka 4.4: Impl. lichobé&znikova metoda (4.44), h = 0.25, TOL = 1075, hyy = 0.01

D =107,

t; | lich. metoda + num. Newton ly(t:) — il pocet iteraci
0.0 -1 0 0
0.25 0.00545572 0.0419605 6
0.5 0.426757 8.84216 x1073 7
0.75 0.729153 2.67051 x103 8
1.0 0.994019 7.57442 x10~* 38

V Tab. 4.4, 4.5, 4.6 nalezneme vypocet problému (4.39) pomoci implicitni lichobé&zni-
kové metody s numericky ziskanou derivaci v Newtonové metodé (4.44). Pfesnost vypoctu

Newtonovy metody je TOL = ’yz(i)l

(j+1
Yt

)| = 1075, délka kroku Newtonovy metody

hy = 0.01, hy = 0.001, Ay = 0.0001, interval vypoctu TMAX = 1.

ZAvér

Snizovani hy < 0.0001 jiz neméa vliv na pocet iteraci. Porovnanim Tab. 4.3 s Tab. 4.6
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Tabulka 4.5: Impl. lichobé&Znikova metoda (4.44), h = 0.25, TOL = 1075, hyy = 0.001

t; | lich. metoda + num. Newton ly(ti) — vl pocet iteraci
0.0 -1 0 0
0.25 0.00545572 0.0419605 6
0.5 0.426757 8.84216 x1073 6
0.75 0.729153 2.67055 x103 7
1.0 0.99402 7.5786 x10~* 9

Tabulka 4.6: Impl. lichobé&znikova metoda (4.44), h = 0.25, TOL = 1075, h = 0.0001

t; | lich. metoda 4+ num. Newton ly(t:) — il pocet iteraci
0.0 -1 0 0
0.25 0.00545572 0.0419605 6
0.5 0.426757 8.84216 x1073 6
0.75 0.729153 2.67056 x10~3 7
1.0 0.99402 7.57858 x1074 8

zjistime, ze numericky vypocet derivace pfi vhodné malém kroku v diferen¢ni formuli
(hy = 0.0001) u Newtonovy metody je vypocetné méné naroény v porovnani s analy-
tickym fesenim derivace. Celkovy pocet iteraci u analytického vypoctu derivace Tab. 4.3
je 31. Vyhodnéjsi numerické feSeni pomoci diferencni formule s Ay = 0.0001 je zobrazeno
v Tab. 4.6 a potfebuje k vypoctu 27 iteraci.

Podrobnéjsi rozbor Newtonovy metody pouzité v implicitni Taylorové metodé (ITMRN)
nalezneme v podkapitole 5.5.1 a 5.6.

4.6 Shrnuti

Reseni tuhych systémt diferencidlnich rovnic patii v soucasné dobé stale mezi slozité pro-
blémy. Sofistikované programy se snazi vyporadat s detekci tuhych systému (¢asté piepoci-
tavani Jacobiovy matice). VétSina programu vSak nabizi uzivateli vice numerickych metod
a zvoleni vhodné numerické metody nechévaji zcela na “zkuseném” uzivateli. Nechceme byt
vSak jen uzivateli, kteri ndhodné dosadi do formule a ¢ekaji, jak to dopadne.

Rozbory a dil¢i zévéry kapitoly 4 prace ukazuji a dévaji navod, jak posilit odbornou
erudici uzivatele pri volbé vhodné numerické metody k feseni tuhych systémi diferencialnich
rovnic.
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Kapitola 5

Moderni metody Taylorovy rady

There are at least two ways to combat stiffness. One is to design a better computer,
the other, to design a better algorithm.

(H.Lomaz, in Aiken 1985)

5.1 Uvod

Pod pojmem “Moderni metoda Taylorovy fady” si mizeme piedstavit numerickou metodu
vyuzivajici Taylorovu fadu (rekurentni vypocet ¢lentt), kterd automaticky kontroluje ve-
likost integracniho kroku v zavislosti na stabilité numerické metody, pouziva dany pocet
¢lentt Taylorovy fady v zavislosti na presnosti vypoctu, lze paralelizovat na vhodné hard-
warové architektufe, pouziva viceslovni aritmetiku atd.

Mezi Moderni metody Taylorovy fady lze zafadit i implicitni Taylorovu radu, ktera je
vhodna predevsim pro reSeni tuhych systémi.

Dulezitou soucasti metody, tak jak je implementovana napt. v TKSL [sof10], je auto-
matické nastaveni radu integra¢ni metody, to znamena, ze se pouziva tolik ¢lentt Taylorovy
tady, kolik je potfeba na pozadovanou pfesnost vypoctu. Je proto bézné, ze se pfi vypoctu
v jednotlivych krocich konstantni délky pouzivéd proménny fad metody. Analogicky je mozno
pro dany ¥ad metody modifikovat délku pouzitého integrac¢niho kroku. Tato skutec¢nost po-
zitivné ovliviiuje stabilitu a rychlost vypoctu.

“Moderni metoda Taylorovy fady” ma velmi priznivé paralelni vlastnosti. Mnoho vy-
pocetnich operaci je vzajemné nezavislych, takze tyto vypocéty mohou byt provadény para-
lelné, nezavisle v oddélenych procesorech paralelnich vypocetnich systémi. Tento paralelni
pristup se experimentalné ovéiuje.

Nezbytnou soucasti “Moderni metody Taylorovy fady” je automatickd transformace
zadani. Puivodné zadand soustava nelinearnich diferencidlnich rovnic se automaticky trans-
formuje na polynomidalni tvar, t.j. na tvar, u kterého lze snadno rekurentné vypocitavat
jednotlivé cleny Taylorovy fady.

Vzhledem k tomu, Ze se pii vypocétu transformované soustavy (po provedené automa-
tické transformaci zadani) provadéji jen zakladni matematické operace (+,-,%,/), lze pro
jejich realizaci navrhnout jednoduché specializované elementarni procesory a ziskat para-
lelni vypocetni systém s relativné jednoduchou architekturou (prvni experimenty jiz byly
provedeny pomoci hradlového pole Xilinx FPGA).

Pro Moderni metodu Taylorovy fady je charakteristické, Ze se pro zadany integracni krok
pfesnost vypoctu zvysuje s poctem c¢lentt Taylorovy fady. Toto zvySovani pfesnosti vSak

58



neni neomezené. Pro dany integrac¢ni krok vzdy existuje saturovana chyba vypoctu zavisla
na délce slova aritmetické jednotky. V nékterych piipadech miize byt saturovand chyba
vypoctu zmensena zjemnénim integracniho kroku, nebo rozsifenim délky slova aritmetické
jednotky. Pomoci mnoha experimenti bylo dokdzéano, ze v mnoha pripadech efekt rozsiteni
délky slova aritmetické jednotky je vyznamnéjsi, nez efekt zjemrovani integra¢niho kroku.

Moderni metoda Taylorovy fady byla zatim zkoumana a implementovana v TKSL
pouze v explicitni podobé. Ve své praci se budu nové zabyvat moznosti pouziti im-
plicitni Taylorovy fady k feseni tuhych systému diferencidlnich rovnic.

5.2 Soucasny stav

vvvvvv

N

rentniho vypoctu ¢lend Taylorovy fady v kanonickém tvaru, byli Gibbons [Gib60] a Moore
[R.A66]. Dalsimi zndmymi pracemi zabyvajicimi se automatizovanym derivovanim jsou Bar-
ton [BWZT71], Corliss a Chang [CC82]. Moznosti proménlivého kroku a fadu ( “variable-
step variable-order” VSVO) v pribéhu vypocétu se zabyva ve svych pracech Robert Barrio
[BBL03, Bar05, BBL05]. Moznost feseni tuhych systémti pomoci implicitni Taylorovy fady
je nastinéna v Barton [Bar80], Kirlinger a Corliss [KC91], Scott [Sco00]. Prvni pokusy s pro-
gramovanim rekurentni Taylorovy fady byly provadény ve FORTRANu [Hal83]. V souc¢asné
dobé se zacinaji implementovat jednotlivé pokusy v C/C++ [JZ05]. Paralelni vypocet
a viceslovni aritmetika se vyuziva v programovém vybaveni TKSL/C [sof10].

Dalsimi zajimavymi pracemi jsou napf. fesSeni diferencialnich algebraickych rovnic Nedi-
alkov a Pryce [NP05, NP07], moznosti validace existence jednozna¢ného feseni pomoci Tay-
lorovy fady a tzv. “wrapping” efektu Nedialkov [NJC99, NJP02, JN02], kombinace Milstein-
Taylorovy numerické metody pro feSeni stochastickych diferencidlnich rovnic [TB01], nu-
mericky vypocet vyssich derivaci do étvrtého fadu [MMO03a, MMO03b], kombinace lichobéz-
nikové metody s Taylorovou fadou [CWH06, CZG10].

5.3 Rekurentni vypocet

Nedilnou soucasti Modernich metod Taylorovy fady je rekurentni vypocet ¢lent. Pied ob-
jevenim digitélnich po¢ita¢ti bylo analytické po¢itani élenti Taylorovy fady (pfedevsim odvo-
zovani vyssich derivaci) povazovano v mnoha piipadech za pfili§ komplikované. Z tohoto
divodu se Taylorova rada del$i dobu nevyuzivala. V mnoha modernich knihdch o nume-
rické a aplikované matematice je konstatovano, ze Taylorova fada je z teoretického a kon-
cep¢niho hlediska velice zajimava, avSak muze byt pouZita jen v urcitych specialnich pii-
padech. Obecné pouziti integra¢niho algoritmu je prilis slozité. V praci se zabyvam béznymi
“Technickymi problémy”, pro jejichz feSeni lze Taylorovu fadu tspésné vyuzit [Mik00].
Méjme explicitni Taylortv rozvoj aproximujici funkei y(t) ve tvaru

2 m

y(t) = y(ts + h) = y(t:) + hy/ () + g/ (8) + -+

5 M)+ -+, (5.1)

m?

kde h =t — t;.
Piedpokladejme, Ze y(t;) je znAma hodnota, dale pouzivame znaceni 4™ pro d™y/dt™|;,

(m = 07 1727 .- ‘)7 f pro f(t7y(t))‘tw ft pro 8f(tay(t))/8t|ti a fy pro af(tvy(t))/ay|ti atd.

Formalni vyjadfeni ¢lent Taylorovy fady pak mizeme zapsat
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y = konstanta ,

y = f,

y// = ft+fyfv

y" = fut 2ff + fify LS

<

Aplikujme nyni Taylorovu fadu na konkrétni problém 13/ = 32 + t'9, parcidlni derivace
v bodé (t,y(t))|t, jsou tedy f =y + 10 fi = 10t°, f, = 2y, fu = 903, fyy, = 2, fi, = 0,
atd.

y = konstanta

y/ — y2 _|_ th ,

y' = 10t + 2y(y* + t10)
y" =

"= 9088 4+ 1092y + 2(y% + t19)? + (2y)2(y? + ¢19)

Je ziejmé, ze i v takto jednoduchém prikladé je slozité vyjadfit obecné vyssi derivace.
Podivame-li se vSak podrobnéji na dany priklad, najdeme urcitou moznost vyjadieni pomoci
predchézejicich derivaci

y = konstanta

y y-y+t0,

/ / / 9
y-y +y -y+ 107,

~

I

y =
y/// — y-y”+2y"y’—l—y"-y+90t8,
y(4) — y-y”’+3y’-y”+3y”-y/+y”’-y+720t7,
(m+1) i( ML)y m) (m > 11)
Y = ; )Yl ) m =z .
gt(m = j)!

J=0

Vyhodou tohoto zapisu je moznost rekurentniho vypoctu.

5.4 Tvorici rovnice

Pomoci zndmych pravidel derivovani mtizeme odvodit rekurentni vypocet vyssSich derivaci
(tedy ¢lent Taylorovy fady) pro zakladni funkce jako jsou sin, cos, exp, log, atd. a jednoduché
aritmetické operace.

Kazdé programové vybaveni vyuzivajici automatického rekurentniho vypocétu Taylorovy
fady, musi obsahovat nésledujici pravidla:

e Funkce fi(t,y1,v2,...,yn) pravych stran soustavy n obycejnych diferencialnich rovnic
jsou slozeny z kone¢ného poctu elementarnich funkci a kone¢ného poctu jednoduchych
aritmetickych operaci [Mik00].

e Vsechny mezivypocty a vSechny generujici funkce vedou na pomocné proménné.

e Operandy mezivypoctovych operaci a generujicich funkci vyuzivaji pomocné proménné,
Z,Y1,Y2, .-, Yn & konstanty.

60



Pouziti téchto pravidel vede k automatickému rozlozeni pravych stran soustavy ODR
na jednodussi vyrazy, na které lze aplikovat znadma pravidla derivovani.

Vse si demonstrujme na nasledujicim ptikladu

, cos(y)
Yy =y-exp(c-y)+ . y(0)=wo, (5.2)
(t+y)
kde c je konstanta.
Pravou stranu diferencidlni rovnice (5.2) rozlozime na pomocné proménné yri, yro, - - . , Y18
yri = ¢y,
Yyr2 = eXp(yTl) s
yrs = Y-yr2,
yra = sin(y),
yrs = cos(y),
yre = t+y,
yrr = Y15/Y76
yrs = Yr3 +yr7,
Yy = yrs.
Nasledné pomoci zakladnich pravidel derivovani sestrojime “tvorici diferencidlni rovnice”
/ / / /! 1 1
YrisYros -5 Yrs Y11 Y12y - - - Y18
yp, = ¢y,
/ _ / —a/
Yra = Y1 exp(yr1) = ypy Y12,
Yrs = Y -yr2 Ty Yo,
y’/1’4 =y cos(y) = Y - yrs
y,T5 = y - (—sin(y) = —¥ -y,
yre = 1+9,
/ _ YrsYT6—YT5Yre _ Yrs—YTTYre
Y7 = yZ, - YT6 ’
/ _ / /
yT/8/ = y;r:a + Y77
y = yTg ’
yrm = ¢y’
Yo = Uiy yr2 Y Yo
"o, 2.yl 41y
Yrs Yy yre + Y Yo 7Y Yo,
yra = Y yrs+Y - yps,
Yrs = —Y yra—v' Yy,
yre = Y,
o Y2 Ve —YTT Y
Y7 = YT6 ’
Yrs = Yr3+ Y17
1 _ 1!
= Yrs-

Obecné lze tedy vyjadrit vyssi derivace tvoricich diferencidlnich rovnic ygrf), g;), e ,y(Tng)
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m—1
m m—1 i )
m=3 oy = < . >-y§1 Doyds
— J
J
m @ m m—q j
m > 3: y(T3) = Z()y( ”)-y(TJQ),
=0/
m—1 m—1 ‘ )
Y N < . > D) )
=0~ 7
m—1 m—1 '
e Dl (i R
=0 N/
m >3 ygpng) = y(m) ,
(m) m m (m—7) )
Yrs _Z<j> “Yr7 ’ '9726
(m) i=1
m > 3: = ,
- Y7 Y76
m>3 oyl = U
m>3: ymth) = y(m)
= T8
ZAvér

Nejvétsim problémem u feSeni problémil pomoci Taylorovy metody je nalezeni vyssich
derivaci danych funkci. Existuje ur¢itd skupina “Technickych probléma” [Mik00], které
lze pomoci “tvoficich diferencidlnich rovnic” a specidlnich mezivypoctt prevést na konecny
polynom, na ktery lze poté tspésné implementovat rekurentni vypocet vysSich derivaci
(tedy rekurentni vypocet vyssich élent Taylorovy fady).

V nasledujicich c¢astech prace si rekurentni moznosti vypoc¢tu c¢lent Taylorovy fady
budeme demontrovat na konkrétnich piikladech.

5.5 Stabilita, konvergence a konzistence

Zaméfme se nyni na prozkoumani stability, konvergence a konzistence explicitni a nové také
implicitni Taylorovy fady.

Ptipomernime si nejprve podminky konzistence viz Def. 5.5.1 a konvergence viz Def. 5.5.2
jednokrokové numerické metody.

Definice 5.5.1 Jednokrokovd metoda s lokdlni chybou vzniklou zanedbdnim wvyssich cleni
Taylorovy tady (local truncat error) 7;(h) v i-tém kroku je komnzistentni s diferencidlni
rovnict, pokud

lim max |7;(h)| = 0.
h—01<i<N
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Definice 5.5.2 Rekneme, Ze jednokrokovd metoda je konvergentni, pokud

ggé%§M—y@N=Q

kde y(t;) znaci hodnotu presného tesend diferencidlni rovnice a y; je jeji aproximace ziskand
numerickou metodou.
5.5.1 Dahlquistav problém
Zamérme se opét na problém z podkapitoly 3.1. Méjme diferencidlni rovnici ve tvaru
v =Xy, y(0)=1, A<0, (5.3)

znamou také pod nazvem Dahlquistiv problém [HWO02].
Analytické Feseni rovnice (5.3) je ve tvaru

A
y =y(0)e. (5.4)
S rostouci hodnotou konstanty |A| maji numerické metody problém s feSenim pocétecéni
tlohy (5.3). Rozeberme Feseni diferencidlni rovnice (5.3) pomoci explicitniho a implicitniho
Taylorova rozvoje.

Explicitni Taylorova fada

Pfipomenme si tvar explicitniho Taylorova rozvoje (viz podkapitola 2.2.2)

h? h3 h™
Yir1 = yi + hy; + aygl + gygﬂ +ot Hyl(”) ; (5.5)
po dosazeni derivaci obdrzime
2 3 n
Yir1 = Yi+hyi+ BNy + B3y 4+ By
i1 = (LHRAF N2 L B3 o Bynyy,
Funkce stability explicitni Taylorovy rady je ve tvaru
2 3 n
z z z
kde z = hA.
Implicitni Taylorova rada
Pripomenime si tvar implicitniho Taylorova rozvoje viz podkapitola 2.2.2
h2 h3 (7h)n
Yir1 =i+ hyigq — jyilﬂ + ?y;/jrl - yz(ﬂ ; (5.7)
po dosazeni derivaci obdrzime
. — R S [0 F Gl 0 VO
Yirl = Yi+hAyin o A*Yiv1 + 31 A%Yit1 o A"Yit1,
_ 1 .
Yit1 = (1—h,\+§A2—g—f’,\3+~-+%An)yl'
Funkce stability implicitni Taylorovy fady je ve tvaru
1
R(z) = (5.8)

TP
kde 2 = ha\.
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Oblasti stability
Vychézejme z pozadavku (3.5) konvergence numerického feeni poc¢ateéni tlohy (5.3):
1| < lyil - (5.9)
Tedy funkce stability R(z) = y;+1/y; musi spliiovat podminku
|R(z)] <1. (5.10)

Podle (5.6) je oblast absolutni stability explicitni Taylorovy fady

2 3 n

2z z
Itz + gt gt ot <1 (5.11)
Podobné podle (5.8) je oblast absolutni stability implicitni Taylorovy fady
1

<1. (5.12)
2 3 (—2)n | <

l—z +5 -4+ + 520
V Obr. 5.1, 5.2, B.5 (v pfiloze B préce) jsou zobrazeny oblasti absolutni stability explicitni
Taylorovy fady (vySrafovana ¢ast). Obecné pokud plati pro pocet élent Taylorovy fady
n — 00, oblast absolutni stability (5.11) pokryje celou zdpornou ¢ast komplexni poloroviny
a explicitni Taylorova fada se stane A-stabilni.

3
6 - 4
explicit Taylor ORD=4
27 explicit Taylor ORD=3 — ] 4k i
explicit Taylor ORD=2 —
1 F explicit Euler 1 Runge-Kutta ORD=6 — |
2 explicit Taylor ORD=6
I~ < explicit Taylor ORD=5 —
gof 1 Eo 1
s q -2 h
4 q
2 F q
6 [ q
-3
3 2 1 0 1 2 3 -6 4 2 0 2 4 6
Re(z) Re(z)

Obrazek 5.1: Oblast stability explicitni  Obrazek 5.2: Oblast stability explicitni
Taylorova fada ORD =1,2,3,4 Taylorova fada ORD = 5,6

V Obr. 5.3, 5.4, 5.5, 5.6, B.6 (v pfiloze B préace) jsou zobrazeny oblasti absolutni stability
implicitni Taylorovy fady (vySrafovana ¢ast). Poznamenejme, Ze implicitni Eulerova metoda
je implicitni Taylorova fada prvniho fadu (ORD = 1) viz Obr. 3.5. Implicitni Taylorova
fada prvniho a druhého fadu je L-stabilni (je splnéna podminka A-stability, kde oblast
absolutni stability pokryva celou zapornou ¢ast komplexni poloroviny). Pfi vyssim poctu
¢lenu implicitni Taylorovy fady se za¢nou objevovat mensi oblasti nestability v zaporné
¢asti komplexni poloroviny v blizkosti osy Im(z). S rostoucim poétem élentt Taylorovy
fady se tyto oblasti zmensuji a vzdaluji k nekone¢nu viz Obr. 5.7, 5.8.

Implicitni Taylorova fada navic spliiuje limitu L-stabilni metody (5.13).

1

lim =0. (5.13)
25—00 1 _ 4 +§_%?+...+(_Z)
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Im(z)
Im(z)

Re(z) Re(z)

Obrazek 5.3: Oblast stability implicitni  Obrazek 5.4: Oblast stability implicitni
Taylorova fada ORD = 2 Taylorova fada ORD = 3

Im(z)
Im(z)

Re(z) Re(z)

Obrazek 5.5: Oblast stability implicitni  Obrazek 5.6: Oblast stability implicitni
Taylorovy fady ORD =4 Taylorovy fady ORD =5

Porovnani explicitni a implicitni Taylorovy rady

Zaméime se nyni na porovnani explicitni (5.14) a implicitni (5.15) Taylorovy fady z pohledu
absolutni chyby vypoc¢tu v prvnim kroku feSeni. Méjme

y(to+h) = Re(2)yo, (5.14)
y(to+h) = Ri(2)yo, (5.15)
kde

Rp(z) =) =, (5.16)

NI (5.17)
pro z stale plati z = h\.
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- 08 06 04 0.2 0 225 22 215 21 -2.05
Re(z) Re(z)

Obrazek 5.7: Oblast stability impl. Tay- Obréazek 5.8: Oblast stability impl. Tay-
lorovy fady ORD = 11 v blizkosti osy lorovy fady ORD = 14 v blizkosti osy
Im(z) Im(z)

Absolutni chybu vypoctu v prvnim kroku vyjadiime jako rozdil mezi numerickym a ana-
lytickym fesenim

eg(z) = |Rp(z)—¢€*|, (5.18)
er(z) = |Ri(z) —€?|. (5.19)

V Obr. 5.9, 5.10, 5.11, 5.12 je zobrazen vliv pocateéni absolutni chyby vypoctu explicitni
(5.18) a implicitni (5.19) Taylorovy fady v prvnim kroku. V§imnéme si, Ze s rostouci hodno-
tou |z| se u implicitni Taylorovy fady absolutni chyba vypoétu v prvnim kroku zmensuje,
u explicitni Taylorovy rady je tomu naopak. Pfipomenme, Ze pii rostoucim poctu c¢lent
explicitni Taylorovy fady se zvétSuje oblast absolutni stability, absolutni chyba vypoctu je
tedy mald i pro vétsi hodnoty |z| viz Obr. 5.11.

0.25

2;) ‘ explicitTaylorbRDﬂ —t Implicit Taylor ORD=1 —+—
=

explicit Taylor ORD=2 —— £(2) Implicit Taylor ORD=2 ——
’ explicit Taylor ORD=3 —*— Implicit Taylor ORD=3 —*—

027
015 [
0.1 [

0.05 [

L
-40 -35 -30 -25 -20 -15 -10 5 Z o

Obrazek 5.9: Absolutni chyba vypoctu, ex- Obrazek 5.10: Absolutni chyba vypoctu,
plicitni Taylorova fada ORD =1,2,3 implicitni Taylorova fada ORD =1,2,3

Vime, ze implicitni Taylorova fada fddu 1,2 je L-stabilni. I pfes pocateéni chybu
vypoc¢tu (nejhorsi pfipad je pro malé hodnoty z € (—5,0)) konverguje ke spravnému
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1.8

explicit Taylor ORD=63 —+—
e(2) plet1ey

16

0.8

0.6

0.4

++M++—++++4ﬁf ——t—t

0.2

W

0
-30 -25 -20 -15 -10 -5

0

1.26-016
&(z)
1e-016
8e-017
6e-017

4e-017

2e-017

Implicit Taylor ORD=63

0
-25 -20 -15 -10

&

Obrazek 5.11: Absolutni chyba vypoctu,
explicitni Taylorova fada ORD = 63

Obrazek 5.12: Absolutni chyba vypoctu,
implicitni Taylorova fada ORD = 63

feseni. V Tab. 5.1 je zobrazena maximéalni mozna absolutni chyba vypoc¢tu pro ptipad

kdy z = —2.5.

Tabulka 5.1: Implicitni Taylorova fada - absolutni chyba vypocétu, h = 0.1, z = —2.5

|Error(y)|

t ORD =1 ORD =2 ORD =3
0.1 0.203629 0.0688584 0.0262671
0.2 0.0748947 0.016046 0.00500224
0.3 0.0227705 0.002886 0.00071899
0.4 | 0.00661849 0.000473707 | 9.24321 x 10~°
0.5 | 0.00190024 7.4629 x 1075 | 1.12077 x 10~°
0.6 | 0.000543685 | 1.15214 x 107° | 1.31227 x 1076
0.7 | 0.000155401 | 1.76014 x 1076 | 1.50223 x 10~
0.8 | 4.44055 x 107° | 2.6741 x 107 | 1.69365 x 1078

Implicitni Taylorova fada, jak lze vidét v Tab. 5.1, neni vhodna pro malé hodnoty |z|
(avSak i pro né konverguje ke spravnému feseni). Jeji piesnost a tedy vhodnost pouziti se
zvySuje s rostouci hodnotou |z|. Pfesnost vypoctu se tedy projevi u velmi tuhych systému
kde z <« 0 viz Tab. 5.2.

V Obr. 5.13, 5.14 je detailné znazornéna vlastnost L-stability implicitni Taylorovy fady
(5.13), kdy je splnéna podminka (5.13), s rostouci hodnotou |z| pak absolutni chyba vypocétu
v prvnim kroku konverguje k nule.

Ukazka resSeni
ResSme diferencialni rovnici ve tvaru

y =-100-y, y(0)=1. (5.20)
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Tabulka 5.2: Implicitni Taylorova fada - absolutni chyba vypoc¢tu v prvnim kroku £;7(z)

E[(Z)
z ORD =1 ORD =3 ORD =5
-1 0.132121 0.00712056 0.000218718
-10 0.0908637 0.00434699 0.000631343
-50 0.0196078 451787 x 1075 3.46414 x 1077
-100 | 0.00990099 | 5.82182 x 1076 | 1.14062 x 10~
-500 0.00199601 | 4.77126e x 10~8 | 3.80168 x 1012
-1000 | 0.000999001 | 5.98202 x 10~ | 1.19401 x 10~ 13
1 1
Rgzg R(z)
1e-050 ///
08 ORD=1 —+— —
o ORD=2 —*— 1e-100 ,/ //
- ORD=10 —*— r ///
1e-150 ////
1e-200 /// - ORD=1 ——
e ORE):z :
wwl S
/// ORD=1000 —
1e-300 7

-80

-50 -40 -30 -20 700 Z o

Obrazek 5.14: Ry(z) (5.17) - detail

-600 -500 -400 -300 -200 -100

Obrazek 5.13: Ry(z) (5.17)

Vypocet provedeme nejprve pomoci béznych explicitnich numerickych metod. Musime pouzit
velmi maly integracni krok pro zachovani stability a pfesnosti feseni. Maximalni velikost
integra¢niho kroku pfi zachovani stability dané numerické metody nalezneme v Tab. 5.3.

Z Tab. 5.3 lze usoudit, Ze explicitni numerické metody maji s vypoctem diferencidlni
rovnice (5.20) problém (nutnost pouziti zna¢né malého integrac¢niho kroku). Pouzijeme tedy
implicitni numerické metody. V Tab. 5.4 je zobrazena zavislost integracniho kroku A na
absolutni chybé vypoc¢tu v prvnim kroku u jednotlivych implicitnich numerickych metod.

Pro feseni (5.20) je tedy vhodné pouzit implicitni numerickou metodu. Pro nas pfipad
(kdy A = —100) se jevi jako nejvhodnéjsi pouzit implicitni Taylorovu fadu libovolného fadu,
kterd pro A € R spliiuje podminku A-stabilni a L-stabilni numerické metody.

V Obr. 5.15 je zobrazeno feseni diferencialni rovnice (5.20) pomoci implicitnich nume-
rickych metod.

Kombinace implicitni Taylorovy metody s Newtonovou metodou

Problémem u implicitnich numerickych metod je explicitni vyjadieni neznamé hodnoty,
kterd se vyskytuje i na pravé strané rovnice. Je nutno pouzit itera¢niho vypoctu viz pod-
kapitola 2.1.4.
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Tabulka 5.3: Maximalni velikost h, expl. numerické metody, chyba vypocétu EPS = 10~20

metoda h
Eulerova metoda 4.22 x 1071
metoda Runge-Kutta 2. ¥adu | 4.77 x 1078
metoda Runge-Kutta 4. ¥fadu | 1.52 x 1077

Taylorova metoda (63 ¢lentt) 0.1

Tabulka 5.4: Implicitni metody - absolutni chyba vypoc¢tu v prvnim kroku v zavislosti na h

|Error(y)|
h | LichobéZznikova metoda | Eulerova metoda | Taylorova metoda (10 ¢lent)
0.1 0.666712 9.08637x10~2 3.24677 x107°
1 0.960784 9.90099x10~3 3.26986 x 10714
10 0.996008 9.99001x10~* 3.59255x 10~
50 0.9992 1.9996 %1074 3.70846x 10731
100 0.9996 9.999x107° 3.62517x10734

Resme diferencialni rovnici (5.20) implicitni Taylorovou fadou, vyuzivajici Newtonovy
metody k vypoctu ;1.
Ukézka vypoctu - implicitni Taylorova fada (ORD = 2):

2
Yir1 = Yi+h(yir1) — & (N2yipa),
0 = yr+(*1+hA*ﬁ%gMH4~

Pouzijeme Newtonovu metodu (2.22) k vypoctu y;+1

h2)\2
y y yi + (=14 hA = 25 )yir1
i+1,j+1 = Yi+1,5 — 2,2 2,2
y¢+(fl+h/\fh2?‘ )(y¢+1,j+h1v)*(yﬂr(flJrhAfh2,A VYit1,5)
hn

(5.21)

U Dahlquistova problému navic vime, Ze musi platit podminka

[Yit1| < |yil

vhodné je tedy volit startovaci hodnotu iterace y;11,0 < y; ;. Newtonovu iteraci ukonc¢ime
pti dosazeni zadané presnosti vypoctu |TOL| = |yiy1,j — Yit1,j+1]-

V Tab. 5.5 nalezneme porovnéni absolutni chyby vypoc¢tu rovnice (5.20) pomoci im-
plicitni Taylorovy fady a kombinace implicitni Taylorovy fady s Newtonovou metodou
(5.21). Vsimnéme si stejné vypoctené hodnoty, tedy stejné absolutni chyby u obou prove-
denych vypoctl. K vypoctu prvniho kroku jsou potfeba vzdy 2 iterace v Newtonové metodé.
Zkratka ORD znadi jako obvykle fad Taylorovy tady.
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\ Lichobéznikova metoda —+—

y | Implicitni Euler —<—
0.8 Implicitni Taylor (ORD=9) —*— ]
1\ Analytické Feseni —&—
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Obrazek 5.15: ReSeni problému (5.20) - implicitni numerické metody, h = 0.1

Explicitni Taylorova metoda - rekurentni vypocet

Zaméime se nyni na ¢leny explicitni Taylorovy fady. Taylorovu fadu ve tvaru

_ / h? " h" (n)
Yirr =i thyi+ Srye oy (5.22)
prepiseme do tvaru
Yir1 =y + DY, + DY2; +---+ DYn;, (5.23)
kde jednotlivé cleny vyjadiime rekurentné ve tvaru
DY1l, = hy = h\y; ,
Dy2, = By = h\pyy, = D)\2y,,
DYn;, = %yl(n) = %)\DY(n -1); = %)\”yl )

V Obr. 5.16, 5.17, 5.18 nalezneme zavislost poc¢tu ¢lenti Taylorovy fady DY potfebnych
k vypoctu prvniho kroku rovnice (5.3) pro dosazeni dané piesnosti EPS = 10715, coz je
v TKSL/C vychozi hodnota (lokalni chyba zanedbani vyssich ¢lenii Taylorovy fady “local
truncation error”).

P1i rostoucim A se zvySuje narok na pocet ¢lendt Taylorovy fady. Pfi zachovani in-
tegra¢niho kroku h = 1 potfebujeme pro vypocet prvniho kroku u A = —100 v rovnici
(5.3) minimalné 312 ¢lentt DY pro dosazeni dané piesnosti EPS = 107!%, viz Obr. 5.18.
Z divodu zachovani presnosti vypoctu (v Taylorové rozvoji pocitame se €leny s velkym
rozptylem od 10~!7 az po 10%3) je potfeba pro pfesny vypocet pouzit viceslovni aritmetiku.
Veskeré vypocty s viceslovni aritmetikou jsou provadény pomoci knihovny GMP [GMP10].
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Tabulka 5.5: Impl. Taylorova fada a Newtonova metoda - absolutni chyba vypoc¢tu v prvnim
kroku h =1, A = =100, hy = 0.01, TOL = 10~1°

|Error(y)|
ORD | impl. Taylorova fada | impl. Taylorova fada a Newt. iterace
1 9.90099x 1073 9.90099x 1073
2 1.9604x10~4 1.9604x10~*
3 5.82182x1076 5.82182x1076
4 2.30498x 1077 2.30498x 1077
5 1.14062x10~8 1.14062x1078
6 6.7725x 10710 6.7725x10710
7 4.69091x 10711 4.69091x 10711
8 3.71287x 10712 3.71287x 10712
9 3.30571x10~13 3.30571x 10713
10 3.26986x 1014 3.26986x 10714

Kombinace implicitni Taylorovy metody s rekurentnim vypocétem a Newtonovou

metodou (ITMRN)

Zaméifme se nyni na ¢leny implicitni Taylorovy fady. Taylorovu fadu ve tvaru

(=h)"
it = it byl =yl (5.24)
prepiseme do tvaru
Yirr =% — DY 11 — DY2; 11 — -+ = DYnyyq, (5.25)
kde jednotlivé ¢leny vyjadiime rekurentné ve tvaru
DYl = —hyi, = —h\yit1,
—h)? _
DY2iy; = ! 2;) yliy = FADY 144,
—h)" _
DYnjyy = S50 = ShADY(n—1),,.
Numericky vypocet pomoci Newtonovy metody se provadi podle vzorce
fWit1,5)
Yitlj+1 = Yitlj — 57 v (5.26)
o T (Yiy)
kde
fWivr;) = —visrj +yi = DY liy1; — DY2i15— - = DY nip 5,
i+1,5FAN)—f(Yit1,5
f,(yi-f—l,j) — Iy +1,5 }11\713 Iy +1,J) —
— —(Wit1,j+hN)+Yi—DY 1N 11, ;—DY 2N 11— —DYnn ip1,;—f(Yit1,5)
= e .
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Obrézek 5.16: Cleny explicitni Taylorovy  Obrézek 5.17: Cleny explicitni Taylorovy

fady DY (A= —1,h = 1) fady DY (A= —10,h = 1)
Nové éleny DYlN,i—i—l,ja DYQNJ'_’_L]‘, . ,DYTLNJH_L]' Vyjédfime ve tvaru
DY1nit1; = —hAyit1,j +hn),
N2
DY2ni1; = SN +hy) = FADYInia;,
DYnyipiy = SNy +hy) = EADY (n— 1)y

Jako prvni ¢len iterace y;41,0 volime

Yi+1,0 = Yi

iteraci ukonc¢ime pri splnéné podmince

Yiv1,; — Yir1,j+1] < TOL,

kde TOL je dana chyba vypoctu.
Vysledky vypoctu pomoci ITMRN jsou samoziejmé shodné s metodou “Kombinace im-
plicitni Taylorovy metody s Newtonovou metodou” viz Tab. 5.5.

Zavér
Na predchozim pfikladu jsme podrobné prozkoumali stabilitu a konvergenci explicitni a
implicitni Taylorovy fady. Explicitni Tayloriv polynom

" ()

h2
yi+1=yi+hy§+ay£'+---+ayi )

spliiuje podminku A-stabilni numerické metody pouze pfi n — oo. Pfi vypoctech provadénych
pomoci explicitni Taylorovy fady (pfedevsim pii pouziti vétsiho poétu ¢lent) jsme ¢asto
nuceni pro zajiSteni dostateéné presnosti vypoctu ¢lenti pouzit viceslovni aritmetiku.
Implicitni Taylorova fada spliiuje do druhého fadu A-stabilni a L-stabilni numerické
metody (viz Obr. 3.5, Obr. 5.3). Pfi narustajicim fadu implicitni Taylorovy metody se
v levé poloroviné komplexni roviny zac¢nou objevovat mensi oblasti nestability v blizkosti
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Obrazek 5.18: Cleny explicitni Taylorovy fady DY (A = —100,h = 1)

imaginarni osy (viz Obr. 5.5, Obr. 5.6), které se vSak s rostoucim fadem zmensuji a vzdaluji
podél imaginarni osy k nekonecnu.

Implicitni Taylorova fada je tedy vhodna pro diferencialni rovnici (5.3), kde plati A € R
a zéroven A < 0, nebof spliiuje podminky A-stabilni a L-stabilni numerické metody.

Jako zajimavy zptsob implementace implicitni Taylorovy fady se jevi kombinace im-
plicitni Taylorovy metody s rekurentnim vypocétem clenti Taylorovy fady a Newtonovou
metodou (ITMRN).

5.6 Priklady vypoctu

Zaméime se nyni na konkrétni problémy a jejich moznosti feSeni pomoci explicitni a nove
také implicitni Taylorovy rady.

5.6.1 Semi-analyticky vypocet

Standardné se v literatute uvadi, ze explicitni Taylorova fada neni vhodnd pro feseni tuhych
systému [JZ05, Hal83, Gib60] . Ukazeme si, Ze diky semi-analytické podstaté vypoctu Tay-
lorovy fady (rekurentni vypocet ¢leni Taylorovy fady s vyuzitim tvoricich diferencidlnich
rovnic) mé v nékterych pfipadech tento proces vypocétu vliv na odstranéni tuhosti systému.

Prof. Butcher ve své zvané prednésce na konferenci ICNAAM 2008 [But08a] prezentoval
zajimavou diferencidlni rovnici (5.27), na které demonstroval “tuhy systém”.

y = L(y —sin(t)) + cos(t), y(0)=0, L<O. (5.27)

Analytické FeSeni diferencialni rovnice (5.27) je ve tvaru
y = sin(t). (5.28)

Ukazme si, jak tuto diferencidlni rovnici (5.27) fesi bézné numerické metody.
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Explicitni Eulerova metoda

Diferencialni rovnici (5.27) feSme nejprve pomoci explicitni Eulerovy metody
Yit1 = Yi + h(L(y; — sin(t)) + cos(t)) . (5.29)

V Obr. 5.19 je zobrazena zavislost absolutni chyby vypoctu (|e| = |y; — y(i - h)|) v Case
TMAX = i-h =2 na velikosti konstanty L a délce integrac¢niho kroku. S rostouci absolutni
hodnotou konstanty L v problému (5.27) musime zmenSovat integra¢ni krok (z davodu
stability vypo¢tu daného numerickou metodou). Explicitni numerickd metoda je tedy pro
FeSeni problému (5.27) nevhodné - jedna se o “tuhy systém” (nebo spiSe nevhodny mate-
maticky popis systému).

0.001 T
l¢l

0.0001

0.001 ¢
lel
0.0001

1e-005 1e-005

16006 | A 1e-006 | A+
1e-007 X~ 1e-007 X

1e-008 | 1e-008

1e-009 [ &~ 1e-009
1 1igg

1e-010 1e-010
1e-005 0.0001 0.001 0.01 h 0.1 1e-005 0.0001 0.001 0.01 h 0.1

Obrazek 5.19: Explicitni Eulerova metoda  Obrazek 5.20: Implicitni Eulerova metoda
- absolutni chyba vypoctu v TMAX = 2 - absolutni chyba vypoctu v TMAX = 2

V Tab. 5.6 je zobrazena absolutni chyba vypoctu explicitni Eulerovy metody v zavislosti
na rizné velikosti konstanty L.

Implicitni Eulerova metoda

Pokusme se nyni fesit problém (5.27) pomoci implicitni Eulerovy metody

Yit1 = Ui+ h(L(yit1 —sin(t + h)) + cos(t + h)), (5.30)
i + h(—Lsin(t + h) + cos(t + h
i1 = 2 ( 5_ Lf)L Eth) (5.31)

V Obr. 5.20 je zobrazena zavislost chyby vypoctu v ¢ase TM AX = 2 na velikosti konstanty
L a délce integrac¢niho kroku. VSimnéme si, Ze i pfi vétsi absolutni hodnoté konstanty L
mizeme pouzit vétsi integracni krok (oproti Obr. 5.19) a pfitom je zachovana stabilita
implicitni Eulerovy metody.

Pii feSeni “tuhého” problému (5.27) je tedy implicitni numerickd metoda diky vétsi
oblasti stability vhodné&jsi oproti explicitni numerické metodé. Analyzujme vSak mozZnost
feSeni problému (5.27) pomoci explicitni Taylorovy metody vyuzivajici rekurentni vypocet
¢lentt a pomocné tvorici diferencialni rovnice.
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Tabulka 5.6: Absolutni chyba vypoctu - expl. Eulerova metoda, h = 0.1

[Error(y)|

t L=-10 L=-100 L=-1000 | L= —10000
0.1 | 0.000166583 | 0.000166583 | 0.000166583 | 0.000166583
0.2 | 0.000664502 | 0.000834748 0.0158272 0.165752
0.3 | 0.00115578 | 0.00866851 1.56805 165.588
0.4 | 0.00163551 0.0763811 155.236 165422
0.5 | 0.0020989 0.689529 15368.3 1.65257x 108
0.6 | 0.00254132 6.20322 1.52146x10% | 1.65091x 10!
0.7 | 0.00295835 55.8319 1.50625x10% | 1.64926x10'4
0.8 | 0.00334582 502.484 1.49119x10'° | 1.64761x10'7
0.9 | 0.00369985 4522.36 1.47628x10'2 | 1.64597x10%°
1.0 | 0.00401692 40701.2 1.46151x10™ | 1.64432x102%3
2.0 | 0.0046737 | 1.41916x10" | 1.32177x103* | 1.62795x 103

Explicitni Taylorova metoda vyuzivajici tvorici diferencialni rovnice a rekurentni

vypoéet élenua

Ptvodni diferencialni rovnici ve tvaru

y' = Ay —sin(t)) + cos(t),  y(0) =0,
kde A\ = L, prepiSeme do tvaru
Yy =Xy— Xz +ux, y(0) =0, (5.32)

kde z = sin(t) a x = cos(t). K vypoctu funkei sin(t) a cos(t) vyuzijeme tvorici diferencidlni
rovnice ve tvaru

:E/ = —Z, :I:(O)Zl’

7 = =z, z(0) =0. (5.33)

Predchézejici diferencialni rovnice (5.32), (5.33) vyjadfime explicitni Taylorovou fadou
ve tvaru

Yit1 = Yi+DY1l+DY2;+---+ DYn,;,
Tit1 = 2 +DX1; +DX2;+---+DXn;,
Zi+1 = % +DZlZ ‘I-DZQZ + .- ‘l-Dan,

kde rekurentni vypocet ¢lentt Taylorovy fady lze vyjadrit ve tvaru

DY1; = h(A\y; — Az +x),
DY?2; = BA\DY1,-ADZl;+ DX1,),
DYn; = BODY(n—-1); —ADZ(n—1); + DX(n—1);),
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DX1; = h
DX2; = h(-Dz1,),

DXn; = (-DzZ(n-1),),

DZL; == h(l‘z),
Dz2; = DXy,
DZn; = “DX(n-1);.
0.01 [
l¢l
0.0001
1e-006 |
1e-008 [
1e-010
1e-012
1e-005 0.0001 0.001 0.01 h 0.1

Obrézek 5.21: Explicitni Taylorova metoda, absolutni chyba vypoctu v TMAX = 2

Pri podrobnéjsim rozboru ¢leni Taylorovy rady zjistime, ze plati DY j; = DZj; pro
j=1,2,...,n, pokud plati poéateéni podminka y(0) = 0. Pro prvni krok jsou tedy ¢leny
DY j; ve tvaru

DY1ly, = h(\y(0) — Az(0) 4+ z(0)) = ha(0) = DZ1g,
DY2, = %()\DYlo —ADZ1y+ DX1g) = %()\hx(o) — Mha(0) + DX 1) = 2DX1 = DZ2,
DY3, = %(ADY2y—ADZ2y+ DX2y) = 2(DX2y) = DZ3,,

.DYTLO =

3=

(ADY (n — 1)y — ADZ(n — 1)g + DX (n — 1)) = 2(DX(n — 1)9) = DZny .

Jednd se o semi-analyticky vypocet vyplyvajici z Taylorovy fady vyuzivajici tvorici dife-
rencialni rovnice.

Pivodni diferencialni rovnici ve tvaru
y' = Ay —sin(t)) + cos(t),  y(0) =0,
lze prevést na ekvivalentni diferencidlni rovnici (odstranéni A(y — sin(t)))

Yoty = cos(t),  y(0) = 0. (5.34)
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Tento prevod provede explicitni Taylorova metoda (vyuzivajici tvofici diferencialni rovnice
a rekurentni vypocet ¢lentt) automaticky. Diferencidlni rovnice (5.34) mé shodné analytické
feSeni s rovnici (5.27) y = ypxy = sin(t). U diferencialni rovnice (5.34) se vSak jiz nejedna
o “tuhy systém” (konstanta A = L nemad vliv na prubéh numerického vypoctu).

Explicitni Taylorova metoda (vyuzivajici tvorici diferencidlni rovnice a rekurentni vypo-
Cet €lentt) pocitajici s ORD =1 (tedy explicitni Eulerova metoda) fesi diferencialni rovnici
(5.27) pro ruznou velikost konstanty L se stejnou absolutni chybou vypoctu |Error(y(i -
h))| = |lyi — y(i - h)|. V Tab. 5.7 nalezneme absolutni chybu vypoctu v zavislosti na fadu
metody explicitni Taylorovy metody (konstanta L neméd vliv na absolutni chybu vypoctu).

Tabulka 5.7: Absolutni chyba vypoctu - explicitni Taylorova metoda, h = 0.1, L = —10000

[Error(y)|
t | ORD=1 ORD =2 ORD =3 ORD =4 ORD =5

0.1 | 0.000166583 | 0.000166583 | 8.33135x10~%8 | 8.33135x10~% | 1.98385x 10~
0.2 | 0.00133067 | 0.000330669 | 9.97462x10~7 | 1.65517x10~" | 3.16744x10~10
0.3 | 0.00347979 | 0.000487293 | 2.72749x1075 | 2.44131x10~" | 8.8597x 1010
0.4 | 0.00658166 | 0.000631608 | 5.24204x10~6 | 3.16728x10~" | 1.7173x10~°

0.5 | 0.0105845 | 0.000758962 | 8.4938x106 | 3.8098x10~7 | 2.79517x10~°
0.6 | 0.0154175 | 0.000864981 | 1.24202x107° | 4.34692x1077 | 4.09896x10~?
0.7 | 0.0209922 | 0.000945642 | 1.69444x107° | 4.75843x10~7 | 5.60321x10~°
0.8 | 0.0272031 | 0.000997342 | 2.19762x107° | 5.02617x10~7 | 7.27808x10~*
0.9 | 0.0339295 | 0.00101696 | 2.74139x107° | 5.1344x10~7 | 9.08975x10~*
1.0 | 0.041037 | 0.00100193 | 3.3145x107° | 5.07008x10~7 | 1.10009x10~8
2.0 | 0.0981569 0.001161 | 7.82902x107° | 5.64968x10~7 | 2.61531x10~8

V Obr. 5.21 je zobrazena absolutni chyba vypoctu v ¢ase TMAX = 2 v zéavislosti

na Ffadu metody explicitni Taylorovy fady ORD a délce integra¢niho kroku h.

ZAvér

Explicitni Taylorova metoda vyuzivajici rekurentni vypocet ¢lend a tvorici diferencialni
rovnice je diky své semi-analytické podstaté vypoctu v nékterych pripadech vhodna pro
feSeni tuhych systému - automaticky odstratiuje tuhost ze systému (5.27) tim, Ze Fesi ekvi-
valentni systém bez tuhosti (5.34).

5.6.2 Specialni testovaci soustava diferencialnich rovnic

Méjme soustavu diferencialnich rovnic ve tvaru

= —Z, 1"(0) =1 )
2 = =z, 2(0) =0, (5.35)
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jejiz zname analytické Teseni je ve tvaru

cos(t),
sin(t) .

v (5.36)

Z =

Zaméime se nejprve na numerické feseni SDR (5.35) pomoci explicitni Taylorovy fady.

Explicitni Taylorova metoda

Vyjadfime predchazejici diferencialni rovnice (5.35) pomoci explicitni Taylorovy fady ve tvaru

Ti4+1 = xi-l-DXli—f—DXQi—l- +DX7’LZ-,
Zig1 = 2+ DZ1;+DZ2; +---+ DZn;,
kde jednotlivé ¢leny vyjadiime rekurentné ve tvaru

DXll h(—zi) s

DX?2; b-Dz1),

DXn; = (-DZ(n-1),),

DZli = h(.%'z) s

Dz2; = DX,

DZn; = “DX(n-1);.

Tabulka 5.8: Absolutni chyba vypoctu, explicitni Taylorova metoda, h = 0.1, ORD =8

t |Error(z)| |Error(z)|
0.1 | 3.82567x10716 | 2.7478x10~
0.2 | 7.77156x10716 | 5.46785x10~1°
0.3 | 1.88738x1071° | 8.04912x10~1°
0.4 | 3.44169x10~" | 1.04916x10~ 14
0.5 | 5.66214x10~1° | 1.2601x10~™
0.6 | 8.10463x10~1° | 1.44329x10~ 14
0.7 | 1.11022x10~™ | 1.58762x10 14
0.8 | 1.45439ex 10~ 1% | 1.68754x 10~ 14
0.9 | 1.82077x10~™ | 1.70974x10~ 14

1 | 2.20934x10~™ | 1.68754x10~14

Tabulka 5.9: Absolutni chyba vypoctu, explicitni Taylorova metoda, h = 0.5, ORD = 8

t

|Error(z)|

|Error(z)]

0.5

2.68605x10~10

5.37008x 10"

1

5.62055x 107

9.16782x107?

1.5

1.39917x 108

8.02632x10~?

2

2.15025x10~8

4.47726x10~10

V Tab. 5.8 resp. Tab. 5.9 je zobrazena absolutni chyba vypoctu pfi pouziti explicitni
Taylorovy metody fadu 8 a délce integrac¢niho kroku h = 0.1 resp. h = 0.5.

ResSme nyni problém (5.35) implicitni Taylorovou metodou.
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Implicitni Taylorova metoda

Vyjadfeme predchazejici SDR (5.35) pomoci implicitni Taylorovy fady ve tvaru

h2 h3 h4
h2 h3 h4

déle vyjadiime explicitné z;11, zi4+1

o h3 h5 h7 h2 h4 h() hS
Zitl = Zi—l—JIZ'_H-(h—?-i—y T+ ')+ZH_1‘(T—4|+6|—§+ ),
3 .5 7
o Zi+$i+1'(h—%+%—%+m)
e W2 hE 6 18 >
I=Sr+m—rte—
3 h5 h7 h2 h4 h6 h8
Tit+1 H?Z‘+Zi+1-(—h—l—j—§+ﬁ—"')+$i+1-(j—jﬁ-a—gﬁ-"'),
3,5 7
o Z'L+Z'L+1(*h+%*%+%*)
x’t+1 - h6 9

h2 | b4 h8
=S+~ tsr—

dosadime z;41 do x;4+1 a obdrzime vysledny vztah ve tvaru

2 L4 .6 8 3 5 7
Zi zi-(lf%+%*%+%*---)+zi-(7h+%*%+%*-")
i 2 pd 6 hB R )
(=l =+ — )2 (ht i =S o —)? (5.37)
3 .5 .7 .
oz (—h B A
Zi+1 = .

n2  hd 6 | h8
=S+~ tsr—

Tabulka 5.10: Absolutni chyba vypoctu, implicitni Taylorova metoda, h = 0.1, ORD =8

t |Error(x)| |Error(z)]
0.1 | 4.44089x10716 | 2.70617x10~1°
0.2 | 1.55431x10~1° | 5.27356x 10~
0.3 | 3.21965x10~1° | 7.66054x 10~
0.4 | 5.21805x1071° | 9.76996x 10~
0.5 | 7.66054x10~1° | 1.14908 x 10~
0.6 | 1.05471x10~1* | 1.27676x 10~ 14
0.7 | 1.36557x10~ 14 | 1.35447x10~ ™
0.8 | 1.69864x10~1* | 1.38778x 10~
0.9 | 2.05391x10~ 14 | 1.36557x10~ ™

1 | 2.42029x10° 14 | 1.27676x 1014

Tabulka 5.11: Absolutni chyba vypoctu, implicitni Taylorova metoda, h = 0.5, ORD = 8

t

|Error(z)|

|Error(z)|

0.5

4.37363%x1077

3.12749x107?

1

1.06752x 108

1.29559x 109

1.5

1.49843x 108

5.97149%x 1077

2

1.37161x108

1.65658x 108
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V Tab. 5.10 resp. Tab. 5.11 je zobrazena absolutni chyba vypoctu pfi pouziti implicitni
Taylorovy fady fadu 8 a délce integrac¢niho kroku h = 0.1 resp. A = 0.5. V porovnani
s explicitni Taylorovou metodou se jedna o radové shodnou absolutni chybu vypoctu.

Zavedme nyni do vypoctu implicitni Taylorovy metody iteraci pomoci Newtonovy metody.

Kombinace implicitni Taylorovy metody s rekurentnim vypoc¢tem a Newtonovou
metodou (ITMRN)

Vyjadiime predchazejici diferencidlni rovnice (5.35) pomoci implicitni Taylorovy fady ve tvaru

Tiy1r = T — DX1j41 —DX2;41 — - — DXnjqq,
Zi+1l = R — DZlH_l - DZ2Z‘+1 — DZTLZ'_H ,

kde rekurentni vypocet ¢lentt Taylorovy fady lze vyjadrit ve tvaru

DX1liy1n = —h(=zit+1),

DX2iy1 = —%(-DZ11),
DXnH_l = —%(—DZ(?’L - 1)1'_;,_1) 5
DZliyn = —h(xig1),

DZ2iy1 = —B2DX1i4,

DZniy1 = —2DX(n—1)i1.

Hledédme tedy Teseni soustavy dvou rovnic fi, fo o dvou nezndmych x; 1, z; 11

filziz1,2i41) = —xip1+ 2 —DX141 —DX241 — - —DXnypq1 =0,

f2($i+1, ZZ'+1) = —Zi+1 + z; — .DZ].i+1 - DZ2Z‘+1 — = DZni+1 =0. (538)

K numerickému vypoétu soustavy (5.38) vyuzijeme Newtonovu metodu

< iz(Tiv1 4y ziv1j)  fr(Tiva 5, ziv15) ) ( bit1,j ) _ ( —f1(@iv1j, 2it1,5) )
- )

Joo(Tiv1 4y ziv1j)  foe(Tiv1 g, Ziv1 ) Ait1,5 —fo(®iv1,, 2it1,5)

odkud vyjadiime x;y1 41 a yi41,j41 ve tvaru

Tit1j41 = Tit1j +bip1y,
Zitlj+l = Zitlj T Citlj,

k vypoc¢tu b;11 5, ciy1,; pouzijeme Cramerovo pravidlo

. . — _& — f1f2z_f2f1z
bivrj = D = " fiofer—foafiz
. — _Dy_ _ _ficfo—fifoa
Cz+1"7 - D — flzf2z_f2a:flz7

kde D,, D, a D jsou prislusné determinanty, fi., fi., foz, fo. jsou parcidlni derivace - ¢leny

Jacobiovy matice soustavy (5.38).
Parcialni derivace mtzeme vyjadrit analyticky, nebo v praxi ¢astéji numericky pomoci
diferenéni formule napf¥. fi, = (fi(z + hn,2) — fi(x, 2))/hy.
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Analyticky vyjadrena Jacobiova matice

Pfi zndmém tvaru soustavy diferencialnich rovnic (coZ jsou pomocné tvorici diferencidlni
rovnice) je vhodné pocitat s analyticky vyjadfenymi parcialnimi derivacemi. V nasem pfi-
padé jsou parcidlni derivace ve tvaru

fi(Tivi g, ziv1y) = —Tigrj+ @i — DXlip1j — DX2i41 5 — - — DXnya g,
fi(ivi g, ziv1y) = $i+Zi+1'(*h+%T*"')+$i+1'(*1+%T* ),
Fa(@ong zinn) = —l+4 —lr+i =4,

fiz(®ix1,, 2ik1,5) = —h+%?—%?+}%—%?+"' ,

fo(Tiv1jy2ziv1y) = —zit1j+2i—DZlig1j— D225 — - — DZniy 4,
Po@itrgozinng) = ztmpn-(h=Sr )z (145 —),
for(@iv1,5:2i41,5) = h—%?—F%T—%—F%?—"' )

fox (i1, 2ziv1y) = —1+§—%+%T—%T+"' .

V Tab. 5.12, 5.13 je zobrazena absolutni chyba vypoc¢tu implicitni Taylorovy metody
fadu 8 vyuzivajici Newtonovu metodu a analyticky vypoctenou Jacobiovu matici. Pocet
potiebnych iteraci v priubéhu vypoctu pro zadanou presnost TOL (ukonceni vypocétu New-
tonovy metody) je znacen proménnou j. Absolutni chyba vypoétu se opét shoduje s diive

zminénymi metodami.

Tabulka 5.12: Absolutni chyba vypoétu, implicitni Taylorova metoda (analyticky vyjadiena

Jacobiova matice), h = 0.1, ORD =8, TOL = 10~

t |Error(x)| |Error(z)] J
0.1 | 4.44089x10716 | 2.70617x10"" | 3
0.2 | 1.55431x10~"° | 5.27356x10 ™ | 2
0.3 | 3.10862x10~ " | 7.66054x10~™ | 2
0.4 | 5.10703x107° | 9.76996x10" " | 3
0.5 | 7.54952x10~1° | 1.14353x10~1* | 3
0.6 | 1.04361x10~1* [ 1.27676x10~1* | 2
0.7 | 1.35447x10~ 1% | 1.35447x 10~ | 2
0.8 | 1.69864x10~ 14 | 1.37668x10" ™ | 2
0.9 | 2.06501 10~ | 1.35447x107 14 | 2

1 |2.43139x10~™ | 1.26565%x10~ 1% | 2

Tabulka 5.13: Absolutni chyba vypoctu, implicitni Taylorova metoda (analyticky vyjadiena

Jacobiova matice), h = 0.5, ORD = 8, TOL = 10719

t |Error(z)| |Error(z)] J
0.5 | 4.3718x10792 | 3.13157x1077 | 2
1 | 1.06759x1078 | 1.30452x1077 | 2
1.5 | 1.49917x107% | 5.96025x107° | 2
2 | 1.37319x107% | 1.65573x107% | 2
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Numericky vypoc¢tena Jacobiova matice
V nékterych pripadech je analytické nalezeni derivace slozité, mnohdy nemozné. Vypocteme

tedy potfebné parcidlni derivace v soustavé (5.38) obecné pomoci diferenéniho podilu.
Méjme parcialni derivace ve tvaru

fi(@ivrj,2i015) = —Tig1j+ @i — DXlig1; —DX2i115;—---—DXnipaj,
fro(@Tit1,5, zi41,5) = fl(Iiﬂ’ﬁhN’ZHlAjN)ifl(IHl’j’zHl’j) )
Fra(Tig1 g, ziv1y) = fl(Ii+1‘jvzi+1,j+h}ZL\I]\37f1(Ii+1,jvzi+1,j> ,
fi@ivri; + hnyzig1,;) = —(@ig1,; +hv) + 2 — DX1INgiv1,j — - — DXnNgit1,j,
fi(@iv15,2i41,; Fhn) = —mig1,j+ i — DX1Inzit1,; — - — DXnnzit1y,
fo(@iv1, zit15) = —ziv1,j+2i—DZliy1; —DZ2i415—-—DZnijay,
f2x($i+1,j7zi+1,j) _ f2(zi+1,j+hN1Zi+1]—;j]\])_f2(zi+1,jazi+1,j) ,
f2z($i+1,j72i+1,j) _ f2(<7"i+1,j1Zi+1‘j+h}i\7N>—f2(mi+l,jaz'H»l‘j) ,
fo(Tivr,; + AN, ziv1,5) = —2it1j+ 2 — DZINgit1,5 — - — DZnngiv1,5,
fo(xiv1,4,zi415 +hn) = —(zivr;+hn)+2i— DZINzjiy1, — - — DZnnzit1,5 -

NOVé éleny DX(Z)Nm,’H-Lja DZ(Z)Nx,i+1,j7 DX(Z)Nz,H-Lja DZ(Z)Nz,i—l-l,j pro l = 1, 2, -
vyjadiime ve tvaru

DX1nzit1; = —h(—zit15), DZ1Nzi41,; = —h(ziy1,; + hw),
DX2nait1; = —2(—DZ1na), DZ2Nwiv1; = —2DX1nwit1;,
DXnnait1,; = —w(=DZ(n—1)n), DZnnsit1,; = —2DX(n—1)Neit1,,
(5.39)
DX1nzi1,; = —h—(zi41,5 +hn)), DZINzi+15 = —hmity;,
DX2Nz 41, = —g(—D21Nz,i+1,j), DZ2Nz 41, = _%DX]-NZ,H»L]';
DXnnzivry = —w(=DZ(n—1)nzit1y), DZnnzivi; = —2DX(n—1)nzit1y.

V Tab. 5.14, 5.15 je zobrazena absolutni chyba vypoctu implicitni Taylorovy metody fadu

8 vyuzivajici Newtonovu metodu a numericky vypocétenou Jacobiovu matici. Pocet potieb-
nych iteraci v priubéhu vypoétu pro zadanou presnost TOL (ukon¢eni vypocétu Newtonovy
metody) je znaCen proménnou j. Absolutni chyba vypoétu se shoduje s chybou u impli-
citni Taylorovy metody s analyticky vyjadifenou Jacobiovou matici. Celkovy pocet iteraci
v pribéhu vypoctu (v pfipadé integra¢niho kroku A = 0.1) je u numerického vypocétu
derivace o 3 vétsi oproti analytickému vyjadreni parcidlnich derivaci viz Tab. 5.12, 5.14.

Zavér

Na zékladnim testovacim piikladé (5.35) jsme demonstrovali numericky vypoéet pomoci
explicitni a implicitni Taylorovy metody. Z predchozich tabulek lze vidét, Ze chyba vypoctu
je ve vSech pripadech stejného fadu. U implicitni Taylorovy metody vyuzivajici Newtonovu
metodu lze Jacobiovu matici vyjadrit u predem znadmych soustav diferencidlnich rovnic
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Tabulka 5.14: Absolutni chyba vypoétu, implicitni Taylorova metoda (numericky vypoctena
Jacobiova matice), h = 0.1, hy = 0.1, ORD =8, TOL = 10~

t |Error(x)| |Error(z)] J
0.1 | 4.44089x10716 | 2.70617x10~1° | 3
0.2 | 1.55431x1071° | 5.27356x10~1° | 2
0.3 | 3.10862x10~1° | 7.66054x10~1 | 3
0.4 | 5.10703x10~° | 9.76996x10~™ | 3
0.5 | 7.54952x10~1° | 1.14353x10~1* | 3
0.6 | 1.04361x10~1 | 1.27676x10~1* | 3
0.7 | 1.35447x10~ 1 | 1.35447x107 14 | 2
0.8 | 1.69864x10~1* | 1.37668x10~™ | 2
0.9 | 2.06501x10~1* | 1.35447x10~ ™ | 3

1 | 2.43139x107 ™ | 1.26565x107 1% | 2

Tabulka 5.15: Absolutni chyba vypoétu, implicitni Taylorova metoda (numericky vypoctena
Jacobiova matice), h = 0.5, hy = 0.1, ORD =8, TOL = 1010

t |Error(z)| |Error(z)] J
0.5 | 4.37364x1077 | 3.12749x107" | 2
1 | 1.06752x1078 | 1.29559x10" | 2
1.5 | 1.49843x107% | 5.97149x107° | 2
2 | 1.37161x107% | 1.65658x10~% | 2

(tedy predevsim tvoficich diferencialnich rovnic) analyticky. U nezndmych systémi lze poci-
tat Jacobiovu matici automaticky s vyuzitim diferen¢ni formule. V daném prikladé velikost
kroku hy v diferen¢ni formuli neméa rozhodujici vliv na pocet iteraci. Daleko vétsi vliv na
pocet iteraci v Newtonové metodé mé zadané chyba vypoctu TOL (ukoncovaci podminka
u Newtonovy metody).

V tomto konkrétnim pfipadé (generovani funkci sin(¢) a cos(t)) se nejedna o tuhy systém
diferencialnich rovnic. Vhodné je tedy pouzit explicitni Taylorovu metodu. Implicitni Tay-
lorova metoda vyuzivajici Newtonovu metodu musi v kazdém integra¢nim kroku provadeét
mezivypocty, proto neni vhodna pro tento typ pfikladu. Jeji vyhody (vétsi oblast stability)
se projevi az u systému s “vysokou tuhosti”.

5.6.3 Problém stability

Méjme diferencialni rovnici (oznacena v [HWO02] jako “Stability problem”) ve tvaru

y' = —2000(y — cos(t)), y(0)=0, te(0,1.5), (5.40)
jejiz analytické feSeni je podobné jako RC obvodu viz podkapitola 4.3.1
4000000 2000 4000000 _ 000,

= — t _— t) — ———— . 5.41

¥ = Jooo001 < T Zo00001 ) ~ 1000001 (5.41)

Resme nejprve problém (5.40) béznymi explicitnimi numerickymi metodami. V Tab. 5.16
je zobrazena maximalni velikost integra¢niho kroku h pfi feseni problému (5.40) pomoci
béznych explicitnich metod.

Zhodnofme Feseni rovnice (5.40) pomoci implicitnich numerickych metod.
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Tabulka 5.16: Explicitni numerické metody - maximalni velikost h, EPS =1 x 10719

metoda h
Eulerova metoda 1.233816 x 10716
metoda Runge-Kutta 2.¥4du | 1.953125 x10~!
metoda Runge-Kutta 4.fadu | 7.629394 x10~7
Taylorova metoda (ORD = 15) | 1.953125 x10~*

LichobéZnikova metoda

Pripomenme znamy tvar Lichobéznikové metody
. _ . 1 h / h /
Yit1 —Z/z+§( Yi + hyiy1) -

Reseni (5.40) pomoci lichobé&znikové metody je ve tvaru

(1 —1000R) + 1000/ (cos(t + h) + cos(t))
Yi+1 = 1+ 1000Ah '

Implicitni Eulerova metoda
Pripomenme znamy tvar implicitni Eulerovy metody
Yie1 = Yi + hyiy -
Reseni (5.40) pomoci implicitni Eulerovy metody bude ve tvaru

y; + 2000h cos(t + h)
1+ 2000Ah

Yi+r1 =

Implicitni Taylorova metoda
Pripomenme si obecny tvar implicitni Taylorovy rady

h2 h3 (_h)n
Yirr = Yo+ hyis = Sy T gy = - v

2

feSeni (5.40) pomoci implicitni Taylorovy fady bude ve tvaru

n!

Yi+r = Yi +h(=2000(yi+1 — cos(t +h)))—
— 2 (-2000(—2000(yi+1 — cos(t + h)) + sin(t + h)))+
12 (22000(—2000(—2000(yi+1 — cos(t + h)) + sin(t + h)) + cos(t + h)))+

(5.42)

(5.43)

(5.44)

—Z—?(—2000(—2000(—2000(—2000(yi+1 —cos(t + h)) +sin(t + h)) + cos(t + h)) —sin(t + h)))+

Vyjadiime explicitné y; 11 ve tvaru

yi+h(—2000(— COS(t+h)))—%(—2000(—2000(— cos(t+h))+sin(t+h)))
2 3 4
\ 1—h(—2000)+ 2 (—2000)2— 22 (—2000)3+ 27 (—2000)4— -
- (—2000(—2000(—2000(— cos(t-+h))+sin(t+h))+cos(t+h)))
1—h(—2000)+ 2 (~2000)2 — & (~2000)3 + &7 (~2000) — -

Yi+1 = +

_ %(—2000(—2000(—2000(—2000(— cos(t+h))+sin(t+h))+cos(t+h))—sin(t+h)))+ -

1—h(—2000)+ 22 (—2000)%— 12 (~2000)3+ 11 (—2000)4— -
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Na Obr. 5.22 je zobrazeno FeSeni problému (5.40) pomoci implicitnich numerickych metod.
Vidime, Ze nejvhodnéjsi feseni poskytuje implicitni Taylorova metoda, kterd umoziuje
pouziti vétsiho integracniho kroku pfi vétsi piresnosti.

2 T T T T
T LichobéZnikova metoda (h = 1.5/40) —
y
18 1| | T Lichob&Znikova metoda (h = 1.5/80) — < |
’ ‘H | Implicitni Eulerova metoda (h = 1.5/40) —*%—
T H I T Implicitni Taylorova metoda (h = 0.1, ORD =5) —&—
160 d ||| 1
|
e
| | | Il i
LIl I I
“TR 0]
L
1.2 1 “ I A - 1
\

12t

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 14

Obrézek 5.22: Reseni problému (5.40)

V Tab. 5.17 nalezneme absolutni chybu vypo¢tu v prvnim kroku p¥i feseni problému (5.40)
pomoci implicitni Taylorovy metody riizného fadu. S rostoucim rfddem metody se zmensuje
absolutni chyba vypoctu, vhodné je také pouziti vétsiho integracniho kroku.

S rostoucim integra¢nim krokem h roste presnost vypoctu, coz je vlastnost implicitnich
L-stabilnich metod.

Tabulka 5.17: Absolutni chyba vypoctu v prvnim kroku - implicitni Taylorova metoda

|Error(y)|
ORD h=0.1 h=0.5 h=1.0 h=15
1 0.00499994 0.0011162 0.000690616 0.000522301
2 4.95031 x107° | 2.01115 x10=% | 5.55226x10~7 | 3.30287x 10"
3 7.38803 x10~7 | 5.96771x1077 | 7.27429x10~10 [ 2.0562x10~1°
4 1.47015 <1078 | 2.39015x10~ 1T | 1.4877x10~ 12 | 2.78513x10~13
5 3.65672 x10719 | 1.1946x10~1 | 3.55271x10~ " | 4.85723x 10716
6 1.09144 <10~ | 6.66134x10~16 | 1.11022x10~16 | 1.38778x 1017
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Kombinace implicitni Taylorovy metody s rekurentnim vypoc¢tem a Newtonovou
metodou (ITMRN)

Ptvodni rovnici ve tvaru

prepiseme do tvaru
vy =X y—Az, y(0)=0, (5.45)

kde A = —2000 a x = cos(t). K vypoétu funkce 2 = cos(t) vyuzijeme tvorici diferencialni
rovnice (5.46) generujici funkce sin(t) a cos(t) viz podkapitola 5.6.2

= —z, J"(O) = 1’

2 = =z, 2(0) =0. (5.46)

Vyjadiime predchazejici diferencidlni rovnice (5.45), (5.46) pomoci implicitni Taylorovy
fady ve tvaru

Yirr = Yi—DY1liy1 —DY2;1 —---—DYnjqq,
Tiyr = T — DX1j41 —DX2;41 — - — DXnjqq,
2iy1 = 2—DZljy1 —DZ2i1 — -+ —DZniq1,

kde ¢leny Taylorovy fady vyjadiime rekurentné ve tvaru

DY1liy1 = —h(Ayiy1 — Azig1),

DY241 = —B(ADY14 —ADX1;4),

DYniy1 = —2(ADY(n—1)i41 — ADX(n —1)41),
DX1ix1 = —h(—zi+1),

DX241 = —%(-DZ1;41),

DXniy1 = —2(-DZ(n—1)i1),

DZ1liyn = —h(xit1),

DZ2i41 = —2DX1iy1,

DZTLiJrl = —%DX(H — 1)i+l .

Hledéame tedy Teseni soustavy t¥i rovnic fi, fo, f3 o tfech neznamych x;11, yi+1, 2it+1

fi(@it1,Yis1, 2i41) = —Yir1+y —DY1lip1 —DY2;44 —--- —DY¥Yn;41 =0,
fo(Tig1, Yig1,2i41) = —Tig1+x; —DX1;11 —DX2;4 —---—DXnjy1 =0, (5.47)
[3(Tig1, Yir12i41) = —Zig1 +2i—DZ1i 11 —DZ24y —---—DZni =0.

Numericky vypocet y;i1,xit+1, 2zi+1 provedeme pomoci Newtonovy metody a Cramerova
pravidla (podobné jako v pfedchozim piikladé 5.6.2)

Yitlj+1 = Yitlj T Git1j,
Titlj+l = Titlj + ity
Zitlj+1 = Zitlj T Citlj,
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kde ¢leny a;11,5, bi+1,5, Ci+1,; vyjadiime pomoci Cramerova pravidla

_ f1fowfaztfroforfatfizfofsa—Fsfouf1o—f3aforf1—Ff3:fof10

it = T FiyfanfsetTief2zTsyt Iz S2y f3a— f3y f2a f1z—f3e foz Sy —J3= 2y Tin
bt — — fryfofaztf1fozf3y+f1zfoyfa—fayfofiz—faforfry—f32fouf1
i+, fryfow f32+f1a foz fay+f1z foy f3e— f3y fou f12— 3 for f1y— f32 foy f1z
Cind i — — fryfoa f3+f1afofay+f1f2y fa—fayfou f1—f3afof1y—f3f2y f1x
Z+1"7 flyf2zf32+flzf2zf3y+flzf2yf3z_f3yf21flz_fBIfQZfly_fBZnyflz ’

déle fiz, fiy, fizs f2x, foys fozs f32, f3y» f32 jsou parcidlni derivace - ¢leny Jacobiovy matice
soustavy (5.47). Parcidlni derivace vyjadiime numericky pomoci diferen¢ni formule napft.

flﬂ? = (fl(x+hN7yaz) _f1($7yaz))/hN-

JiWit1,5Tiv1,5, 2i+1,5) = —Yir15 ¥ — DY liy1; — DY 24405 — - — DY niqa 5,
»J »J »J »J »J »J 3]
Wit thNTigt 524 1,5) —f1 (Wit 1,55%id 1,524 1,5)
JroWitr5, Tiv1y, zig1;) = S S e
f1yit1,:Tit1,jHhNszit1, )= F1(Yit1,5Tit1,5:%i41,5)
fre(Yiv1,, i1, zig1,5) = B— * hJN Rl |
F1Wit1,5:it1,5:2i+1, i HEN)—=F1(Yit1,5:Tit1,5:%i41,5)
frz(Wis15, Tiv1,5, 2iv1,5) = e I s |
Siivrs + AN, @igr, 2i015) = —@ipy + @ — DY Inyipr; — o — DY nnyatag,
fiYit1g, Tiv1y + A, ziv1y) = —(@iv1y +hn) + 2 — DY Ingit1y — - — DY nNajita
[1Yit1), Tiv1g, zit1,5 +hy) = —Tiv1j+ @i — DY Inzig1y — - — DY Nzt ,
fo(Yiv1,j, Tiv1,5, Ziv1,5) = —Tit1,5+ 2 —DX1lig1; —DX2415— -+ —DXnit15,
»J J J J »J J J
_ foyigr,jthNymig, ez, ) —fo(Wit1,5,%id1,5,%i41,5)
fayWir15, i1 5, 2zi415) = S B
_ feyigrgemig1, RN Zigr1, ) = fo(Wit1,5,Tid1,5,%i41,5)
Joo(Yit1,5, Tit1,5, 2it1,5) = Sy B
fa(Wit1,5:%it1,5:2i41,5 TAN)—Fa(¥it1,5:Tit1,5:%i4+1,5)
for(Yit1,s Tit1,5, Ziv1,5) = v e
fo(Yirr s + AN, Ziv15, 2i015) = —Tip; + @ — DX1nyapa; — - — DXnnyita,
fo(Yit1,5, Tiv1,5 + i, ziv1,5) = —(@it1,j +hn) + 2 — DX1ngiv1,5 — o — DX0Ngiv1,,
feWirr s @it g, zi015 + hn) = —@ip1; + @ — DXz — - — DXnnzigg,
Ss(Yiv1j, T, ziv15) = —zivrg+ 2 = DZlivaj — D225 — - = DZniga 5,

f3(Yitr1,j+hN.Tit1,,2i41,5) = F3(Yitr1,5:Tit1,5:%i41,5)
hyn )

f3(Yig1,j:%igr1,j+hnN2ig1,5)—F3(Yit1,j,Tit1,5:%i41,5)
S32(Yit1,55 Tit1,5, Zit1,5 e ,
f3(Wit1,5:it1,5:2i41,5 FhN)—F3(Yit1,5:Tit1,5:%i4+1,5)

)
)
) o
)
)
)

)

(

Jay(Wit1,5, Tiv1,5, Zit1,5
(
(

J32(Yit1,5, Tit1,5, Zit1,5
fs(Wir1j +hn, @i, 2i015) = —zipy + 2 — DZINyivy — - — DZnnyivg,
fs(Wit1,5Tiv15 +hn,ziv1y) = —ziv1y + 20— DZIng it — - — DZnNaiv1,,

S3(Wit1,5: Tiv1,5,2i41,5 +hN) = —(zi415 +hn) + 20 = DZINsip1,5 — o — DZnns v -

Nové ¢leny DY (I)ny,i+1,5, DY (D) Nz it1,5: DY () Nziv1,5: DX () Nyit1,5: DZ(1) Nyit1,; Pro
[=1,2,...,n vyjadfime ve tvaru
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DYlnyit1; = —hAWit1 +hn) = Azigrs),
DY2nyi+1; = —5(ADY 1Nyt —ADZ1nyi415)

DYnNy7i+17j —%()\DY(TL — 1)Ny,i+1,j — )\DZ(TL — 1)Ny,z‘+1,j) ;

DY1Nzit1,; = —h(Ayit1; — Azig1j),
DY 2Nz iv1,; = *%/\DY1N:¢,¢+1,1 — ADZ1Ng,it1,5 5

DY nna,it1, —2(ADY (n = 1)Na,i+1,j — ADZ(n = D)Ngit1,5) s

DY 1Nz iv1,j —h(A(Yi+1,5) — AMzit1,5 + hn))

DYQNz,i+1,j = _g(_DZ]-NZ,i+1,j)7

DYnnzir1y = —2(=DZ(n—1)Nzit14),

DX1nyit1,; = —h(=zit1,5),

DX2ny,it1,5 —2(=DZ1nyit15)

DXnnyit1,; = —2(=DZ(n—1)nyit1;5),
DX1nyit1,; = —h(=zit15), DZ1nyiv1,; = —h@it1;),
DX2nyit1,; = —%(—=DZlny), DZ2Nyit1; = —2DXInyit1,
DXnnyit1; = —2(=DZ(n—1)ny), DZnnyit1; = —2DX(n—1)nyit1-

Ostatni éleny DX(Z)Nx,i—I—l,yW DZ(l)NI,H-l,j’ DX(Z)NZ,i—l-l,j? DZ(l)Nz7i+1’j pro = 1, 2, B
jsou shodné s pfedchozim piikladem (5.39).

OPTIMALIZACE: pfi podrobnéj$im prozkoumaéani predchozich ¢lenu zjistime, ze plati

fo(Yir1j + hn,®iv1j, ziv1y) = fa(Yiv1gs Tit1gs Zit1) 5
[3(Wiv1,j + AN, Tig1j, Ziv1j) = [3(Yit1,5s Tit1,, Zit1,5) 5
a tedy pro parcidlni derivace plati fo, = f3, = 0. V8e vyplyva z navzajem propojenych
tvoficich diferencidlnich rovnic (5.46) generujicich funkce z = sin(t) a x = cos(t), které jsou
nezavislé na ptvodni rovnici (5.45).
Nabizi se tedy novy tvar koeficientl a; 1, bit1,5, Cit1,5

_ N fatfiaforf3tfizfofse—f3fou f12—f3afo- f1—f3-fafia

Gitli = firyfow f32—f3x f2zf1y )
b. .= flyf2f3z—f3f22f1y

i+l flyf29cf3z*f3xf22fly ’

it = _ Jwlafs—fsafafiy

i+, flyf2zf32_f3zf2zf1y )

Dalsi moznosti je pouzit k vypocétu tvoricich diferencidlnich rovnic explicitné vyjadieny
vzorec (5.37) a FeSeni dosadit do implicitniho rozvoje Taylorovy fady. U tvoficich diferen-
cidlnich rovnic tedy odpadne vypocet parcidlnich derivaci a iteracni vypocet Newtonovou
metodou.
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V Tab. 5.18, 5.19, 5.20, 5.21 nalezneme absolutni chybu vypoctu a pocet Newtonovych
iteraci j pro rtzny rad implicitni Taylorovy metody a riznou délku integracniho kroku.

Tabulka 5.18: Abs. chyba vipoétu ITMRN: h = 0.25, hy = 0.1, ORD =5, TOL = 10710

t |Error(y)| |Error(x)]| |Error(z)] J
0.25 | 3.03123x10~7 | 3.03043x10~7 | 1.51766x10~" | 2
0.5 | 5.12372x1077 | 5.1215x1077 | 4.44044x1077 | 2
0.75 | 5.79973x1077 | 5.79555x10~7 | 8.35421x107" | 2

1 | 4.73771x1077 | 4.73136x1077 | 1.27044x1076 | 2
1.25 | 1.80985x107 | 1.80142x10~7 | 1.68501x107° | 2
1.5 | 2.89796x10~7 | 2.90802x 1077 | 2.01263x107° | 2

Tabulka 5.19: Abs. chyba vipoétu ITMRN: h = 0.5, hy = 0.1, ORD =5, TOL = 1010

t |Error(y)] |Error(x)| |Error(z)] J
0.5 | 1.29815x107° | 1.29729x107° | 1.73447x107° | 2
1 | 6.16008x1076 | 6.13864x1076 | 4.28814x107° | 2
1.5 | 2.2726x107° | 2.27564x107° | 6.0862x107°> | 2

Tabulka 5.20: Abs. chyba vipoétu ITMRN: h = 0.5, hy = 0.1, ORD = 10, TOL = 10710

t |Error(y)] |Error(z)| |Error(z)| J
0.5 | 9.99822x10712 | 1.00019x 10~ | 7.02693x10712 | 2
1 | 2.42912x107 1 | 2.42927x1071! | 2.74325x10712 | 2
1.5 | 3.39579x 10711 | 3.39509x 10~ | 1.38586x 10711 | 2

ZAavér

Implicitni Taylorova metoda se jevi jako vhodné pfi Feseni problému (5.40). S rostoucim
rfadem metody jsme schopni provadét delsi integrac¢ni krok pfi soucasné rostouci presnosti
vypoctu. Jako zajimava se jevi implementace implicitni Taylorovy metody s rekurentnim
vypoctem clentt Newtonovou metodou a moznymi optimalizacemi vypoctu u tvoricich di-
ferencidlnich rovnic (neni potfeba pocitat parcialni derivace u diferencidlnich rovnic neza-
vislych na feSeném sytému).

5.6.4 Problém stiff exponencialy
Méjme opét zndmou soustavu diferencialnich rovnic (viz podkapitola 4.2.1) ve tvaru
/

y =z,

7 = —a-y—(a+1) -z, (5.48)

a€ (1,00),
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Tabulka 5.21: Absolutni chyba vypoétu ITMRN: h = 1.5, hy = 0.1, TOL = 10710

ORD |Error(y)| |Error(x)| |Error(z)| J
1 0.236354 0.236955 0.535957 2
2 0.126078 0.12591 0.335426 2
3 0.21045 0.210475 0.0505399 2
4 0.026256 0.0262258 0.0602834 2
5 0.0144353 0.0144381 0.00558967 | 2
6 0.00107299 0.00107142 0.00315658 | 2
7 0.00059927 0.000599365 0.000189923 | 2
8 3.01715x107° | 3.01212x107° 0.00010057 | 2
9 1.51633x107° | 1.51655x107° | 4.31964x107°¢ | 2
10 | 5.67345x1077 | 5.66307x10~7 | 2.07689x107% | 2
11 | 2.60475%x1077 | 2.6051x10~" | 6.83692x107% | 2
12 | 7.66305x1072 | 7.64798x1079 | 3.01443x107% | 2
13 | 3.23702x1079 | 3.23741x107° | 7.96952x10710 | 2
14 | 7.78821x10~ M | 7.77199x 10~ | 3.24391x10710 | 2
15 | 3.04601x107 | 3.04637x10711 | 7.1223x10712 | 2
16 | 6.17006x10713 | 6.1566x10713 | 2.69207x10712 | 2
17 | 2.24515x10~13 | 2.24543x10713 | 5.04041x10714 | 2
18 | 4.02456x1071% | 4.02456x10~1 | 1.77636x10714 | 2
19 | 1.34615x1071% | 1.34615x10~1 | 4.44089x10716 | 2

s pocate¢nimi podminkami y(0) =1, 2(0) = —1.

Znamé analytické feseni je ve tvaru

Explicitni Taylorova metoda

y = €7,

(5.49)

Vyjadfime ptredchazejici diferencialni rovnice (5.48) pomoci explicitni Taylorovy fady

Yi+1 =
Zi+l =

kde ¢leny vyjadiime ve tvaru

DY1;
DY2;

= hz, DZ1; = h(—ay;, — (a+1)z),
= .Dz71,, DZ2; = %(-aDY1; - (a+1)DZ1;),
= 2DZ(n-1);, DZn; = Z(—=aDY(n—-1); —(a+1)DZ(n—1);).
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V Tab. 5.22 je uvedena absolutni chyba vypoctu explicitni Taylorovy fady ORD = 1
(tedy explicitni Eulerovy metody) v zavislosti na velikosti konstanty a.

Tabulka 5.22: Absolutni chyba vypoctu - explicitni Taylorova metoda: h = 0.1, ORD =1

|Error(z)]

t a=10% a=10° a =108 a=10" a=108
0.1 | 0.00483742 | 0.00483742 | 0.00483742 | 0.00483742 0.00483742
0.2 | 0.00873075 | 0.00873075 | 0.00873075 | 0.00873075 0.00873075
0.3 | 0.0118182 | 0.0118182 0.011818 0.011781 0.00585776
0.4 | 0.01422 | 0.0143073 | 0.0375021 37.2672 59604.6
0.5 | 0.0160768 | 0.856836 2328.16 3.72529x107 | 5.96046x 10"
0.6 | 0.0187225 8727.91 | 2.32816x10% | 3.72529x10'3 | 5.96046x10'8

S rostouci hodnotou konstanty a se zvySuje tuhost systému (5.48) - explicitni Eulerova
metoda mé problémy s vypoctem viz Tab. 5.22. Pii feSeni tuhého systému mtizeme zvysSo-
vat fad metody Taylorovy fady nebo snizovat integra¢ni krok. V Tab. 5.23 je zobrazena
absolutni chyba vypoc¢tu v prvnim kroku v zavislosti na délce integracniho kroku a radu
explicitni Taylorovy rady.

Tabulka 5.23: Absolutni chyba vypoctu - explicitni Taylorova metoda: h = 0.1, a = 100

|Error(y)|
t | ORD=1 | ORD=2 ORD =3 ORD =4
0.1 | 0.00483742 | 0.000162582 | 4.0847x107°% | 8.1964x10~"
0.2 | 0.00873075 | 0.000294247 | 7.39197x1075 | 1.48328x10~7
0.3 | 0.0118182 | 0.000399404 | 1.00328x107° | 2.0132x10~"7
0.4 | 0.01422 | 0.000481905 | 1.2104x107° | 2.4302x10~7
0.5 | 0.0160407 | 0.000545106 | 1.36903x10~° | 3.14994x10~"
0.6 | 0.0173706 | 0.000591932 | 1.48514x107° | 1.20207x10~°

Zhodnotme aritmetiku

Daéle se nabizi moznost pouziti viceslovni aritmetiky, zajistujici pfesny vypocet ¢lentt Tay-
lorovy fady i pro vétsi hodnoty konstanty a. V Tab. 5.24 nalezneme potfebnou velikost
¢isla k vypoctu (5.48) pomoci explicitni Taylorovy fady s integraénim krokem h = 0.1. Pfi
zachovani presnosti vipoétu EPS = 10720 potiebujeme 9 ¢lentt Taylorovy fady.

Pfi feseni problému (5.48) s rostouci konstantou a nema vliv na stabilitu vypoctu vyuziti
vyssi oblasti stability numerické metody (tedy pouziti vice ¢lenti explicitni Taylorovy fady).
V tomto pfipadé ma rozhodujici vliv na stabilitu a pfesnost vypoc¢tu rozsifeni aritmetiky.

Zhodnotme moznosti FeSeni problému (5.48) pomoci implicitni Taylorovy fady.
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Tabulka 5.24: Explicitni Taylorova fada - viceslovni aritmetika

a pocet biti
10%0 3681
1020 8900
1059 24000

Implicitni Taylorova metoda

Vyjadiime predchazejici diferencidlni rovnice (5.48) pomoci implicitni Taylorovy fady ve tvaru

. _ . / 2, h3 . m (=h)™  (n)
Yit1r = Vit hyi — SVt 5¥ier — 0~ Vit s (5.50)
) I h2 _n 3 _m (=n)™ _(n) )
Zikl = ATz~ p 4t A T T T Fits
kde vyssi derivace vyjadfime ve tvaru
y§+1 =  Zit+l,
Zip1 = —a¥iv1 — (a+1)ziga,
Yiv1 = Zipr = —ayiy1 — (@ + Dzigr,
ziyn = —ayip —(a+1zip = —aziq — (a + 1)(=ayit1 — (a + L)zi1),
yiin = 2z = —azipr — (a+ )(=ayis1 — (@ + 1)zit1),
21 = —a(—ayir1 — (a+1)zig1) — (@ + 1) (—azir1 — (@ + 1) (—ayit1 — (a + 1)zi11)) ,
y = 2= —a(—ayip1 — (a+ Dzip1) — (@ +1)(—azipr — (a+ 1) (—agiyr — (a+ 1)zig1))
At = —a(—azipr — (a+ Dzin) = (a+1)(—azy — (@ + 1) (—azis1 — (a+ 1)2i41))

Ze soustavy (5.50) vyjadiime y;41, z;+1 pro fad metody ORD =1

, _ yi(ha+h+1)+zi(h)
Yi+1 = T 1fr%athath
, _  __yilha)—z
ikl = T+h?athath ’

obdobné pro f4d metody ORD = 2 vyjadiime y; 1, z;+1 ze soustavy (5.50)

9 yi(h2a?+h2a+2ha+h?+2h+2)+2;(h2a+h?+2h)

Yit+1 2h2+2h3a2+hiaZ+2h3a+4+4hat4h+4hZa+2hZa2
2 9 yi(h2a?+2ha+h%a)+z;(h2a—2)
i+1 2h24+2h3a2+h*a24+2h3a+4+4ha+4h+4h%2a+2h2%a2

dale pro ORD = 3 vyjadrime y;41, z;+1 ve tvaru

yir1 = 6(yi(h3a® + h*a® + h3a + h® 4 3h*a® 4 3h%a + 3h% + 6ha + 6h + 6)+
+zi(h3a® + h3a + h® + 3h%a + 3h? 4 6h)) /(36 + 36h*a + 6h3a® 4 36ha+
+3h%a® 4 3h%a® + h%a® + 18h? 4 18h%a® + 36h + 18h3a + 9h*a® + 6h*a®+
+6h*a + 6h> 4 18h%a?),

ziv1 = —6(yi(3h%a® 4 6ha + 3h%a + hia + h3a® + h3a®) + z;(—6 + 3h%a + h3a® + h3a))/
/(36 + 36h%a + 6h3a® 4 36ha + 3h°a® 4 3h°a® + ha® 4 18h? 4 18h3a’+
+36h + 18h3a 4 9h*a® + 6h*a® + 6h%a 4 6h° + 18h%a?)
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pro ORD = 4 vyjadiime y;41, 2,41 ve tvaru

Yi+1

Zi+1

24(y;(12h%a® + 24ha + 12h%a + 24 + 24h 4 12h* 4 h* + 4h3 4 h*a*+
+ha® + 4h%a® 4 h*a® + 4h3a® + 4h3a®) 4 z;(24h + 12h%a + 12h° +

+h* 4+ 4h® + h'a® 4 h'a + 4h3a® 4 4h3a + h*a?))/(RBa* + 48R° a3+
+48h°a® + 16h°a® 4 96h*a® + 96h*a + 96h*a + 576h*a + 576h + 288h%a’+
+288h3a + 144h*a® + 4h"a® + 24h°a* + 24h°a + 24h*a* + 2882 4 24h*+
+96h> 4+ 96h3a® 4 576ha + 576 + 12h%a* + 12h%a® + 4h7a?),
—24(y;(12h2a® 4 24ha + 12R%a + h*a* + h'a + h'a® + 4h3a + ha®+
+4h%a® + 4h3a®) + zi(—24 + 12h%a + h*a® + h'a + 4h3a® + 4h® + h*a?))/

(hBa* 4 48h°a® 4 48h°a® 4 16h%a® 4 96h*a® 4 96h*a + 96Rh*a + 576h%a+
+576h + 288h2a? + 288h3a + 144h*a® + 4h"a® + 24h°a* + 24h°a + 24h*a* +

+288h2 + 24h* + 96R% + 96h3a® + 576ha + 576 4 12h8a* 4 12h%a® 4 4h7a?)

V Tab. 5.25 je zobrazena absolutni chyba vypoc¢tu (pro ruzné velikosti konstanty a) impli-
citni Taylorovy metody pro ORD = 1,2, 3, 4. Dilezité je, ze velikost konstanty a nema vliv

na chybu vypoctu.

Tabulka 5.25: Absolutni chyba vypoctu - implicitni Taylorova metoda: h = 0.1

|Error(y)|: a = 10%,10%,10%,107, 10®
t | ORD=1 | ORD=2 ORD =3 ORD = 4
0.1 | 0.00425349 | 0.000139958 | 3.48077x107% | 6.93811x10~8
0.2 | 0.00771553 | 0.000253297 | 6.29908x 1076 | 1.25557x10~7
0.3 | 0.0104966 | 0.000343816 | 8.54948x1076 | 1.70413x10~7
0.4 | 0.0126934 | 0.000414829 | 1.03145x10~° | 2.05595x10~7
0.5 | 0.0143907 | 0.000469227 | 1.16662x107° | 2.32538x10~7
0.6 | 0.0156623 | 0.000509528 | 1.26673x107° | 2.52491x10~7

Zaméfme se nyni na moznosti rekurentniho vypoctu clentt implicitni Taylorovy fady

s Newtonovou metodou.

Kombinace implicitni Taylorovy metody s rekurentnim vypocétem a Newtonovou

metodou (ITMRN)

Vyjadfeme predchazejici diferencidlni rovnice (5.48) pomoci rekurentni implicitni Taylorovy

fady ve tvaru

Yi+1
Zi+1

kde cleny vyjadiime ve tvaru

DYl
DY 241

DYni+1 =

—hzit1,
-bDZ1, 44

—LDZ(n—1)i41,
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Yi — DY 1it1 — DY2i40 — - — DYnyq,
2i—DZ1i41 — DZ2i4q — -+ — DZn;q1,
DZ1lit1 = —h(-ayi+1 —(a+1)zit1),
DZ2H_1 = 7%(7&DY12‘+1 - ((l + 1)DZLL+1) .
DZnitn = —2(—aDY(n—1)ip1—(a+1)DZ(n —1)is1).




Numericky vypocet y;i1, 2,11 provedeme

pravidla

Yit1,j + bit1j,
Zit1,j T Citl,5 5

Yi+1,5+1
Ri+1,5+1

kde ¢leny b; 11 j, ci+1,; vyjadiime pomoci Cramerova pravidla

f1(Yit1,5, ziv1,5)
fry(Yiv1,5, ziv1,5)
fr(Yiv1,5, zit1,5)
fi(yit1; + by, zig5)
)

J1(Yiv1,5, ziv1,5 + b

f2(Yit1,5, Ziv1,5)
foy(Yiv1,5, ziv1,5)
f2=(Yiv1,5, zit1,5)
f2(yit1,; + N, zig5)
)

fa(Yiv1,5, ziv1,5 + hn

Nové éleny DY(Z)Ny,i-i-l,j?DZ(Z)Ny,H-Lj?DY<Z)NZ,i+1,j7DZ(Z)NZJZ-H,]' pro l = 1,2,. ..

vyjadiime ve tvaru

DY 1ny,it1,5

DY nny,it1,;

DY 1N iv1,5
DY2n. 41,5

DYnNz,i+1,j

DZlNy,iHJ
DZ2Ny,it1,5

DZnny,iv1,5

bt _Dy _ _ fife—fofis
itlj D flyf2z*f2yflz ’
. _D. _ _ _fufo—fify
L D Fryfo-—Fayhriz
= —Wit1j + Y = DYlip1; = DY2i415 — - = DY g,
_ fit1,ithNszit1 ) = f1(Wit1,55%i41,5)
= e ,
_ f1Wigrgzigr i tAN) = f1(Wid1,55%i41,5)
= e ,
= —Wi+15 T hy) +yi = DY1nyiv1; — = DY nnyiv1,

= Y+ + Y — DYInzivry — - = DY Nz,

= —Zitrj+zi—DZliy1; = D221 — - = DZnita,
_ fo(yig1,jthNyzign,)—fe(Yigt,5,%it1,5)

= e ,

_ feWit1,g52itr1, i tAN) = fa(Wit1,55%i41,5)

= e ,

= —zipijtzi—DZINyiv1j— - — DZnnyiv1g,

= —(zit1+hN)+2i—DZINzit1,5 — - — DZnnzivr,j-

—hziy1j,

h
—5DZ1Nyit15,

—2DZ(n —1)nyit15,

—h(zit1,5 + hn),

h
—5DZINz 415,

—ADZ(n—1)Nziv1j,

—h(=a(yit1; +hn) — (@ +1)ziy15),
—4(=aDYlyy it — (a+1)DZ1Nyit15)

L(—aDY (n—1)ny,it1; — (@ +1)DZ(n — 1) ny.it15)

n
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DZlinziv15 = —h(—=ayiz1; — (a+1)(zit1,; +hN)),
DZ2yn.i41; = —2(—aDY1ly. 01— (a+1)DZ1Nsi41,5),

DZ”Nz,iJrl,j = —%(—GDY(’H — ]-)Nz,i+1,j — (CL + 1)DZ(TL - 1)Nz,i+1,j) .

Absolutni chyby vypoétu pro ITMRN ORD = 1,2,3,4 pfi nastavené chybé vypoctu
TOL = 10719 jsou shodné s Tab. 5.25. V pritbéhu vypoétu (se zadanou presnosti vypoctu
TOL = 10719) jsou potieba v kazdém kroku vzdy pouze 2 iterace u Newtonovy metody.

V Tab. 5.26 je zobrazena absolutni chyba vypoc¢tu ITMRN pro ORD = 5,6,7,8 a pocet
iteraci j v Newtonové metodé potfebnych v priubéhu vypoctu k dosazeni presnosti TOL =
1010

Dulezité je, ze stale plati - velikost konstanty a (do uré¢ité hodnoty v zavislosti na pouzité
aritmetice) nema vliv na absolutni chybu vypoctu, ani na pocet potfebnych iteraci v Newtonové
metodé.

Tabulka 5.26: Absolutni chyba vypoétu ITMRN: h = 0.1, ORD = 5,6,7,8, TOL = 1010,
a=10*

ORD =5 ORD =6 ORD =7 ORD =38
t | [Error(y)| | j | [Error(y)| |j | [Error(y)| |j | [Error(y)|
0.1 | 1.1563x107Y | 3 | 1.644x107' | 3 | 2.035x10713 | 5 | 2.148x1072 | 9
0.2 | 2.087x1077 | 3 | 2.976x10~ " | 3 | 3.459x1071 | 5 | 2.753x1071* | 8
0.3 | 2.833x107% | 3 | 4.04x107 | 3| 4.842x10713 | 5 | 6.328x1071* | 19
0.4 | 3.418x107Y | 3 | 4.874x1071! | 3 | 5.8908x10713 | 5 | 2.846x10712 | 15
0.5 | 3.866x107° | 3 | 5.513x107 ' | 3 | 6.354x10713 | 4 | 2.587x10712 | 11
0.6 | 4.198x107° | 3 | 5.986x10~ | 3 | 6.998x107"3 | 5 | 4.938x10712 | 7

Pfi pouziti vyssiho fadu ORD > 7 (pfi zachovani aritmetiky - 64 bit) se objevi narust
poctu iteraci v Newtonové metodé viz Tab. 5.26, pficemz se presnost vypoctu jiz nezvysi.
Nepomiize ani zvyseni presnosti vypoctu pomoci hodnoty TOL u Newtonovy metody.

Pro zachovani stability a snizeni poctu iteraci v Newtonové metodé, pomuize snizeni
integracniho kroku viz Tab. 5.27.

Zavér
Pfi feSeni problému (5.48) se nabizi moznost pouziti explicitni Taylorovy fady, jsme vsak
nuceni pouzit viceslovni aritmetiku, kterd ma v tomto pfipadé rozhodujici vliv na stabilitu
a presnost numerického vypoctu.

Jako vhodné se také jevi moznost pouziti implicitni Taylorovy metody s rekurentnim
vypoctem ¢lentt a Newtonovou metodou (ITMRN).
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Tabulka 5.27: Absolutni chyba vypoétu ITMRN: h = 0.05, ORD = 8,

TOL = 10719,

a=10*

t |Error(y)| |Error(z)| J
0.05 | 7.10543x10715 | 7.10543x107 1 | 4
0.1 | 1.77636x1071° | 1.77636x1071° | 4
0.15 | 4.996x10~!* | 5.00711x10~ ! | 4
0.2 | 9.18154x1071* | 9.17044x1014 | 4
0.25 | 8.71525x10714 | 8.71525%x107 14 | 5
0.3 | 8.23785x10~ 14 | 8.23785x10714 | 5
0.6 | 1.77636x10~1* | 1.77636x10714 | 4

5.6.5 Problém parazitnich prvkia v RLC obvodu

Resme soustavu diferencidlnich rovnic

w = —102%y—10%, w(0) = 0,
¥ = y—z—x, z(0) = 0,
y = 10%w-10"z,  y0) = 1, (5:51)
2 = x, z(0) = 1.

Soustava diferencialnich rovnic (5.51) popisuje v ¢ase t = 0 ustaleny stav v RLC obvodu
viz podkapitola 4.3.2 (pocateéni stav - obvodem neprotékad zadny proud w(0) = z(0) = 0
a napéti na kondenzatorech je rovno vstupnimu napéti y(0) = z(0) = 1).

Analytické feSeni z je v nasledujicim tvaru

z = e 05 (cos(0.8657¢) + 0.5781204548 sin(0.8657t))+

52
+e=510°1(—0.9999987499 - 10~24 cos(10'2¢) — 0.1499999311 - 1026 sin(10'2¢)) . (5:52)

Odvozeni analytického feSeni funkce z spolecné s rozborem rekurentniho vypoctu ¢lent
Taylorovy fady nalezneme v ptiloze A.
Zhodnotme nejprve moznosti vypoétu SDR (5.51) explicitni Taylorovou metodou.

Explicitni Taylorova metoda

Pii vypoétu SDR (5.51) pomoci explicitni Taylorovy fady jsme nuceni pouZzit vysoky pocet
¢lenu a velmi maly integracni krok z diivodu zachovani stability. Pfipomenme, Ze koeficient
tuhosti (4.28) u daného linearnfho systému diferencialnich rovnic (5.51) je S = 10% a vlastni
¢isla jsou v komplexnim tvaru viz podkapitola 4.3.2.

V Tab. 5.28, 5.29 jsou zobrazeny absolutni chyby vypoctu explicitni Taylorovy metody
pri vyuziti maximéalni velikosti mozného integrac¢niho kroku. Pfi pouziti integra¢niho kroku
h > 102 je jiz metoda nestabilni.

Zaméfme se nyni na moznost vypoctu SDR (5.51) pomoci implicitni Taylorovy metody.
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Tabulka 5.28: Absolutni chyba vypoétu - explicitni Taylorova metoda: h = 10712
|Error(z)]

t ORD =5 ORD = 10
1077 | 1.01309%10%37 | 5.10703x 1015

Tabulka 5.29: Absolutni chyba vipoétu - explicitni Taylorova metoda: h = 10711

|Error(2)|
t ORD =5 ORD =15 ORD = 25
10-10 19203.4 105.042x 10715 NULA
1079 | 3.97833x10264 4.45933x 10237 NULA
10~% | MIMO ROZSAH | MIMO ROZSAH NULA
10~7 | MIMO ROZSAH | MIMO ROZSAH | 5.10703x10~%

Implicitni Taylorova metoda

Podrobné upravy a odvozeni vypoc¢tu implicitni Taylorovy fady az do fadu 3 (ORD = 3)

nalezneme v priloze A.2.2.

Tabulka 5.30: Absolutni chyba v§poctu - impl. Taylorova metoda: h = 1075, TMAX = 0.1

Tabulka 5.31: Absolutni chyba vypoétu - impl. Taylorova metoda: h = 10~%, TMAX = 0.1

|Error(z)]

t ORD =1 ORD =2
107° | 4.99993x10~ ! | 1.11022x 1016
1074 | 4.99948x 10710 | 1.44329x10~1°
1073 | 4.99497x1079 | 1.43219x10~1
1072 | 4.94993x1078 | 1.65423x10~ 13
1071 | 4.50049x10~7 | 1.78334x10~1!

|Error(z)]

t

ORD =1

ORD =2

ORD =3

10~4

4.99917x107°

1.67644x10~13

6.66134x 1016

1073

4.99466x 108

1.6761x 1012

6.43929x 1015

102

4.94962x10~"7

1.67549x 1011

7.9603x10~14

1071

4.50003x10~6

1.68273x1010

2.06357x10~12

V Tab. 5.30, 5.31 jsou zobrazeny absolutni chyby vypoctu pro rizny rdd implicitni
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Taylorovy metody a riznou délku integra¢niho kroku. Diky vétsi oblasti stability implicitni
Taylorovy metody mtizeme pouzit mnohem vétsi integracni krok oproti explicitni Taylorove
metodé.

Zhodnofme nyni moznosti feSeni pomoci implicitni Taylorovy metody s rekurentnim
vypoctem ¢lent a Newtonovou metodou.

Kombinace implicitni Taylorovy metody s rekurentnim vypoc¢tem a Newtonovou
metodou

Ovéfme moznosti vypoctu SDR (5.51) pomoci kombinace implicitni Taylorovy metody s re-
kurentnim vypoétem a Newtonovou metodou (ITMRN). Podrobny rozbor rekurentniho
odvozeni a vypoctu ¢lenit ITMRN nalezneme v pfiloze A.2.3.

Tabulka 5.32: Absolutni chyba vypoétu ITMRN: h = 107°, TMAX = 0.1, hy = 0.1,
TOL =10719

|Error(z)]

t ORD =1 ORD =2
1075 | 4.99993x107 1! | 3.33067x10~16
1074 | 4.99948x10710 | 2.66454x1071°
1073 | 4.99497x107° | 2.45359x10714
1072 | 4.94993x107% | 2.46914x10~13
1071 | 4.50034x1077 | 2.41951x10~12
S3() 20000 20000

Tabulka 5.33: Absolutni chyba vypoétu ITMRN: h = 107%, TMAX = 0.1, hy = 0.1,
TOL = 10710
|Error(z)]
t ORD =1 ORD =2 ORD =3

1074 | 4.99917x107 | 1.67644x10713 | 8.88178x 1016

1073 | 4.99466x1078 | 1.6761x107'2 | 7.99361x1071°

1072 | 4.94962x1077 | 1.67615x10~ ! | 8.00471x 10~

1071 | 4.50003x107% | 1.66753x10~10 | 7.59726x 1013

S°(5) 2000 2000 2000

V Tab. 5.32, 5.33 je zobrazena absolutni chyba vypoc¢tu pro rizny fad ITMRN a rtz-
nou délku integra¢niho kroku. Pocet iteraci v Newtonové metodé byl ve vSech ptipadech
v kazdém kroku konstantni (j = 2). V poslednim #adku Tab. 5.32, 5.33 nalezneme celkovy
pocet Newtonovych iteraci provedenych béhem vypoétu (velikost kroku hy = 0.1 v dife-
ren¢ni formuli nema zasadni vliv na celkovy pocet iteraci, nastavitelna chyba vypoctu byla
zvolena na hodnotu TOL = 10~10).

98



V Tab. 5.34 je zobrazena absolutni chyba vypoc¢tu pro rizny fad ITMRN a délku in-
tegracniho kroku h = 0.01. Pocet Newtonovych iteraci se s rostouci velikosti integra¢niho
kroku v jednotlivych krocich zvySuje (pohybuje se v rozmezi 2 < j < 10). Metoda je vSak
stale stabilni (dvodem zvySovani Newtonovych iteraci v priibéhu vypoctu je nedostatecna
velikost aritmetiky).

Tabulka 5.34: Absolutni chyba vypoctu ITMRN s viceslovni aritmetikou: h =
TMAX =1, hy =0.1, TOL =10""

1072,

|Error(z)]
t ORD =2 ORD =3
8 byt 64 bytu 8 byta 64 bytu
1072 | 1.66802x10~7 | 1.66801x 1077 | 8.33156x 10712 | 8.33788x 10712
1071 | 1.6587x1076 | 1.65869x107° | 4.34068x1071° | 4.34318x10~10
1 1.09229x107° | 1.09228x107° | 2.22892x107% | 2.229798x10~®

210 200 701 301

Hodnoceni vlivu aritmetiky

Eperimentélné bylo ovéfeno, ze je vyhodné v tomto ptipadé vyuzit viceslovni aritmetiku.
P1i pouziti viceslovni aritmetiky Newtonova metoda konverguje rychleji a pocet iteraci se
v jednotlivych krocich snizi (2 < j < 3). V poslednim fadku Tab. 5.34 je zobrazen celkovy
pocet iteraci provedenych v pribéhu vypoctu.

Zavér

Pro feSeni problému (5.51), tedy linedrni soustavy oby¢ejnych diferencidlnich rovnic s vla-
stnimi ¢isly v komplexnim tvaru, se jako vhodné jevi pouzit implicitni Taylorovu metodu
s rekurentnim vypoctem ¢leni a Newtonovou metodou (ITMRN). Déle se ukazalo a bylo
ovéreno jako vhodné vyuziti viceslovni aritmetiky, diky niz zédsadné snizime celkovy pocet
Newtonovych iteraci v priabéhu vypoctu.

5.6.6 Problém Van Der Pol
Méjme soustavu ODR (viz podkapitola 4.3.3) ve tvaru

¥ =y, z(0)

=2,
Y = p-(Q-2*-y—=z, p>0, y0)=0. (5:53)

S rostouci hodnotou p se zvysuje “tuhost” soustavy diferencidlnich rovnic.
Zhodnotme moznosti feseni SDR (5.53) pomoci explicitni a implicitni Taylorovy metody.

Explicitni Taylorova metoda

Cleny explicitni Taylorovy fady po¢itdme rekurentné podobné jako v predchazejicich pii-
kladech. Pozadovanou vyssi derivaci souc¢inu (z?y) lze vyjadfit rekurentnim vypoctem
pomoci predchézejicich ¢lend s vyuzitim multidimenzionédlnich Pascalovych trojahelnikt
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[Eat90, Vopl1]. Vypocet vychazi ze vzorce

n i1 im—2 . .
n n 11 Tm—2 —i i1—1 [
(y1-y2 - ym)( ) — E ( E ( E <7,1> <12> <im 1)2/;” 11)yé11 12),..y7(n 1))) . (5.54)
i1=0 \i2=0 i —1=0 m-

Resme nejprve soustavu ODR. (5.53) pro u = 10 pomoci explicitni Taylorovy metody na in-
tervalu TMAX = 10. Jako referenéni hodnoty povazujme

x(10) = —1.97120695682917, y(10) = 0.0681732453104,

vypoéteny pomoci TKSL/386 pii zadané chybé vypoétu EPS = 10720,

V Obr. 5.23 je zobrazena absolutni chyba vypoétu |Error(y)| = |y(10) — y;|, i - h = 10
v case TMAX = 10 v zéavislosti na délce integrac¢niho kroku. Se zvySovanim ORD (nebo
snizovanim h) samoziejmeé klesé absolutni chyba.

0.1 1

|£| ORD=1 —+—
ORD=2 —*—
0.1 ORD=3 —*—

lel
0.01
0.01 +
0.001
0.001

0.0001
0.0001
ORD=1 —+—

1e-005 ORD=2 ——
ORD=3 —*—

1e-005

16-006 16-006
0.01 h o 0.01 h  os

Obrazek 5.23: Absolutni chyba vypoctuex-  Obrazek 5.24: Absolutni chyba vypoétu
plicitni Taylorovy metody v TMAX =10 ITMRN v TMAX =10

Maximalni velikost integra¢niho kroku, pfi kterém je jesté explicitni Taylorova rfada
stabilni, je h = 0.04 pro ORD =1, resp. h = 0.06 pro ORD = 2, 3. Pfi vétsim integra¢nim
kroku je jiz metoda nestabilni a absolutni chyba prudce roste k nekonec¢nu.

U explicitnich numerickych metod nastava problém s vypoétem (5.53) pii rostouci hod-
noté p. V Tab. 5.35 je zobrazena maximéalni velikost integra¢niho kroku pro explicitni
metody v zavislosti na velikosti konstanty u. S rostouci hodnotou u roste tuhost systému
(5.53) a jsme nuceni u explicitnich numerickych metod snizovat integra¢ni krok.

Tabulka 5.35: Maximalni velikost h, explicitni numerické metody, FPS =1 x 107>

metoda h (u = 10) h (u = 100) h (= 10000)

Eulerova metoda 6.10351 x10~7 | 3.81469 x10~% | 1.9209 x10~*
metoda Runge-Kutta 2.7fadu 1.5625 x10~* | 1.953125 x107° | 1.52587 x10~7
metoda Runge-Kutta 4.fadu 5 x1073 3.125 x10™* | 4.88281 x10~©
Taylorova metoda (ORD = 63) 0.1 2.5 x1072 3.125 x10~*

Zhodnotme moznosti feSeni SDR (5.53) pomoci implicitni Taylorovy metody s reku-
rentnim vypoctem ¢lent a Newtonovou metodou (ITMRN).
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Kombinace implicitni Taylorovy metody s rekurentnim vypoc¢tem a Newtonovou
metodou (ITMRN)

Cleny ITMRN pocitame rekurentné podobné jako v piedchézejicich piikladech. K vipoétu
implicitné vyjadrenych ¢lent pouzijeme opét Newtonovu metodu.

V Obr. 5.24 je zobrazena zavislost absolutni chyby vypoctu |Error(y)| = |y(10) — v,
(kde i-h = 10) v ¢ase TM AX = 10 v zavislosti na velikosti integra¢niho kroku h. VEtsi sta-
bilita implicitni Taylorovy metody umoznuje pouziti vétsiho integra¢niho kroku - napf. pro
explicitni Taylorovu metodu ORD = 1 muZeme zvolit maximalni integrac¢ni krok A = 0.03
pii absolutni chybé vypoctu |Error(y)| = 0.0125491, pfi vypoctu pomoci implicitni Tay-
lorovy metody miizeme pocitat s integra¢nim krokem h = 0.5 pii absolutni chybé vypoctu
|Error(y)| = 0.0961105.

1e+008 1e+008
1

1e+007

j ki hN=0.1 —F—
1e+007 hN=0.01 —>=—
hN=0.001 —*—

1e+006 1e+006

100000 100000
10000 10000

1000 1000

100 100

10 10
1e-006 1e-005 0.0001 0.001 0.01 0.1 h 1 1e-006 1e-005 0.0001 0.001 0.01 0.1 h 1

Obrazek 5.25: ITMRN - pocet Newt. iteraci  Obrézek 5.26: ITMRN - poc¢et Newt. iteraci
pro ORD =1,2,3 v zévislosti na hy

V Obr. 5.25 je zobrazen celkovy pocet Newtonovych iteraci j potfebny k vypoctu
feseni (5.53) pro u = 10 a TMAX = 10 s danym integra¢nim krokem h. Rozdilny pocet
Newtonovych iteraci u rtiznych fada implicitni Taylorovy metody se projevi az pii vétsi
hodnoté integra¢niho kroku.

Zajimavy je vSak v tomto pripadé celkovy pocet Newtonovych iteraci j v zavislosti na
velikosti kroku diferen¢ni formule Ay viz Obr. 5.26. Optimalni hodnota kroku diferenc¢ni
formule v daném pfipadé je hy = 0.001, mensi hodnoty se jiz na zmenseni celkového poctu
iteraci vyrazné neprojevi. Pii vSech hodnotach hy byl obdrzen stejny vysledek. Newtonova
metoda byla ukoncena pii dosazeni nastavené presnosti vypoétu TOL = 10710,

V Tab. 5.36 je zobrazena absolutni chyba vypoc¢tu v prvnim kroku pro ITMRN rtizného
fadu. Vsimnéme si klesajici absolutni chyby vypoctu s rostouci hodnotou p. Potvrzuje se
opét, ze ITMRN je vhodna pro “velmi tuhé” systémy diferencialnich rovnic.

S rostoucim fadem I'TMRN musime snizovat velikost kroku v diferenc¢ni formuli Ay . Op-
timalni velikost kroku Ay je zobrazena v poslednim fadku Tab. 5.36. Pocet Newtonovych
iteraci se pohybuje v pribéhu vypoctu v rozmezi 4 < 5 < 7.

Zaveér
Pii feSeni nelinearni soustavy ODR (5.53) se projevuji pozitivni vlastnosti implicitni Tay-

lorovy metody az pii vétsich hodnotach konstanty p. Opét se potvrzuje vhodnost pouziti
implicitni Taylorovy metody pro systémy s vysokou tuhosti.
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Tabulka 5.36: Absolutni chyba vypoétu v prvnim kroku ITMRN: h = 1, TOL = 10~19

|[Error(y)|
m ORD =1 ORD =2 ORD =3 ORD =4
10 | 2.20562 x1073 | 1.85222 x10~* | 2.02124 x107° | 6.40326 x10~°
100 | 2.2221 x1075 | 1.32989 x10~7 | 1.64021 x10~% | 1.78864 x10~*
1000 | 2.22242 x1077 | 1.48484 x10710 | 2.14972 x10~13 | 6.68134 x10~
hn 101 1073 1076 1079

Pri implementaci ITMRN s numerickym vypoctem derivace v Newtonové metodé se pii
feSeni problému (5.53) objevuje zasadni zavislost na vhodné volbé kroku hy v derivaéni
formuli. S rostoucim fadem ITMRN jsme nuceni pro optimalni po¢et Newtonovych iteraci
v pribéhu vypoctu snizovat hodnotu Ay .

5.7 Shrnuti

Moderni metody Taylorovy fady poskytuji velice presné feseni obycejnych diferencidlnich
rovnic. Hlavnim problémem u metod Taylorovy rady je generovani vyssich derivaci pomoci
tvoficich diferencialnich rovnic. V soucasné dobé lze vS8ak tispésné vyuzit vhodnych par-
alelnich architektur. Pfedevsim u rozsahlych soustav diferencidlnich rovnic lze vhodnym
navrzenim rekurentniho vypoctu ¢lenti Taylorovy fady vypocet znacné urychlit.

Pro feseni tuhych systémt, obzvlasté systémi, kde hleddme ustileny stav feseni na
delsim casovém intervalu, se jevi jako vhodné pouziti implicitni Taylorovy metody s rekur-
netnim vypoctem ¢lend a Newtonovou metodou (ITMRN). V mnoha ptipadech se ITMRN
experimentalné osvédcila jako vhodna pro feseni SDR s “vysokou tuhosti”.

U mnoha tuhych problémt je nezbytné pouzit viceslovni aritmetiku pro dosazeni dosta-
te¢né presnosti, rychlosti a stability vypoctu.
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Kapitola 6
Zaver

Predlozend diserta¢ni prace se zabyva analyzou tuhych (“stiff”) soustav diferencidlnich
rovnic. V pribéhu zpracovavani zadaného tématu disertacni prace se ukazalo, ze je vhodné
pro komplexni Feseni problému rozsitit zadané téma také o moznosti Feseni stiff soustav
diferencialnich rovnic.

Obsah prace bude nyni shrnut do nékolika krokt. Nejprve uvedu pouzity pristup k fesent,
déle dosazené vysledky a koneéné naznac¢im moznosti dalsiho vyzkumu.

6.1 Zvoleny pristup k reseni

Reseni tuhych soustav diferencialnich rovnic patii i v souc¢asné dobé stale mezi problémové.
V praxi se k TeSeni bézné vyuzivaji implicitni numerické metody, které maji velkou oblast
absolutni stability feseni. Diky tomu je mozno s nimi provadét numericky vypocet u tuhych
SDR s pouzitim vétsiho integracniho kroku oproti bézné pouzivanym explicitnim numeric-
kym metodam. Velka oblast absolutni stability u téchto implicitnich numerickych metod je
vSak vyvéazena malym fddem téchto metod.

Ve své praci jsem se nejprve vénoval shromazdéni dostupnych informaci o analyze a pris-
tupech k feseni soustav diferencialnich rovnic (SDR). Zvlastni pozornost jsem vénoval piede-
v8§im numerickému feseni SDR.

Na vybranych ptripadech jsem kriticky zhodnotil pouziti a vlastnosti jednotlivych nu-
merickych metod se zamérenim na stabilitu, konvergenci a pfesnost numerického vypoctu.

Dale jsem experimentalné ovéfoval moznosti feseni tuhych systémt pomoci v literatute
méné zminované Taylorovy rady.

6.2 Dosazené vysledky

Ve své praci jsem se vénoval analyze tuhych systémi a jejich moznému vhodnému zptisobu
feseni predevsim pomoci Taylorovy metody.

Problémem pfi feseni tuhych SDR je i nadale jejich detekce. V praci navrhuji novou
moznost detekce “tuhosti” v SDR, kterd vychazi pfimo z porovnani ¢lenti explicitni Tay-
lorovy fady (neni zapotiebi pocitat Jacobiovu matici ani vlastni ¢isla feSené soustavy).
Analyzoval jsem tedy moznost detekce tuhych SDR z rozdilnych ¢lena explicitni
Taylorovy rady v zavislosti na jejich konvergenci a délce integrac¢niho kroku.

Dale byly v praci hledany a navrzeny mozné pfistupy k odstranéni tuhosti ze soustav
diferencialnich rovnic. Mnoho SDR obsahuje tzv. “uméle vnasenou tuhost”. Pro tyto SDR
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jsem navrhl a experimentalné ovéfil novy mozny pristup odstranéni tuhosti ze SDR
pomoci nalezeni nové ekvivalentni SDR se sniZzenou (nebo zcela odstranénou)
tuhosti. Tuto novou ekvivalentni SDR, Ize poté bez problému fesit béZznymi explicitnimi
numerickymi metodami.

V préci byla provedena podrobna analyza konvergence a stability explicitni a nové
také implicitni Taylorovy fady. Na vybranych demonstra¢nich piikladech jsem se za-
méril predevsim na moznosti presnosti numerického vypoctu obou metod.

Jako zajimava se jevi pti feSeni tuhjch systému implicitni Taylorova fada, ktera posky-
tuje vyssi rad, tedy pfesnéjsi feseni proti tradi¢nim implicitnim numerickym metodam. Na
vybranych piikladech bylo experimentélné demonstrovano feSeni tuhych systému po-
moci implicitni Taylorovy fady s Newtonovou iteraci a rekurentnim vypocétem
¢lent Taylorovy fady (ITMRN). Byl navrzen algoritmus (pfedevs$im rekurentni vypo-
et ¢lenti Taylorovy fady) pro moznou budouci paralelizaci vypo¢tu na vhodné hardwarové
architektufe. ITMRN se z provadénych experimenti jevi jako vhodna numerickd metoda
predevsim pro feseni soustav diferencialnich rovnic s vysokou tuhosti. U problémii s vysokou
tuhosti se jevi jako stézejni (k pfesnému a rychlému vypoctu) rovnéz pouziti viceslovni
aritmetiky.

6.3 Moznosti dalsiho vyzkumu

V druhé ¢asti prace byla demonstrovana na konkrétnich pfikladech méné zndma metoda
implicitni Taylorovy fady. Jednalo se o zdkladni vyzkum na zdkladé mnoha experimenti.
Moznosti dalsiho vyzkumu je podrobné vymezeni skupiny problémt, na které je implicitni
Taylorova fada “pouzitelnd” (v technické praxi se miizeme setkat s nestandartnimi problémy
jako jsou “detekce nespojitosti” apod.).

Zajimavé se také mize jevit prozkoumaéni semi-implicitni Taylorovy fady, (tedy kom-
binace explicitni a implicitni numerické metody) vyuzivajici rekurentniho vypoctu vyssich
derivaci a zajistujici vlastnost A-stabilni numerické metody.
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Priloha A

RLC parazitni

ReSme soustavu diferencidlnich rovnic ve tvaru

~

w = —10%y —-10°0, w(0) = 1,
¥ = y—z—ux, z(0) = 1,
y = 10%w—-10"z,  y0) = 1, (A1)
Z = =z, z(0) = 1.

A.1 Analytické reSeni

Ze soustavy diferencidlnich rovnic (A.l) vyjadiime w,z,y za pomoci funkce z a jejich
derivaci 2/, 2", 2"
/

r = 2,

y = 2'+2+2, (A.2)
1" 1" /

w = A 4

Ze soustavy (A.1) vyjadiime postupné 2", 2", (4

2= ad=y—z—u,
- y/_zf_z”:1012w—1012$—$_y+2+x’
A = 1020 - 10—y + 2 =

= 1012(-10"2%y — 10%w) — 10'2(y — 2 — ) — 102w + 1022 + =,

pii dosazovani (A.2) ziskdme obyéejnou diferencidlni rovnici ¢tvrtého fadu ekvivalentni se
soustavou (A.1) ve tvaru

2 4 (10° +1)2" 4 (10** + 10° + 10" +1)2" 4 (10** + 10*' +10%)2' +10**2 = 0, (A.3)
z diferencialni rovnice (A.3) vyjadiime charakteristickou rovnici ve tvaru

AW (107 + DA 4 (10%* + 107 + 102 + 1A% + (10** +10%' +10°)A +10** = 0. (A.4)

Pro kontrolu vypoctéme také charakteristickou rovnici pomoci w a jejich derivaci. Nové
vypoctend charakteristickd rovnice musi byt ekvivalentni s (A.4).
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Ze soustavy (A.1) vyjadiime x,y, z za pomoci funkce w a jejich derivaci w’, w”, w"”

y = 1- w;z%fwa
— % 9+ w, . . (A.5)
P 1_w1§—011(%w_w—1|—012(1w _w_w—lﬁ—OIQ(lw —w' .
Ze soustavy (A.1) vyjadiime postupné w”, w"” w® ve tvaru
w” = =10y — 10% = —10"(10"%w — 10"z) — 10%/,
w! = 471012(1012u/ 4,10123/)4, 109U//::
= —102(10"2w — 102(y — 2 — x)) — 10%0" ,
w(4) — _1012(1012w// _ 1012(y/ o CC/)) . 10911),” —

= 102(-10"2w” — 102(10"2w — 1022 — 2 —y + 2z + 2)) — 100%™,

pii postupném dosazovani (A.5) ziskame diferencidlni rovnici étvrtého fadu ekvivalentni se
soustavou (A.1)

w® 4 (10° + Dw™ + (10* +10° + 10" + Dw” + (10** + 10%* + 10")w’ + 10*w = 0, (A.6)
z diferencialni rovnice (A.6) vyjadiime charakteristickou rovnici

AW £ (10° + DA + (10%1 + 107 + 102 + 1A% + (10% + 102" +10°)A +10** = 0. (A.7)

Charakteristické rovnice (A.7) a (A.4) jsou, jak jsme pfedpokladali, ekvivalentni.

Resme charakteristickou rovnici (A.4) pomoci programu Maple

evalf(allvalues(solve(a~4+((1+10°9)*a~3)+((10°24+10"9+10"12+1)*a"2)
+((20724+1079+10°21)*a)+10"24=0,a))) ;
sk sk s ok ok ok sk sk sk sk sk sk e sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk s sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk s sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk s sk ok ok ok sk sk sk sk sk ok k

vysledek je ve tvaru
10.65222947 + 0.2686424830 - 1087, —11.05222947 — 0.2686424830 - 10°1,

—0.5000000004 - 10° — 0.9999998750 - 10121, —0.5000000004 - 10° + 0.9999998750 - 1027

Resme nyni vypocet vlastnich ¢isel soustavy (A.1) a vypocet charakteristické rovnice
(A.4) pomoci programu MATLAB

Syms w X y
z"f=[10"712-10"12xy-10"9*w; y-z-x; 10712*w-10"12*x; x]
Jf=jacobian(f)

eigJf=eval (eig(Jf))

eig_charEg=eval (solve(’a”4+((1+1079)*a~3)+((10724+1079+10712+1)*a"~2)
+((10724+1079+10721)*a)+10724=0",’a’))

3k 3k 3k 3k >k >k 3k 5k 3k >k >k >k 5k 5k >k >k %k 5k 5k 5k >k >k 5k 5k 5k >k >k >k %k 5k >k >k %k >k 5k 5k >k >k %k %k 5k >k %k >k %k >k 5k >k %k >k %k >k 5% %k %k %k >k
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vysledek obdrzime ve tvaru

Jf =

[ -1000000000, 0, -1000000000000, 0]
[ 09 _1, 19 _1]
[ 1000000000000, -1000000000000, o, 0]
[ 0, 1, 0, 0]
eiglf =

8291320,65019803 - 6,01864820431015e-051
-8291321,71994416 + 6,01864830411525e-051
-499999999,965066 + 999999875034 ,8641i
-499999999,965188 - 999999875034 ,8641

eig_charEq =

8291320,65019803 - 6,01864820431015e-051
-8291321,71994416 + 6,01864830411525e-051
—-499999999,965066 + 999999875034 ,8641
-499999999,965188 - 999999875034,8641

Vidime, Ze vysledky z programt Maple a MATLAB se lisi. Vypoc¢téme tedy v programu
MATLAB vlastni ¢éisla pfimo z Jacobiho matice soustavy (A.1)

—1-10° 0 —1-10'2 0

0 -1 1 -1

J = 1-1012 —1-1012 0 0
0 1 0 0

Pro kontrolu si sestavime charakteristickou rovnici

—1-10° =\ 0 —1-10"2 0
0 —1-X 1 -1 | _,
1-10'2 —1-10"2 0— X 0 o
0 1 0 00—\

M4 (107 + A3 + (107 +10* + 1)A? + (10° 4+ 10\ + 10** = 0.
Zdrojovy kéd pro program MATLAB

A=[ -1079 0 -10"12 0; 0 -1 1 -1; 10712 -10"12 0 0; 0 1 0 O]
eigh_stiff=eig(A)

eigCharEq=eval (solve(’a~4+((1+1079)*a~3)+((1079+10724+1)*a"~2)
+((1079+10724)*a)+10724=0,’a’))

3k 3k 3k 3k >k 3k 3k 3k 3k 3k 3k >k 3k 3k 5k 3k >k 3k >k 3k >k >k 3k >k 3k >k 5k 5k >k 3k >k 3k >k 5k 5k >k 5k >k 3k 5k >k 5k >k 5k >k %k 5k >k 5k %k >k %k %k 5% %k >k k

vysledek je ve tvaru
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eigh_stiff=

-499999999,999512 + 999999875000,492i
-499999999,999512 - 999999875000,4921
-0,500499999999500 + 0,8657365361352731
-0,500499999999500 - 0,8657365361352731

eigCharEqg=

-500000000,000000 + 999999874999,9921
-500000000,000000 - 999999874999,992i
-0,500000000000000 + 0,8660254037844391
-0,500000000000000 - 0,866025403784439i

obdrzeli jsme tedy hodnoty
Req = —0.5,Imy = 0.8657, Reg = —5 - 108, Img = 10'2.
Ocekavané teseni funkce z je ve tvaru
z = el (K cos(Imqt) + Kysin(Imqt)) + 2! (K3 cos(Imat) + Ky sin(Imat)) ,

kde nas zajimaji nezndmé hodnoty konstant K, Ko, K3, K4.
Vyjadiime vyssi derivace z ve tvaru
2 = Reef*'(K; cos(Imyt) + Kysin(Imqt))+
+effert(— Ky Imy sin(Imqt) + KoImy cos(Imqt))+
+Regee2t (K3 cos(Imat) + Ky sin(Imat))+
+eftezt(— K3 Imag sin(Imat) + K4Ims cos(Imat)) ,

2" = (Reyp)?efiert(K cos(Imyt) + Ko sin(Imgt))+
+Rejeftrt (— Ky Imy sin(Imyt) + KoImy cos(Imqt))+
+Rejefert(— Ky Imy sin(Imyt) + KoImy cos(Imqyt))+
+eftert(— Ky (Imy)? cos(Imyt) — Ko(Imy)? sin(Imqt))+
+(Reg)?elte2t (K5 cos(Imat) + Kysin(Imat))+
+Regefte2! (— K3Imy sin(Imat) + KyImg cos(Imat))+
+RegeRe2t(— K3 Img sin(Imat) + KqImg cos(Imat))+
+eftext(— K3(Ims)? cos(Imaot) — K4(Ims)? sin(Imot))
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2" = (Rep)?elftrt (K cos(Imyt) + Ky sin(Imgt))+
+(Rey)2efert(— K Imy sin(Imqt) + Kolmy cos(Imyt))+
+(Rey)2eftert(— Ky Imy sin(Imqt) + Kolmy cos(Imyt))+
+Rejefert(— Ky (Imy)? cos(Imqt) — Ka(Imy)?sin(Imqt))+
+(Rey)?elftert(— Ky Imy sin(Imqt) + Kalmy cos(Imyt))+
+Rejefert(— Ky (Imq)? cos(Imqt) — Ko(Imy)?sin(Imqt))+
+Rejeftrt (— Ky (Imy)? cos(Imat) — Ko (Imq)? sin(Imqt))+
+effert (K (Imy)3 sin(Imqt) — Ko(Imq)3 cos(Imqt))+

(A.9)
+(Reg)3efe2t (K3 cos(Imat) + Ky sin(Imat))+
+(Reg)2eftest (— K3Imy sin(Imat) + KyIms cos(Imat))+
+(Reg)?efet (— K3Img sin(Imot) + KyImsy cos(Imat))+
+Regee2t(— K3(Img)? cos(Imat) — Ky(Img)? sin(Imat))+
+(Reg)?elte2t(— K3Img sin(Imat) + KyImg cos(Imat))+
—l—RegeRezt( Kg([mg) S(Imgt) K4(Im2)2 sin(lmgt))—l—
+Regelt2t (— K3(Ims)? cos(Imat) — K4(Ims)? sin(Imat))+
+effe2t (K3 (Imy)? sin(Imat) — K4(Img)? cos(Imat)) .
Ze soustavy (A.1) vyjadiime pocatecni podminky z'(0), 2”(0), 2" (0) ve tvaru
2(0) = z(0)=1,
Z"(0) = 2/(0) =y(0) — 2(0) —z(0) = -1,
©) = #(0)=5(0) ~ =(0) () o
Z"(0) = ¢'(0) = 2'(0) —2(0) =
— 1020(0) — 1022(0) — (0) — y(0) + =(0) + 2(0) = 0.
Dosadime poé¢ateéni podminky z(0), 2/(0), 2”(0), 2" (0) do (A.8) a (A.9)
Z(O) = Kl + Kg s
ZI(O) = RetKi+Imi Ko+ ResKg + ImoKy
Z”(O) = (R€1)2K1 + ReyImi1 Ks + RepImq Koy — (Im1)2K1—|—
+(R62)2K3 + ReoImo Ky + ResImo Ky + (Im2)2K3 R (A 11)
Z”I(O) = (R61)3K1 + (R61)2Im1K2 + (R61)2Im1K2 - Rel(Iml)Kl—i—

+(R61>21m1K2 — Rel(1m1)2K1 — Rel(1m1)2K1 — (Im1)3K2+
+(Re2)3 K3 + (Reg)?Imo Ky + (Re)?Imo Ky — Reo(Ima)? K3+
+(R62)21m2K4 — R€2(1m2)2K3 — R62<1m2)2K3 — (Im2)3K4 .

Ze soustavy (A.11) vypocteme konstanty K1, Ko, K3, Ky

K, = 1,
Ky = 1.733206279,

K3 = —0.1000998749 - 10723 ,
K, = —0.1501499310- 102 .
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Vysledné analytické feseni je ve tvaru

z = e 99(cos(0.8657t) + 1.733206279 sin(0.8657t))+

A12
465 10%(_(.1000998749 - 10~23 cos(1012¢) — 0.1501499310 - 10~26 sin(10'2¢)) . (A12)

V Obr. A.1 nalezneme porovnani nami nalezené analytické feseni “Z_AN” (A.12) s nume-
rickjm fesenim “Z” v TKSL/386.

9.96846875E-0818
B8.9975221142126863
B.999999998602909
-8.88734289959689934
1.PARBABARAI98B5
AN 1.PBABARBAA998B5

ey

-1

.B.D l:l.El U.:Z D.:3 l:l.:4 D.:5 l:l.:ﬁ U.:T D.:B l:l.:9 l-:UE-B
Obrazek A.1: Reseni TKSL/386

Pro nazornost uvedeme ukazku analytického feSeni soustavy (A.l) pomoci programu
Maple. Zdrojovy kod pro program Maple je ve tvaru

R1:=0.001; L1:=1%10"(-12); C1:=1%10"(-12); R2:=1; L2:=1; C2:=1;
eql:= diff (w(t),t)=(1/L1)*(-y(t)-Ri*w(t));
eq2:= diff (x(t),t)=(1/L2)*(y(t)-z(t)-R2*x(t));
eq3:= diff(y(t),t)=(1/C*(w(t)-x(t));
eqd:= diff(z(t),t)=(1/C2)*(x(t));
sol:= dsolve({eql, w(0)=1, eq2, x(0)=1, eq3, y(0)=1,
eq4, z(0)=1}, {w(t),x(t),y),z(t)});
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feSeni je poté ve tvaru

sol = {z(t) = (.2000000000e — 22 + .2000000000e — 9 % I) * exp(—.5005000000 * t)  sin(.8657365361 * t)
.1000000000e — 12 — .1000000000€ — 25 * I) * exp(—500000000. * t) * sin(.9999998750e12 x t)+
5781204550 — .5781204550e — 13 x I) % exp(—.5005000000 * ) * sin(.8657365361 * t)
1.000000000 — .1000000000e — 12 % I) * exp(—.5005000000 * t) * cos(.8657365361 * ¢)
.6249999990€ — 13 + .6249999990e — 26 * I) * exp(—500000000. * t) * cos(.9999998750e12 * ¢)
000500125¢ — 26 + .7499291372¢ — 30 * I) * exp(—500000000. * t) * cos(.9999998750e12 * ¢)
—.6249999990e — 26 — .6249999990e — 13 * I) * exp(—500000000. * £)  sin(.9999998750e12 * t)
.1000000000e — 25 -+ .1000000000e — 12 * I) * exp(—500000000. * t) * cos(.9999998750e12 * ¢)
.7311680150e — 33 — .4999998738¢ — 21  I) % exp(—.5005000000 * t) * sin(.8657365361 * ¢)
1153065370€ — 14 + 1155664378 — 14 * I) * exp(—.5005000000 * t) * sin(.8657365361 « t)
—.4991251604e — 24 — .5002501880e — 24 % I) * exp(—.5005000000 * ¢) * cos(.8657365361 * ¢)
—.9982498215¢ — 24 — .1000499875¢ — 23 * I) * exp(—500000000. * t) * cos(.9999998750e12 * t)
—.5002501880e — 24 + .4991251604e — 24 * I)  exp(—.5005000000 * t) * sin(.8657365361  t)
—.1874822840e — 36 + .2501250308¢ — 33 % I) * exp(—.5005000000 * t) * sin(.8657365361 * ¢)
1155663512¢ — 11 + .8662325162¢ — 15  I) % exp(—.5005000000 * t) * sin(.8657365361 * ¢)
—.2501250308¢ — 33 — .1874822840e — 36 * I) * exp(—.5005000000 * t) * cos(.8657365361 * t)
2922827329¢ — 36 — .1998738000e — 24 * I) * exp(—500000000. * t) * sin(.9999998750e12 + t)
.4999998738¢ — 21 + .7311680150e — 33 + I) * exp(—.5005000000 * t) * cos(.8657365361 * t)
.1262000000e — 27 + .1845468536¢ — 39 % I) * exp(—500000000. * £) * cos(.9999998750e12 * t)
1155085824 + .1689124044e — 11 * I) * exp(—.5005000000 * ¢) * sin(.8657365361 * t)
—.1000499751e — 23 — .7499288567¢ — 27 * I) * exp(—500000000. * t) * sin(.9999998750¢12 * t)
—.1497375917¢ — 26 — .1500751001e — 26 * I)  exp(—500000000. * ¢) * sin(.9999998750e12  t),

H=...,z(t)=...,ylt) =...}

Hledejme nyni analytické Yeseni z pro soustavu diferencidlnich rovnic ve tvaru

sy

B N N A A A A N A N N A N N N N

w = —102%y—10%, w(0) = 0,
¥ = y—z—ux, z(0) = 0,
y = 10%w—-10"z, y0) = 1, (A4.13)
Z = =z, z(0) = 1.

Soustava (A.13) popisuje v ¢ase t = 0 ustéleny stav v RLC obvodu viz 4.3.2 (obvodem
neprotékd zadny proud w(0) = z(0) = 0 a napéti na kondenzatorech je rovno vstupnimu
napéti y(0) = z(0) = 1).

Analytické feseni funkce z vyjadiime podobné jako pro soustavu (A.13). Pro poc¢ateéni
podminky 2(0) =1, 2/(0) = 0, 2”(0) = 0, 2"”(0) = 0 vypoc¢teme ze soustavy (A.11) konstanty
K1, Ko, K3, K4

K1 = 1,

K2 = 0.5781204548 ,

K3 = —0.9999987499 - 10~24
K4 = —0.1499999311 - 10726 .

Vysledné analytické feSeni je ve tvaru

2z = e 95 (cos(0.8657¢) + 0.5781204548 sin(0.8657t))+

A.14
+e=510°1(—0.9999987499 - 10724 cos(10'2¢) — 0.1499999311 - 1026 sin(10'2¢)) . (A-14)

V Obr. A.2 nalezneme porovnani ndmi nalezeného analytického feseni “Z_AN” (A.14)
s numerickym fesenim “Z” v TKSL/386 .
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Obrazek A.2: Reseni TKSL/386

A.2 Numerické reseni

Shodnotme moznosti feseni soustavy ODR (A.13) pomoci rekurentniho vypoétu ¢lend ex-
plicitni a implicitni Taylorovy metody.

A.2.1 Explicitni Taylorova metoda

Vyjadiime predchazejici soustavu diferencidlnich rovnic (A.13) pomoci explicitni Taylorovy
fady ve tvaru

Wip1 = wi+DW1l,+DW2i+---4+ DWn;,

Tiy1 = % +DX1;+DX2;+---+DXn;,

Yir1 = Y+ DYl +DY2;+---+ DYn,,

Ziv1 = 2+DZ;+DZ2;+---+ DZn;,

kde cleny vyjadiime rekurentné ve tvaru

DW1; = h(—10"%y; — 10%0;), DX1; = h(y; — 2z —x;),
DW2; = £&(-10'2DY1; —10°DW1,), DX2; = &(DY1,-DZ1, - DX1,),
DWn; = L(-102DY(n—1); —10°DW(n—1);), DXn; = (DY -1);—DZ(n—1);—DX(n-1);),
DY1l; = h(102w; —10'2z;), DZ1; = h(z:),
DY2; = 1%(10'2DW1; —102DX1;), DZ2; = (DX,
. — h 12 . 12 . . — h .
DYn; = L@102DW(n-1); —10"2DX(n—1);), DZn; = Z2((DX(n-1)).

Zamérme se nyni na odvozeni ¢lenti u implicitni Taylorovy fady.
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A.2.2 TImplicitni Taylorova metoda

Vyjadieme pfedchazejici soustavu diferencialnich rovnic (A.13) pomoci implicitni Taylorovy
fady ve tvaru

wiyr = w; +hwi — h;wg’ﬂ + %‘;’wggfrl B (*kﬁ)kwl(i)l :
mipr = @it halyy = Yl + el - SRl (A.15)
) — / R 1 3, m (—h)* (k) .
Yier = Yithyig — S¥ia t Sr¥ica — o — 5 Vs
ziv1 = % +hzy, - %224;1 + %:!)’Zz/'/—&l-l — = (_;z)k Zz-(.]i)l ,
kde vyssi derivace vyjadfime ve tvaru
wipy = —10%yip — 10%wi41
Ti1 = Yirl — Zigl — Tigl,
Yipr = 10%wi1 — 10"z,
Zigl = Tifl,
Wiy = 102y, —10%,,
T = Yigr — Fie1 — Tigr s
yg,+1 = 1012fw§+1 - 10125”2+1 )
21 = Tig1s
R
o= i - -
0 = el ol
SRS

Ze soustavy (A.15) po dosazovani vyssich derivaci vyjadiime w;y1, Tit1, Yit1, Zi+1 Ve tvaru
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ORD =1

m

Wi+1

Ti+1

Yi+1

Zi41

1000000001 - A + 0.1001 - 10*® - h* +0.1-10%° - h® +0.1-10%® - A* + 1,
(0.1-10%° - h2% - 2; —0.1-10" - h% . g; —0.1-10" - h® - y;—
—0.1-1025-h3~zi—|—0.1~1013-w¢-h2—|—wi-h+wi—
—0.1-10"3 - h-y)/im,

(10° -h-xz; +10° - A% -y —10° - A% - 2, +0.1-10%° - h? - 2, —
—0.1-10% Rz 4+ a; +h-yi —h- 2 +0.1-10" - w; - h?)/jm,
(1000000001 - h - y; + 10° - B3 - y; 4+ 1000000001 - A2 - y; + yi+
+0.1-10"% - w; - A*4+0.1-10 - w; - A2 +0.1-10'3 - w; - h—
—0.1-10*2-h% . 2;+0.1-1022-h® - 2, — 0.1-10"% - h - 2+
+0.1-10" - h? - 2)/9m,

1000000001 - h 0.1001 - 10%° - B3 0.1-10% . p?

42 4+10°-h? 2 4+10°- R34 +01-10%° - 25 - B2 + h - @i+
+h? oy +0.1-10" - w; - ) /jm,
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ORD =2

jm

Wi41

Ti+1

Yi+1

Zi4+1

4 4+ 0.2000002004 - 10*° - h2 +0.2 - 103+ - B3 + 0.1 - 10*° - R*+

+0.5005 - 10*® - b7 4 0.501 - 10*® - K 4 0.25000025 - 10*® - h¥+

+0.1001 - 10*° - 5 + 4000000004 - b,

—1-(0.4-10"® - h - y; +0.2000000004 - 10?2 - h? - g; — 4 - w; - h—

—4-w; —0.2-10% - h? - z; — 0.2000000002 - 1034 - 2; - K3+

+0.2000000002 - 1022 - A% - y; + 0.2 - 10%° - w; - K%+

40.2-10% - w; - A +0.1-10% - h® - w;+

+0.5-10% . h% . w; —0.1-10%° - z; - A+

+0.1000000001 - 103* - A* - z; — 0.999999999 - 1033 - h* . y;—

—0.1-10%" - h* - w; + 0.5 - 10" - b - 2; + 0.1 - 107 - h® - 2+

—0.5005 - 10*® - B8 - 2, +0.5-10% - RS - 95, 4+ 0.1001 - 10%° - R® - ;) /5m
—2-(0.25-10% - A% - w; +0.25 - 10*® - O - x; 4+ 0.25025 - 108 - b - 2;+
+0.25-10% - RS .9, +0.5-10%% - h® -z, +0.5-10%% . B® - 2+

+0.5-10%* . b5 . y; —0.5-10%® - z; - B2 +0.1-10%* . bt - 2—

—0.4999999995 - 1033 . h* . y; — 0.5 - 10%¢ - B - w;+

+0.1000001001 - 10*° - A3 - z; — 0.1000000001 - 10*° - A3 - g, —

—0.1-10%* - z; - h* — 0.1000000001 - 10%2 - w; - K> — 0.1 - 10" - w; - K% —
—2000000001 - h? - y; + 2000000001 - A% - z; — 0.1 - 109 - A2 - z;
+2-h-z;—2-h-y; —2-10° - h-2; —2-2;)/jm,

(—0.4-10" - h - 2; — 0.4000000002 - 10%2 - A% - ; — 0.1999998 - 10?5 - h2 . y; —
—0.2001998 - 10%5 - 3 - 35; + 0.2 - 10*3 - A% - z; + 0.2000000002 - 10?2 - B3 - z;+
+0.2000000004 - 10?2 - w; - h% + 0.4 - 10'3 - w; - h 4+ 4000000004 - h - y;+

+4 - y; — 0.2000000002 - 103! - ; - B3 — 0.999999999 - 10%° - z; - h*+
+0.1000001 - 1037 - A* - z; — 0.1000001 - 103" - h* - y;+

+0.2000000002 - 1022 - w; - h® — 0.999999999 - 10>* - A* - w; 4+ 0.5 - 103 - S - w;+
+0.1-10%" - A% - 2; +0.1-10% - A® - 2; — 0.998999 - 10%* - h® - y;+

+0.1001 - 10%° - h® - w; + 0.5 - 10" - h® - x; 4+ 0.5004999995 - 10%° - h® . 2+
+0.4999995 - 10%0 - RS - ;) /im

(4000000004 - h - z; + 0.2000002002 - 10" - x; - h* + 0.2 - 10** - z; - h*4-
+0.1000001 - 10%® - R* - 9, + 0.1 -10%* - B® - y; + 0.1 - 107 - B* - 2+

0.1001 - 10%° . 5 - z; 4+ 0.1000000001 - 1022 - h* - w; + 4 - z; + 2000000002 - h> - y;+
4-h-x; +2-h?-y; +0.2000002004 - 10*° - A2 - z; + 4000000002 - A% - i+
0.2-10%* - b3 . 2; +0.1-10% - A® - x; + 0.5005 - 10*8 . hS . 2, +

0.9999999995 - 10%° - A - z; + 0.5004999995 - 1033 - RS - y; + 0.1 - 1037 - B - w;+
0.5005 - 103 - 1% - w;) /5m.,
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ORD =3

jm = 0.8308333333 - 10 . A'? — 0.2504999998 - 10°° - A'' — 0.25100025 - 107 - K10 —

—0.10015 - 107 - B® — 0.1503 - 107 - h® — 0.3003 - 1073 - K7 — 0.3 - 107 - K®—
—0.8999999991 - 10°® - h® + 0.8999982 - 10*° - h* — 0.1800005405 - 10%° - B3 —
—0.5400005411 - 10%° - A2 — 0.1080000001 - 102 - h — 108,

wir1 = 3-(0.36-10" - h-y; —0.1200000001 - 10% - 2; - A® + 0.2999994 - 10%° - z; - h*—
—0.6002994 - 1037 - h* - y; — 0.3000003003 - 10*3 - A® - y;+
+0.3000000003 - 1034 - * - 2z; — 0.2999997 - 10%° - KRS - z; + 0.3006 - 10%7 - h* - w;+
+0.6000000018 - 103* - w; - h> — 36 - w; - h — 36 - w;—
—0.4999999985 - 10*° - b7 - w; 4+ 0.18 - 10%® - w; - K> —
—0.5999994 - 1037 - b3 - 3; + 0.1800000004 - 10?2 - A2 - y;—
—0.18-10%® - h? . 2; + 0.6 - 10%° - h® - 2, — 0.3 - 10°® - K® . z;—
—0.1-107 - b8 - z; 4 0.1999999999 - 10°% - h® . 2, —
—0.999999999 - 10°7 - hS - y; — 0.3 - 10% - h® - w;—
—0.1-10°% - B8 - w; +0.5- 100 - 8 - w; + 0.1668333333 - 10%° - hY - w;+
+0.5000000005 - 10°7 - A7 - ; +0.1- 107 - b7 - z; + 0.9999995 - 1048 - b7 - s+
+0.5-10" - h® - 2; + 0.1668333333 - 1072 - A® - ; + 0.5005 - 1072 - h® - z;+
+0.3333333332 - 10%% - h® - 2; + 0.1668333332 - 10°7 - h° - y;+
+0.5-10°7 - h® - ) /9m.,

Tigr = 2-(=54-h-y; +54-h-z —0.9-10% - z; - h® +0.4499991 - 10*° - z; - h*+
+0.4499991004 - 1034 - A* - y; — 0.4499999996 - 10*3 - A® - y;+
+0.9000018014 - 102 - B* - z; — 0.4499991 - 10%° - K5 - z;+
+0.4499991 - 1037 - A* - w; — 0.1800000002 - 10?2 - w; - K> —
—54 - x; + 0.7500000007 - 10*5 - A7 - w; — 0.27 - 10** - w; - B2+
+0.8999973 - 10%° - h® - y; — 0.54 - 10" - A - z; — 0.5400000003 - 10™* - A% - s+
+0.5400000003 - 10** - A% - z; — 0.27 - 10%° - B? - x4+
+0.2700001803 - 10%° - A® - z; — 0.45 - 10°® - h® - 2;—
—0.15- 10" - hS - z; + 0.4499999998 - 10°® - KO . z;—
—0.1499999999 - 10°® - h® . 4, — 0.45 - 10%¢ - B® - w;—
—0.15- 105 - RS - aw; +0.75-10%° - h® . w; 4+ 0.25025 - 1050 - hP - w;+
+0.2249999999 - 10°% - A7 - z; + 0.15 - 10™ - A7 - z;+
+0.150000075 - 10%° - B - y; +0.75- 1072 - h® - z; 4+ 0.25025 - 1072 - RO - x4+
+0.75075 - 1072 - h® - z; + 0.4999999998 - 10°° - hY . z;+
+0.2502499997 - 1057 - Y - y; 4+ 0.75 - 1057 - A% - ;) /im
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yir1 = —3-(0.3600000004 - 10" - b - y; 4+ 0.5999982 - 10°7 - z; - B3+
+0.2999994003 - 10%6 - z; - h* — 0.1200899401 - 10%° - B* - y;—
—0.3000006006 - 10%° - h° - y; — 0.2999991 - 1037 - h* - z;+
4+0.3000003006 - 10%° - A® - z; — 0.6002994 - 10°7 - h* - w;—
—0.5999994 - 1037 - w; - h® 4+ 0.36 - 10™ - w; - h + 36 - y; + 0.9999995 - 10*® - b7 - w;+
+0.1800000004 - 1022 - w; - h? — 0.1199999402 - 10%° - h® - y; — 0.36 - 10'* - h - z;—
—0.17999982 - 1026 - B2 - y; +0.18 - 10'* - A2 - z; — 0.3600000002 - 10?2 - K2 - z;+
+0.1800000001 - 10%2 - A® - z; — 0.2999999997 - 1055 - b5 - z;—
—0.999999999 - 10% - A® - z; 4+ 0.1000002 - 10%! - A® - z; — 0.999999998 - 10°* - AC - y;—
—0.3000003003 - 10** - A® - w; — 0.999999999 - 10°7 - A® - w; 4+ 0.5 - 1057 - RS - w;+
+0.1668333332 - 10°7 - h? - w; + 0.10000005 - 10* - b7 - z; +0.1- 107 - A7 - 2,4
+0.1999999499 - 10%6 - A7 - y; + 0.5 - 10%° - h® - z; 4+ 0.1668333332 - 10° - K2 - 23+
+0.5004999995 - 10% - h® - z; + 0.333333333 - 10%¢ - A - 2,4
+0.166833333 - 10°* - 1Y - y; + 0.5 - 10°* - BB - ;) /9m.,
ziy1 = —1-(0.1080000001 - 102 - h - z; 4+ 0.5400003605 - 10%° - z; - h3+
+0.1800003603 - 10%° - z; - h* — 0.8999973 - 1025 - h* - y;+
+0.9000009018 - 10%® - A® - y; — 0.8999982 - 10%° - At - z;4+
+0.8999999991 - 10°% - A® - z; + 0.9000000009 - 10?2 - h* - w;+
+0.18 - 10 - w; - B® +108 - 2; + 0.3 - 10% - A7 - w;+
+0.5400000004 - 10** - A3 - 4; +- 108 - h - @; + 54 - B? - y;+
40.5400005411 - 10%° - % - 2; + 0.1080000001 - 10*2 - h? - ;4
+0.1800005405 - 10%° - A® - 2z; — 0.8999982 - 10*? - b5 - 2+
+0.8999999996 - 10°% - h® . z; +0.3-10™ - A® . 2+
+0.3000006 - 10%° - h® - y; — 0.8999991 - 1037 - A® - w;+
+0.5999999998 - 10%6 - hS - w; + 0.15015 - 10%* - A% - w;+
+0.9999999995 - 10°7 - A% - w; +0.3- 107 - A7 - z;+
+0.3003-1073 - A7 - 2, + 0.3 -10°% - 7 - yi+
+0.15015 - 107 - h® - 2; + 0.9999999995 - 109 - B® . x;+
+0.2999999999 - 107° - A8 - 2; +0.5-10%° - BY - 2z, +
4+0.999999999 - 10°* - 1Y - y; + 0.1501499999 - 10°% - A% . ;) /im .

Zaméfme se nyni na moznosti odvozeni rekurentniho vypoctu ¢lent u implicitni Taylorovy
metody s Newtonovou iteraci (ITMRN).
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A.2.3 ITMRN

Vyjadfeme soustavu diferencidlnich rovnic (A.13) pomoci implicitni Taylorovy fady ve tvaru

Wi+1
Lit+1
Yi+1
Zi+1

= Ww; — DWli_H — DW2Z‘+1 — s — DWTLZ'_;,_l N
= x;— DX1jy1 — DX2i11 —-— DXnyyq,
= v —DY1liy1 —DY2;11 ——DYn;y,
= 2—DZ1i11 —DZ2i11 — - —DZnjyq,

kde ¢leny vyjadiime rekurentné ve tvaru

DW1i41
DW211

DWni+1

DXL;+1
DX2;4q

DXm-H

DY 141
DY27;+1

DYni.H

DZ1;41
DZ2i41

DZTLH_l

—h(—lolgyi+1 - 109wi+1) s
_%(—1012DYL‘+1 —10°DW1;41),

= —2(-10"DY(n —1)it1 — 10°DW (n — 1)i41),

= —h(Yi+1 — ziy1 — Tit1) ,
= —2(DYliy1 — DZlip1 — DX1ig),

—2(DY(n—1)isy1 — DZ(n—1)ix1 — DX(n — 1)i41),

= —h(1012wi+1 - 1012$i+1) )
= —%(1012DW11'+1 - 1012DX12'+1) )

= —210"”DW(n—1)it1 —10"”DX(n — 1)i41),

= —hzit,
= —.DX1li,

= 7%DX(TL* 1)i+1 .

Hledame tedy feSeni soustavy rovnic ve tvaru

fl(wi+17 Ti+1,Yi+1, Zi+1)
f2(wi+1, Tit+1,Yi+1, Zi+1)
J3(Wig1, Tig1, Yiv1, 2ip1)
fa( )

Wi41, Ti415 Yit+1, Zit1

= —win+w,—-DWlyy —DW2;44y—---—DWn;11 =0,

= —.’Bi+1+$i—DX17;+1—DX2i+1—"‘—DX’HZ'+1:O, (A 16)
= —Yit+1 + Y — DY].Z'+1 — DY2Z‘+1 — = DYniJrl =0 s ’

= —Zi+1 +Zi—D21i+1 _DZ2i+1 — _DZniJrl =0.

Numericky vypocet w1, Tit1,Yi+1, 2Zi+1 provedeme pomoci Newtonovy iterace

Witlj+1 = Witl,j + Qitl5,
Tifljr1 = Tit1,; +big1j,
Yitlj+1 = Yit15 T Cit15,
Zit1j4+1 = Zitlj tdig1j .

Koeficienty a;11,j, bi+1,j, Ci+1,j, di+1,; pPo€itdme ze soustavy

flw fla: fly
f2w f2;E f2y
f3w f39c f3y
f4w f4r f4y

fiz ait1,j — [1(Wis1,5> Tit1,5> Yit1,5> Zit1,5)
foz bivig | _ | —fe(wirg Tivr g Yivr g, Zi )
f3z Cit1,j —f3(Wit1,5s Tit1,5,Yit1,55 Zi+1,5) |
faz di+1,j *f4(wz'+1,j,$i+1,j,yi+1,j,zi+1,j)
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kde parcialni derivace jsou ve tvaru

J1(Wit1,5, Tit1,5, Yit1,55 Zit1,5
Jrw(Wi1,5, Tit1,5, Yit1,5, Zit1,5

Jra(Wis1,5, Tit1,5, Yit1,5, Zit1,5

)
)
)
Jry(Wit1,5, Tiv1,5, Yit1,5, Zit1,5)
Jrz(Wis1,5, Tit1,5, Yir1,5, Zit1,5)
fi(witr; + AN, Tig15, Yiv1,5, Zit1,5)
fr(Witr,j, Tit1,5 + AN, Yit1,5, Zig1,5)
fr(wig1 g, Tiv1,4,Yiv1,5 + AN, Zig1,j)
J1(Wit1,5, Tit1,5, Yit1,5, Zit1,5 + An)
f2(Wit1,5, Tiv1,5, Yit1,5, Ziv1,5)
frw(Wit1,5, Tiv1,5, Yir1,55 2it1,5)

oo (Wig1,5, Tit1,5, Yit1,j, Zit1,5)
f2y(Wis1,5, Tit 1,5, Yit1,5, Zit1,5)

f2z (Wit 1,5, Tit1,5, Yiv1,5, Zit1,5)
fo(Wit1,j + AN, Tit 1,5, Yit1,js Zit1,5)
)
f2

Ja(Wit1,5, Tit1,5, Yit1,5, Zit1,5 + AN

Ja(wit1,5, Tiv1,5 + AN, Yit1,5, 2it1,5
(Wit1,55 Tit1,5, Yit1,; + I, 2ik1,j

)
)

—Wi+1,5 -I— wi; — DW11+1,]' — DWQH.LJ' —_— s = DW’I’LH_L]' y

fr(wit1 j+hNTig1 55Yit1,5:%it1,5)—f1(Wit1,5:%Tit1,5>Yit1,5:%i+1,5)
hn )

fr(wit1 j,®it1jHhNYitr1,j:%itr1,5)—f1(Wit1,5:%it1,5>Yit1,5:%i+1,5)
hN

fr(wit1 j,®it1,5¥it1,thNszir1 ) —Ff1(wit1 5,%it1,5>Yit1,5:%i+1,5)
hN

Fr(wit1 s Tit1,5:Yi+1,5%i+1,5 FAN) =1 (Wit 1 5,@it1,5,Yit1,5:%i+1,5)
hn )

—(wit1; +hn) +wi = DWiNw,it1;

— = DWnyw,it1,j,

—Wit1,j +wi — DWilngiv1,5 — - — DWnnNeiv1,j,

—Wit1,j +wi = DWlNy,iv1,5

— = DWnnyiv1j,

—Wit1,; +wi — DWlnz g1 — - = DWnnzity,

—Zit1,; + @ — DX1ip1,5 — DX2i44,5

fo(wig1, jFANTi41,5,Yit1,5,%i41,5)

— = DXnij1y

—f2(Wit1,5,Tit1,5,Yit1,5:%i+1,5)

hn

fa(wit1 i @it1, AN Yit1,5%itr1,5) = Ff2(Wit1 §,Tit1,5,Yit1,5:%i+1,5)
hN

fa(wit1 i @it1,5:Yit1, RN Zigr1,5) = f2 (Wit 55%it1,5,Yit1,5:%i+1,5)
hN

fa(wit1 js@it1,5:Yit1,55%it1,FRN)—Ffa (Wit j,%it1,5,Yit1,5:%i+1,5)
hN

—Tit1,j + i — DX1INw,iv1,5 — - — DXNNw,it1,5

—(@it1,5 +hn) + 2 — DX1ngit1,; — - — DXNNg,it1,5

~Tit1,y + & = DXInyiv1y — - = DXyt

~Tit1,y + & = DXInzjipry — - = DXnnzivng
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f3(Wit1,5, Tiv1,5, Yiv1,, 2i415) = —Yirrg +¥i — DY Llig1; — DY 2415 — - — DY niy1 5,
_ fa3(wigr AN T4 Vit 1,507 1,5) —F3(Wik 1 a4, 55Yit1,§5%it1,5)
Jaw(Wit1,4, Tit1,5, Yit1,4, Zit1,5) = T ' ;

fa(wit1,j,Tit1,j AN Yit1,5,%i41,5) =3 (Wit1 5,@it1,5,Yit1,5:%i+1,5)

(
(
o (Wit1,5, Tit1,5, Yit1,55 Zit1,5
(
(

fs ) = AN ’

Jay(Wit1,5, Tit1,5, Yit1,5, Zi+1,5) = f3(wi+1’j’xi+l'jyyiﬂ’j+hN’Zi+1;;jj\27f3(wi+l’j’xiﬂ'j’y”l’j'zwl’j) )

Far(Wit1 g, Tis1.gs Yir1.js Zid1y) = f3(wi+1,jvzi+l,jvyi+1,j,Zi+1,j+h}ivj\2*f3(wi+l,jvzi+1,jvyi+1,jyzi+1,j> 7
fa(Wit1,; + AN, i1, Yiv1,4, Zit1,5) = —VYitl,j TYi — DY Inwiy1,; — - — DY nnw,iv1j,
f3(Wig1j, Tir1,5 + AN, Yit1,5, 2iv1,5) = —Yir1 +¥i — DY 1Inziv1, — - — DY nNgiv1j,
Ja(Wit1,5, Tit1,5, Yitr1,5 + AN, Zit1,5) = —(Wit1; FhN) +yi — DY 1nyiv1,5 — - — DY nnyit1j,
fa(Wit1,5, Tit1,5, Yit1,5, Zit1,5 FhN) = —Yig1,; +yi — DY 1Inziv1,5 — - — DY nnz i1,

fa(Wit1,5, Tit1,5, Yit1,5, Zit1,5) = —Zitlj+2i—DZliy1; — DZ2i415— -+ —DZnig1;,
f4w(wi+1,j, Tit1js Vit Zz‘+1,j) _ f4(w7:+1,j+thZ7:+1,_7‘7yi+1,jyzi+1ﬁjj\?*f4(w7:+1,jqzi+1,_7‘7y7t+1,j»zqt+1,j) 7
f4z('wi+1,j, Tit1js Vit Zi+1,j) _ f4(w7',+1,jwzi+1,j+hN7yi+1,_7»zi+1};j]3_f4(wi+1,jwzi+1,j7yi+1,j727ﬁ+1,j) 7
f4y(wi+l,j7 Tit1s Yit1 g Zi+1,j) _ f4(wi+1,jazi+1,j7yi+1,j+hN»zi+1};j]3—f4(wi+l,jszi+1,j7yi+1,jvzi+1,j) 7
f4z(wi+1,]’7 Tit1s Yit1s Zi-‘rl,j) _ f4(wi+1,j,11,+1,j7y¢+1,j,Zi+1,j+h,iv]3—f4(wi+1,j,Zi+1,j7yz‘+1,j7zi+1,j) 7
fa(wit1,j + AN, Tit1,5, Yit1,5, Zit1,5) = —2i+1,;+2i — DZINwit1,j — — DZnNw,i+1,5 ,
fa(wig1,j, Tiv1,5 + AN, Yit1,5, Zit1,5) = —Zit1,j +2i — DZINgit1,5 — - — DZnNa,it1,5 ,
fa(Wis1,j, Tit1,5,Yit1,5 + ANy Zit1,5) = —zig1,j +2i — DZInyit1,5 — - — DZnny,iv1,;
fa(wis1,j, Tit1,5, Yit1,5, Zit1,j T hy) = —(zig1,; + hn)+2i = DZINz 41,5 — - — DZnnziv1,y ,

nové cleny DW (1) Nw,it1,5, DX () Nw,it1,5, DY () Nw,it1,5s DZ()Nw,it1,5, DW () Nejit1,5
DX () Nejiv1.5> DY (D)Najiv1,j, DZ()Nzjit15, DW () Nyit1,5y DX Nyiv1, DY (D) Nyiv1,
DZ()Ny,iv1,5, DW (D) Nzit1,5y DX(DNziv1y, DY (DNzjig1,jy DZ(I)Nziv1,jprol =1,2,...,n
vyjadiime ve tvaru
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Y
DWI1Nw,i+1,5 *h(*101122y¢+1,j —10 (wz+1,39;$v1)) - )
DW2Nwit1,j = —%(—10 DY1Nw,it1,5 — 10 Nuw,it1,5)

9 _ . .
DWnNw,i+1,j —2(=10"2DY (n = D) Nw,it1,; — 10°DW(n = DNw,it1,5) »

DWiNg,it1,; = —h(=10%y1; —10%wi415),
s h 12 109 1),
DW2Nziv1,; = —5(=100°DY1Ng 41,5 — 10°DWilng,it1,5)

9 _ o
DWnnNgit1,j *%(*1012DY(H —UnNz,it1,j — 10°DW(n — 1) Ne,it1,5)

DWinyir1,; = —h(=102(yir1,j +hn) —10%wiy1 ),
DW2nyi41; = —5(=10"DY1yy 15— 10°DWilnyit15) .

9 _ . .
DWnNy’Zq,lyj —%(—1012DY(1'7, — l)Ny,iJrl,j — 10 DW(TL 1)Ny,z+l,]) 5

DWinzit1,; = —h(=102y;41; —10%w415),
s 109 1),
DW2n.it1,; = —2(=102DY 1y, iq1; —109DWin. iy15)

5 2 - i+1,5 — 10°DW (n — 1)Nzit1,5)
DW”Nz,i+1,j _E(_lol DY(n 1)Nz,1+1,j 10 (n )Nz,z+ 7

DXINwit1,i = —h(Wit1,; — zit1,5 — Tit1,5) 5
DX2Nwit1,; = —2(DYlNwit1;—DZINwit1; — DX1INwit1;),

DXnNw,it1,j —L(DY(n = 1) Nw,it1,j — DZ(n— DNw,it1,; — DX (0 — 1) Nw,it1,5) 5
) ’. n

DX1ngiv1,; = —h(yit1,; —2zix1,5 — (@it1,5 +hN)),
DX2Npit1,; = —5(DYlNgit1j — DZINgit1,; — DX1Nait1,5)

DXnNg,it1,5 —2(DY(n—1)Nait1,; — DZ(n— ) Naiy1,; — DX(n = D Nait1j)
3 3 n

DX1nyit1,; = —’:L((yiﬂ,j +hN) = zit1,j —$i+},j)le o
DX2nyit1,; = —5(DY1Nyit1,; — DZ1Ny,it1, Ny,i+1,j)

DXnny,iv1,j —L(DY(n—1)ny,it1,; — DZ(n — 1) Ny,it1,; — DX (0 — D) Ny,it1,5)

DX1Nnzit1,; = —hWit1,j — (Zit1,5 +hy) — $i+1,j)l7)Xl )
DX2n; 41,5 = *%(DYlNz,H»l,j —DZ1Nz 41,5 — Nzit+1,5) 5

. 1 — - 1 — DX (n—1)N2is1)
DXTLNZ,'H»I,]' = —%(DY(?’L - 1)Nz,1+1,] DZ(’VZ 1)Nz,7,+1,] ( ) 2,1 7
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—h(10?(wit1,; + hn) = 1022it1 ) ,
h 12 . L 1012DX1N ,'+1,j) ,
DY2Nw,i+l,j - _5(10 DWlN’w,z+1,j w,i

DY 1Nw,it+1,j

h(102 — DNw,it1,5 — 102DX(n — V) Nw,it1,5) »
DYnNw,it1,5 — (102 DW (n — 1) Nw,it+1,j

12,,. C—102(g, ,'+hN)),
A 1Y 8o A v A
i j — x,1 3]
DY2Ngz 11,5 = —5(102DWilngiq1,

h (1012 — DNait1,j — 102DX (0 — V) Ngit1,5)
DYnNg,it1,5 —w(102DW(n — 1) Ng,it1,5

12,.. .
DY i+1,j = h(10"2w;41,; — 102,44 5) ,
Y 21Ny11 - = —LL( 1012DZH/ fN i+1,7 — 1012DX1Ny,i+l,j) s
D Ny,i+1,j - 2( Y1)

12 . ),
DY'H,N i+1,5 —%(IOIQD[/L (n - 1)Ny,i+1,j 10 DX(TL 1)Ny,z+l,])
Yl

12, i — 102z i)

DYlN: i1,y = _2(101210”1’] Z+131)2DX1N i+1,5)
. PR N 3370

DY2N:iy1; = —510°DWINz ity

R (1012 —DNzit1,j — 102DX(n = D)Nzitr,5) s
DYnpnz 11,5 — 7 (102 DW(n — 1)Nz,it1,

DZlNw,iv1,; = *f;‘THLj )
DZ2Nw,itv1,; = —3DX1INw,it1,j,

h _ o
DZTLNw,i+1,j = _EDX(n 1)Nw,z+1,] B
DZ1Ngiv1,; = _};(mi+1,j +hnN),
DZQNI7¢+17j = —gDXlNz,iJrl,j ’

h _ o
DZnngiv1,; = —2DX(n—1Nait1,5,
DZ1nyiv1,; = —hzigiy,

h o
DZ2Ny,it1,5 = —53DX1nyet1j,

h _ o
DZnny,it1,; = —pDX(n—1)Nyit1,5,
DZINzit1,; = —hzipi,

h o
DZ2Nnyiv1,; = —3DXINzit15.,

h _ o
DZnnzit1; = —3DX(n—1)Nziv1,
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Priloha B
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Obréazek B.1: RC elektricky obvod, napéti uc - MATLAB (ODE45): a = 10°,w =1
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