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ABSTRAKT

Prace se tyka zpracovani diskrétnich signali pomoci Slepianovy transformace, coz je
varianta ziskani spektra signalu. Signal je rozlozen do Slepianovy ortogonalni baze, ktera
je v Matlabu generovana funkci "DPSS". Déle je v praci toto spektrum v praci srovnano
s klasickym Fourierovym spektrem, kosinovym spektrem. Je provedena komprese dat a
srovnani bazi. Pomoci Slepianovy baze je extrapolovan jednoduchy signal.
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ABSTRACT

This thesis is focused on the Digital signal processing using the Slepian transform, which
is a option of gaining a signal spectrum. The signal is transformed to the Slepian orthog-
onal base, which can be generated in Matlab by the function "DPSS". Furthermore, this
spectrum is in the thesis compared with classic Fourier spectrum and cosine spectrum.
Further, a data compression is computed and bases are compared to each other. By the
Slepian base, a simple signal is extrapolated.
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Uvod

Ke zpracovani signalti se obvykle pouziva Fourierova transformace v jedné z je-
jich variant, napriklad rychld Fourierova transformace (FFT) se obvykle pouziva pri
zpracovani signalt digitalnimi zafizenimi. Tato prace se bude zabyvat jednou z méné
obvyklych alternativ, coz je Slepianova transformace. Tykat se bude zpracovani dis-
drtivd vétsina aplikaci, které zpracovani vyzaduji, je digitalnich.

V prvni kapitole budou definovany dulezité pojmy z oblasti zpracovani signali a
odpovidajictho matematického aparatu.

Daéle ve druhé kapitole bude definovana Slepianova transformace a Slepianova or-
togonalni baze, ktera bude posléze generovana pomoci funkce ,DPSS* v Matlabu.
Budou provéreny nékteré jeji vlastnosti definované v prvni a na zacatku druhé ka-
pitoly, napt. ortogonalita.

Treti kapitola se zabyva srovnanim Slepianovy a Rychlé Fourierovy transfor-
mace, a sice budou zde porovnana spektra, a také bude signal zpétné rekonstru-
ovan. Zpétna rekonstrukce signélu probéhne i po jednotlivych tadech aproximace,
kdy budou postupné k rekonstruovanému signalu pridavany slozky spektra, ¢imz
bude mozné porovnat, ktera z moznosti rychleji konverguje k ptivodnimu signalu.

Ve c¢tvrté kapitole bude popsana moznost extrapolace signadlu mimo interval po-
zorovani za pomoci Slepianovy béze véetné ukazky podminek, které musi byt spl-
nény, aby byla extrapolace tspésna.

Na zavér bude rozvinuta treti kapitola, a sice na datech ze simuldtoru fizeni
vozidla bude provedena komprese spektra — Slepianova, Fourierova a kosinového,
jelikoz kosinova transformace je jeden z nastroju vyuzivanych pri kompresi — jed-
notlivé transformace budou srovnany co se tyce moznosti komprese spektra signali

a kvality zpétné rekonstrukce signdlu z komprimovaného spektra.
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1 Zakladni pojmy a definice

1.1 Signaly s omezenym spektrem

Prace se bude tykat vyhradné diskrétnich signalti s omezenym spektrem, proto bu-
dou na zacatku vysvétleny nékteré dulezité pojmy a souvislosti, které se signali s

omezenym spektrem tykaji.

Definice 1.1.1 Jako signdl s omezenym spektrem (angl. Bandlimited signal) je de-
finovdn signdl v casové doméné f(t), jehoZ frekvencéni spektrum F(w) je pro kmitocty
vyssi nez 2 nulové. Kmitocet ) je pak nazyvdn bandlimit signalu. To je popsano také

v " ’ ZFZ/'

lw| > Q= F(w)=0 (1.1)

Diskrétni signaly se ¢asto ziskdvaji pomoci vzorkovani spojitych signalia. Nasledu-
jici definice proto uvadi Vzorkovaci teorém (téz Shannon—Nyquist, Shannon—Kotelnik)

teorém:

Definice 1.1.2 Mame-li spojity signal f(t), ktery je zdroven frekvencné omezeny
nejuyssi uhlovou frekvenci Q0 [rad/s], vzorkovaci frekvence ws musi byt vétsi nez
dvojndsobek Q, coZ je také zapsdino v (1.2)), [1J.

ws >2-Q (1.2)

Definice 1.1.3 Normalizovand Sitka pasma (normalized bandwidth) W je defino-

vana pomoci normalizované frekvence z nasledugjiciho vztahu:
Q=27 frae = 20 fW =27W /T (1.3)

Z cehoZ po uprave vyplyvad:
Q QTs

T o fs T o
Bude-li normalizovand ws rovna jedné, pak mize W nabyvat hodnoty nejvyse 1/2

(viz[1.1.9).

Je-li vzorkovaci teorém splnén, lze opétovné rekonstruovat signal f(t) ze vzor-

(1.4)

kované sekvence f(nTy) se vzorkovaci periodou T;. Pokud splnén neni, dojde k tzv.
aliasing efektu a k prekryti frekvenc¢nich spekter, ¢imz se ztrati informace o prekry-

vajicich se slozkach spektra a znemozni se rekonstrukce signalu.

12



1.2 Hilbertiv prostor /,

V literature se setkavame s pojmem Hilbertova prostoru Lo pro spojité funkce. Jeho

obdobou je prostor {5 diskrétnich funkei:

Definice 1.2.1 Oznacme jako {5 (a,b) mnozinu vsech méritelnych diskrétnich kom-

plexnich funkct, pro které je suma (1.5) konecnd [2].

b
SR (1.5)
k=a
Dale definujme skaldrni soucin funkei nélezicich do ¢2(a,b) jako (1.6).

Definice 1.2.2 Skaldrni soucin v prostoru £2(a,b) je roven (1.6)), kde pruh nad g(k)

znaci komplexné sdruZené hodnoty. [2].

b [

(f.9)=>_ f(k)g(k) (1.6)

k=a

Véta 1.2.3 Pro skaldrni soucin v prostoru £2(a,b) plati Schwarzova nerovnost:
[(Fo )l < A1 Vol (1.7)
Jesteé je tfeba znat normu neboli velikost vektoru v prostoru £2, obecné ||z||g, .

Definice 1.2.4 Norma funkce f(k) v prostoru l3(a,b) je rovna:

F ) eaany = Z | (K (1.8)

Pricemz nyni budou snaze vysvétleny pojmy ortogonality a ortonormality.

Definice 1.2.5 Dvé ruzné diskrétni fuknce f(k) a g(k) jsou ortogondlni na intervalu
(a,b), plati-li:

b
= kZ fk)g(k) =0 (1.9)
CoZ znamend, Ze jejich skaldrni soucvi; je roven 0.
Definice 1.2.6 Necht plati, Ze norma funkce je rovna 1:
le(R)][* =1 (1.10)

Poté mize byt funkce e(k) nazyvina normalizovanou funkci. Z funkce f(k) lze pak

vytvorit normalizovanou e(k) ndasledovné:

e(k) = f(k) - IIf(R)IIH (1.11)

13



Definice 1.2.7 Vzdjemné ortogondlni sekvence ey, e, ...,en tvori ortogondlni bdzi

(jsou-li normalizované, pak se jednd o ortonormdlni bazi) v Uy, plati-li alespor jedna

z nasledugicich podminek:
1. Pro kaZdou sekvenci f € Uy plati:

2
I = 35 ek

n=1

2. Pro kaZdou sekvenci f € Uy plati:

I\f(k)|\2=i|<|f;e

3. Pro kazdé f € U5 a € > 0 existuje konecnd linearni kombinace:

N
fN - Z Cn€n
n=1
pro niz plati: ||f — fn]| <e.

Vyse uvedené definice jsou prevzaty z [2] a [3].

14
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2 Slepianovy sekvence — ,,DPSS*“

Slepianovy sekvence nebo-li Discrete Prolate Spheriodal Sequences (DPSS) jsou jed-
nim z nastroji vhodnych pro ziskani spektra signalu. Charakteristické jsou tim, ze
pracuji v diskrétni oblasti a na omezeném casovém intervalu odpovidajicimu urci-
tému poctu vzorku N = F - T (v néasledujici praci bude uvazovan normalizovany
casovy interval ¢ = (—1;+1), nebude-li stanoveno jinak). To je rozdil kupiikladu
oproti Fourierové transformaci, kde potfebujeme znat signal v ¢ase t = (—o0; +00),
takze mimo okno pozorovani signalu musime naptiklad predpokladat, ze je signél nu-
lovy, predpokladat jeho periodicitu apod. Signél, jehoz spektrum se pomoci DPSS
snazime vyjadrit, musi mit frekvenéné omezené spektrum — musi byt bandlimited
signdlem. Z podstaty vzorkovani, viz definice [I.1.2] vySe uvedené spliuji vSechny
vzorkované signaly (vyssi frekvenéni slozky nejsou kvuli Shannon—Nyquistova teo-

rému zaznamenany) [4].

2.1 Defini¢éni konvolucéni vztah DPSS

Definice 2.1.1 Diskrétni Slepianovy sekvence 1, (K, W,l) jsou definoviny jako re-
alné resent soustavy rovnic pro kaZdé redlné k:

& Sm(if(zvsz)_ D) (B W, 1) = MK W) (6, W) (2.1)

=1

kde k odpovidd diskrétnimu casu (ndsobku vzorkovaci periody),

K je celkovy pocet vzorki v case (délka diskrétniho signdlu),

V¥, je n-ta Slepianova sekvence,

A jsou vlastni cisla nabyvajici sestupnych kladnych hodnot. Vyjadruji koncentraci
sekvenct,

W' zde odpovidd normalizované sirce pasma bandwidth.

Pozn.: Méme-li normalizovanou frekvenéni doménu, normalizovana bandwidth W
nabyva hodnoty nejvyse % Jiz uvedené vyplyva ze skutecnosti, ze v normalizované
frekvencni doméné je vzorkovaci frekvence T rovna 1.

V pripadé, ze k = [, je vyraz W roven 2W. Pro bandwidth W plati, ze

bandlimit je pak 27W < 7. [4][5]
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2.2 Spektrum spojité Slepianovy transformace

Definice 2.2.1 Pro bandlimited signdl v casové doméné f(t) plati, Ze mize byt vyjd-

dren pomoci Slepianovych sekvenci ndsledovné (inverzni Slepianova transformace):

o0

f#) =2 anthn(c,t) (2:2)

n=0
Pricemz a,, jsou Slepianovy koeficienty, které lze ziskat nasledovné pomoct tzv. dvoji
ortogonality:
+1

fOyn(etydt = [ ft)n(e.t)dt (23)

-1

—+00

an = )\n(c)/

FEkvivalentni vypocet Slepianovych koeficienti pro diskrétni transformaci je ndsledu-
jici:
N
1= 30 ()l b) (2.4)
k=1

Koeficienty a,, lze nasledné vyuZit k vykresleni spektra signalu. [4]

Pozn.: a¢ je zde spojita Slepianova transformace uvedena, nebude v praci aplikovana,
vzhledem k tomu, Ze je dle vztahu (2.3]), jehoZ zpracovani neni na bé&/ném pocitaci

témér mozné.

2.3 Funkce ,,DPSS* v prostredi Matlab

V prostredi Matlab je k ziskani Slepianovych sekvenci k dispozici funkce dpss. Syn-
taxe ji dovoluje volat vice zptisoby, z nichz nékteré umoznuji vytvoreni vlastni da-
tabaze dat pro dpss pomoci funkce dpsssave a nasledného uziti dat z této databaze,
volbu interpolace (linearni ¢i spline — krivkovd, angl. | linear”, ,spline®) a jiné moz-

nosti [6]. V zdkladu je vsak funkce voldna zejména nasledovné:
[dps_seq, lambda] = dpss(seq_length,time_halfbandwidth , Ni)

Kde jednotlivé polozky znamenaji [6]:

e seq_length — délku sekvence, v diskrétni oblasti to znamend pocet vzorki V.
Datovy typ — pozitivni integer.

e time_halfbandwidth — urcuje Time-half-bandwidth product NW = N - W,
kde N je pocet vzorku sekvence a [—W, W] efektivni sitka pasma sekvence.
Obvykle se voli naprt. 2,5. Jedna se o skalarni hodnotu, pro kterou musi platit,
ze 2- NW < seq_length (coz je analogicky prepis vztahu W < 0,5, je-li

normovand vzorkovaci frekvence wg = 1, viz také [1.1.3)).
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e Ni — pocet Slepianovych sekvenci, které budou na vystupu. Lze zapsat jako
prirozené ¢islo, anebo jako dvouslozkovy vektor v, jehoz dvé slozky jsou pfi-
rozend cisla. V tomto pripadé budou vykresleny sekvence od v(1) do v(2).
Pozn.: Matlab pouZivd oznaceni dps_seq, number of sequencies, viz [6].

o dps_seq — Slepianovy sekvence. Jedna se o matici, jednotlivé sloupce jsou
Slepianovy sekvence sefazené od 0. po ., pocet fadkii odpovida seq_length a
pocet sloupcti Ni poctu zadanych sekvenci. Neni-li Ni zadano, je pocet sloupcti
2 - NW (Time-half-bandwidth product).

e lambda — udava pomeér koncentrace energie ve frekven¢ni doméné. Sloupcovy
vektor o délce odpovidajici poc¢tu sekvenci Ni.

Pozn.: u spojitych Slepianovych sekvenci se namisto parametru NW pri generovani
diskrétnich v Matlabu objevuje parametr ¢. Vztah mezi nimi definuje [2.3.1] [7]

Definice 2.3.1 Pro ekvivalenci parametru NW v diskrétni doméné a parametru c

ve spojité casové doméne plati nasledujici:
c=QT/2 (2.5)

kde je Q sirka spektra o T doba pozorovdni signdlu (odpovidajici N - Ts v diskrétni

doméné). Pro ) plati ndsledujici:
Q= 27W/ Ty (2.6)

Z rovnic pak lze odvodit:

w T W  NTg
— 2 —_— . — = 2 _ . — — = N 2.
c WTS 5 T 5 TNW (2.7)

Pri dosazeni vhodnych parametrii je snadné generovat bazi dpss, tak jako tomu
je na obr. 2.1] ktery ukazuje prvnich 5 Slepianovych sekvenci ¢ aZ 14. Je vytvorena
s parametry seq_length = 127, time_halfbandwidth = 2,5 a Ni = 127. Baze je
ortonormalni, tzn. ortogonalni viz rovnice a normalizovand (1.10]).

Vzhledem k tomu, Ze parametr Ni je shodny s parametrem seq_length = 127, jedné

se o tzv. uplnou bazi, kdy poctu vzorki odpovida pocet sekvenci.

2.4 Provéreni ortogonality Slepianovy baze

Obrézek [2.1] ukazuje Slepianovu ortonormélni bazi. Ortonormalitu lze ovérit nasle-
dovné: z rovnice ((1.9) plyne, ze suma soucinit hodnot dvou riznych funkei ortonor-
malni baze je nulova, z rovnic (|1.8) a (1.10) zase vyplyva, ze norma funkce je rovna

1 a normu také ziskdme sumou kvadratt hodnot dané funkce. Kvadrat lze uvazovat
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Ortonormalni Slepianova baze, pocet vzorkd N = 127, pocet sekvenci 1 =5
T T T T T

T T T T
0.15 — Yo
—wl
P
01+ 214
E—
—,
s 005 .
©
2
g o
<
-0.05 F .
01 i
-0.15 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 .08 -06 04 02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Normalizovany ¢asovy interval

Obr. 2.1: Slepianova ortonormalni baze, prvnich 5 sekvenci.

jako souc¢in k—tého prvku se sebou samym, tedy jako skalarni soucin funkce se sebou
sama. Téchto poznatkt lze vyuzit pfi maticovém nasobeni.

Je-li matice A nasobena matici transponovanou AT, ziskdme vyslednou matici
V, kde hodnota prvku na pozici [j, k] bude rovna sumé soucini (skaldrnimu sou-
¢inu) prvka j-tého fadku matice A s k—tym fddkem matice AT. Vzhledem k tomu,
ze druha matice je transponovana, ziskdvame v matici V skaldrni souciny vsech
kombinaci fadkt matice A.

Pokud bude matice A matici Slepianovych sekvenci, ziskame matici V, ktera
bude jednotkovou matici V = I (vSechny hodnoty budou rovny 0, na hlavni diago-
néle budou rovny 1). Ziskdme-li jinou nez jednotkovou matici, pak pro bazi neplati
definice a a baze neni ortonormalni, potazmo ortogondlni. VysSe popsané
realizuje v Matlabu nasledujici kod. Funkce bar (check) vykresluje vyslednou ma-
tici 'V jako trojrozmérnou, ovéreni, ze se opravdu jedna o jednotkovou matici a ze
je baze ortonormélni, ukazuje obr. 2.2] Obrézek naproti tomu ukazuje chybu
ortonormality V — I. Vzhledem k tomu, Ze se jednd o ¥f4d 1079, lze to povazovat za

chybu datového typu, jelikoz Matlab poc¢ita obvykle na 16 platnych ¢islic [§].
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Vypis 2.1: Generovani Slepianovy ortogonalni baze v Matlabu.

num_seq = 127; Jpoclet sekvenci Slepianovy ortogondlni baze
N = 127; Apoclet wvzorkd signdlu
NW = 2.5;

[dps_seq, lambda] = dpss(N,NW,num_seq);

check = dps_seq*dps_seq’;
bar3 (check) Avykreslent matice ve 3D do aktualniho okna

min(min(eye (N) == round(check,10)))

Pozn.: posledni radek ve vyse uvedeném kodu ovéruje, zda je jednotkova matice
o rozméru N shodnd s vysledkem kontroly ortonormality. Zaokrouhleno (round)
bylo z duvodu, ze Matlab vraci vysledky blizici se 0/1, fadové se od téchto hodnot
lisf 0o 107 a méné (coz je potvrzeno na obr. , zjevné se jedna o nepresnost
vypoctu, proto si mizeme dovolit zaokrouhlit na 10 platnych ¢islic, coz je predano
druhym parametrem. Dale dvé funkce min hledaji nejnizsi hodnotu v boolovské
matici porovnani. Vyjde true, matice jsou shodné (kazdy prvek v jednotkové matici

se shoduje s korespondujicim prvkem v matici pro kontrolu ortonormality).
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Kontrola ortonormality Slepianovy baze
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Radek matice Slepianovych sekvenci
Radek matice Slepianovych sekvenci

Obr. 2.2: Dlikaz ortonormality Slepianovy ortonormalni baze.

Chyba ortonormality Slepianovy baze

Obr. 2.3: Chyba ortonormality Slepianovy béaze. Jedna se o vypocet rozdilu matic
V-1
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3 Slepianova transformace

Pii zpracovnani signalu (signal processingu) je obvykle potieba signal rozloZit na
jednotlivé frekvené¢ni slozky. To se déje pomoci transformace signalu f(t) z casové
oblasti do frekvencni oblasti F'(w), v niz ziskame tzv. spektralni koeficienty. Zpétnou
transformaci poté ziskame ze spektra ¢asovy pribéh. Obecné lze tyto transformace

popsat v diskrétni doméné nasledovneé 3.0.1]

Definice 3.0.1 Obecnd primd transformace je definovana ndsledovné:

N-1
ay, = Kp - Z U(m,n)- f(n) (3.1)
n=0
Jeji inverze takto:
M-1
f(n)=Ki- Y ¥(m,n)-a, (3.2)
m=0

kde a,, jsou spektralni koeficienty, f(n) je transformovany signdl, Ky, Kp jsou obecné

konstanty, W je bdzovd matice transformace. Je-li bize ortogondlni, pak z definice

oyplijud:

o) = 51 3 W K S T o) = W f ) (59

Z rovnice plyne, Ze K1 a Kp zajistuji normalizaci spektra a,, a jejich soucin je roven:
Ky Kp = |[]|72. [

Jednim z nejbéznéjsich nastroji pro vyse popsané je Fourierova transformace
FA{f(t)}. Pro diskrétni signdly mame Diskrétni Fourierovu transformaci, nicméné
pro porovnani se Slepianovou transformaci bude v néasledujicich kapitolach uvadéna
zejména Fast Fourier Transform (FFT).

Fast Fourier Transform (rychld Fourierova transformace) se od Diskrétni Fourie-
rovy transformace (DFT) 1is{ vypoctem. FFT je uc¢innéjsi algoritmus pro vypocet
DFT. FFT m4 linearitmickou (O = 2N - logy(N)) naro¢nost, DFT kvadratickou
(O = N?) [9]. Z tohoto diivodu nebude v definicich rozlisovdno mezi FFT a DFT,

jelikoz se jejich vysledek nelisi.

3.1 Definice DFT

Definice 3.1.1 Diskrétni Fourierova transformace (DFT) signdlu je definovdna nd-

sledovné:
N—1

U = > f(k)e=mFH (3.4)

k=0
kde m = 0,1,2,...,N-1
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Definice 3.1.2 Inverzni diskrétni Fourierova transformace (IDFT) signdlu je defi-

novana:
1 N- 27
= 3 3 el 3:5)

kde k = 0,1,2,...,N-1

kde a,, je m—ty koeficient DFT
f(k) je k—ty vzorek vzorkovaného signalu

N je celkovy pocet vzorki. [9]

Vektor koeficientt a,, tvori spektrum DFT. Slepianova transformace a spektrum
je zapséna v definici 2.2.1]

3.2 Slepianova transformace zvoleného signalu
Méjme signal f(t) o predpisu:
. 3 3
f(t) =3 -sin(27t) + 53 sin(67t) + 1 sin(107t)

vzorkovany se vzorkovaci periodou Ts = 0, 01s. Takovy signél je frekvenéné omezeny
(bandlimited) a jeho ukdzka v normalizovaném ¢asovém intervalu (—1, 1) je na obr.
. Navzorkovany signal f(¢) zobrazeny v normalizovaném ¢asovém intervalu méa
celkem 127 vzorki, onen casovy interval trva od —63. do 63. vzorku.

Nyni vypocteme diskrétni Slepianovu transformaci (ST) signalu za pomoci defi-
nice [2.2.1] Ziskanych koeficientu a, je tolik, kolik Slepianovych sekvenci tvori bazi
(nejvétsi baze je uplnd baze, kde je pocet sekvenci roven poc¢tu vzorka N). Pomoci
Slepianovy baze z kapitoly [2.3]1ze v Matlabu provést Slepianovu transformaci signalu
f(t) takto:

Vypis 3.1: Vypocet koeficientii Slepianova spektra.

a = []; svektor koeficientid a_n
for j = 1:num_seq Aprojdi celou bdzi

a(j) = temp_varl * dps_seq(:,j); svypoclet a_j
end

num_seq zde odpovida poctu sekvenci v bazi dps_seq a vystupem je vektor a Sle-
pianovych koeficienti (spektrum) viz obr. Jak je z obrazku patrné, uplatni se
zejména prvnich 30 sekvenci z tplného Slepianova spektra. Kod lze zjednodusit na
maticové nasobeni a = temp_varl * dps_seq, odpovida-li v matici Slepianovych

sekvenci jeden sloupec jedné sekvenci.
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Navzorkovany signal f(t) v casovém okné [-1;1]
T T T

4 T

T T

Amplituda signalu

Vzorky

Obr. 3.1: Navzorkovand ¢ast signalu f(t). Jednd se o 127 vzorki.

3.3 Inverzni Slepianova transformace

U inverznich transformaci je signdl zpétné rekonstruovan ze spektra. Definice
urcuje, ze zpétna rekonstrukce probéhne jako suma vsech souc¢inii sekvenci a jim pri-
slusnych koeficientt. S vyhodou lze opét pouzit maticové nasobeni, matici sekvenci
je nutno transponovat, aby jeji sloupec odpovidal vzdy vzorku v ¢asové doméné pri

nasobeni vektorem spektralnich koeficient a:
Vypis 3.2: Maticové nasobeni v Matlabu.
signal = a*dps_seq’;
Kde dps_seq je transponovana baze Slepianovych sekvenci a a je matice prislus-
nych koeficientia. Obr. ukazuje postupnou inverzni Slepianovu transformaci po

jednotlivych iteracich tvoricich tad aproximace. Vysledek véetné srovnani s ptivod-

nim signalem a inverzn{ rychlou Fourierovou transformaci (IFFT) je na obr. [3.3|

3.4 Rychla Fourierova transformace FFT

V programu Matlab lze volat rychlou Fourierovu transformaci pomoci funkce fft,
jeji inverzi provede ifft. Pomoci volani téchto funkci lze zjistit Fourierovo spektrum
signdlu f(t) a zpétné jej rekonstruovat. Takto ziskané spektrum a rekonstrukce sig-
nalu je na obr. a (vCetné porovnani se Slepianovou transformaci).
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Inverzni Slepianova transformace signalu f(t)

Amplituda

50

-5
80 60 40 20 0 20 40 60 80
\zorky

Rad aproximace

Obr. 3.2: Vysledny signdl z inverzni Slepianovy transformace. Kazda iterace algo-
ritmu pridava jednu slozku spektra vynasobenou prislusnym koeficientem a odpovida

prislusnému radu aproximace. Zobrazeno prvnich cca 50 aproximaci signélu.

Signal f(t) a signdl ziskany z inverzni Slepianovy transformace fz(t) alFFT fa(t)

4 T T T T T T
—f®
— — = .Slepian fz(t)

............. FFT f,(t)

Amplituda
o

Vzorky

Obr. 3.3: Vysledny signél z inverzni Slepianovy transformace, IFFT a ptivodni signal.
U obou transformaci byly pouzity tplné baze/vsechny slozky spektra.
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Jak 1ze na obr. pozorovat, jsou—li pouzity tiplné baze a vsechny slozky spektra,
rozdil neni znatelny. Porovnévat obé transformace budeme jinak, napriklad srovna-
nim aproxima¢niho postupu viz obr. [3.2] pro Slepianovu transformaci a obr. [3.4] pro
FFT. Jiz letmym pohledem lze soudit, zZe dany signal méa pri n-té aproximaci hladsi
pribéh u Slepianovy transformace, nez u FET (obr. a .

Inverzni Fourierova transformace signalu f(t)

5 f—
[n]
-
=
3 07
E
<

_ /I50

5 | | | | | | | |

-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 800 Rad aproximace

Vzorky

Obr. 3.4: Vysledny signal z inverzni FFT transformace. Kazda iterace algoritmu pii-

dava jednu slozku spektra — roste rad aproximace. Zobrazeno prvnich 42 aproximaci

signalu.

25



Slepianovo spektrum
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Obr. 3.5: Vysledkem Slepianovy transformace signalu f(t) je jeho spektrum.

FFT spektrum
T

14 T T T T T 3

©O
© |

Amplituda
Uhel [rad]
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Obr. 3.6: FET spektrum amplitudové (vertikalni osa vlevo) a fazové (osa vpravo).
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3.5 Rozdily ve spektrech

Rozdil ve spektrech (zohlednime-li symetrii Fourierova spektra) je patrny ve velikosti
jednotlivych spektralnich slozek. U Slepianova spektra — obr. [3.5]— maji slozky blizké
0 vétsi amplitudu, ale ta se se stoupajicim indexem slozky velmi rychle ptiblizi k
nulovym hodnotam. Nenulové koeficienty maji zde pouze liché slozky. U Fourierova
spektra na obr. maji nenulové koeficienty témeér vsechny slozky a se stoupajicim
indexem amplituda klesd, uvazujeme-li pouze polovinu spektra, druha polovina je
totiz symetricka, presto je vSak amplituda stale relativné daleko od 0. Proto i pri
postupujici aproximaci signilu do vyssiho fadu (obsahujici i vyssi slozky symetric-
kého spektra) je stdle vyraznd zména tvaru signélu. Presnéji se témito rozdily bude

zabyvat také sekce [3.6]

3.6 Srovnani Slepianovy transformace s FFT

Pro porovnani vyse uvedenych transformaci signdlu f(¢) (také na obr. byl zvolen
nasledujici postup, kdy probihé iteracné zpétna transformace a je poc¢itana odchylka:
1. Spocitdno € = 1% peak-to—peak hodnoty signélu, tato hodnota bude vyuzita
dale.
£ = 0,01 (funae — frnin)

2. Aproximace zpétné transformace f;,l — pouzita pouze jedna slozka spektra (u
soumérného FFT spektra soumérné slozka napravo a nalevo od stredu spek-
tra).

3. Vypocet odchylky hodnot signalu a aktualni aproximace — vysledkem je vektor
odchylky vo.
vo =1~ fn.

4. Celkova odchylka E¢ — je ddna souctem vsech prvki ve v, prumeérna odchylka
E4 (viz obr. bodu se ziska podilem celkové odchylky a poctu vzorkt
(bodu).

Ec =3 vo
Ey= EWC, kde N je pocet vzork.

5. Jestlize je prumérna odchylka mensi nez €, zapsan rad aproximace m.
EFi<e

6. Jestlize je maximalni odchylka ve vo mensi nez ¢, je zapsan fad aproximace
Mmaz-
max{vp} < e

7. Vypoctena dalsi aproximace — pouzita dalsi slozka spektra. Vysledek pric¢ten
k posledni aproximaci, ziskdna nova aproximace fm:rl.

8. Jestlize nebyly pouzity vsechny slozky spektra, pokracuje se bodem ¢. 3.
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Vyse popsany algoritmus byl realizovan v programu Matlab, viz vypis 3.3}

Vypis 3.3: Vypocet odchylky v jednotlivych aproximacich signalu.
ASlepianova invezni transformace, pro IFFT podobné
not_yet = true;
not_yet2 = true;
aprox_celk = zeros(N,1);
dif vect = [];
for it = 1:N

aprox = a(it)*dps_seq(:,it); AIterace inverzni S. t.
aprox_celk = aprox_celk + aprox;/priéti k dalSim aproz.

difference = abs(signal’-aprox_celk); Jvektor odchylky
Avektor sum odchylek jednotlivych iteract
Adif_vect/N je wektor prumérnych odch. bodu v iteracich

dif vect = [dif _vect sum(difference)l];

szapi$ iteracti, kdy je maxz odch. < 1 J peak-to-peak hodn.
if (max(difference)<(Ampl2/100) && not_yet)

SL_count = it;

not_yet = false; Abylo zapsdno, ji1Z meprepisuje

end

szapi$ iteracti, kdy je prumérnd odch. < 1 }
if (sum(difference)/N<(Ampl2/100) && not_yet2)
SL_count_avg = it;
not_yet2 = false; Abylo zapsano, jiZ neptepisuje
end

end

Hodnotu prumérné odchylky zndzornuje obr. ¢. [3.7 CoZ potvrzuje myslenku
uvedenou v sekci [3.5] Ze Slepianovo spektrum mé od urcité slozky téméf nulové am-
plitudy, jelikoz pridani onéch slozek nem4 na odchylku znatelny vliv (odchylka je jiz
blizké 0). Z toho lze odvodit, ze pro dostate¢nou rekonstrukei signalu f(¢) z harmo-
nickych slozek by postacovala netpind Slepianova baze, odhadem by stacilo prvnich
30 sekvenci. U FFT je tieba pouzit viechny slozky spektra. Rady aproximace, kdy
poklesla prumérna ¢i maximéalni odchylka pod 1 % peak—to—peak hodnoty signélu,
jak bylo uvedeno v algoritmu na pocatku sekce [3.6] jsou uvedeny v tabulce [3.1]

Stejné srovnani bylo posléze provedeno pro 100 generovanych harmonickych sig-

nalu, které byly generovany nasledovné, viz vypis [3.4}
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Zéviglgst pramérné odchylky bodu pfi postupné zpétné transformaci viéi plivodnimu signalu
. T T T T T T

Slepianova transformace
Rychla Fourierova transformace

pozice bodu

Pramérna A
-
T
1

05 i

O Il Il Il Il Il B —

0 20 40 60 80 100 120 140
Rad aproximace

Obr. 3.7: Prubéhy odchylky iteraéni zpétné transformace a pvodniho signalu f(¢).

Tab. 3.1: Tabulka porovnani odchylek pro Slepianovu a rychlou Fourierovu trans-

formaci, signéal f(t).

Typ odchylky | Réd aproximace Slepian | R4d aproximace FFT
Maximalni 22 125

Prumérna 22 57

Vypis 3.4: Generovani 100 harmonickych signéli.

a = rand;

n = 1;

t_vector = t_vector+a*tmp; Jndhodné posunuti Casu

tmp2 = mod(5*rand,5); Jndhodnd hodnota

k = 3:2:(2%xtmp2+1); /hodnoty k, polet ndhodny

sugypocet 1. hodnoty y_0 signalu

y_0 = ampx*sin (2*pix*t_vector);

sugpoclet daliSich sloZek - sinusovek - signdlu

for i = k /Andhodny polet cykld
amp = amp/(tmp2-0.8); Azména amplitudy
y = amp*sin(2*xpixk(n)*t_vector); Jvypolet signalu
y_n =y_n +y; Jprididna ke stavajicimu

29



end
y = y_0 + y_n; ApTidana pruni sloZka

tmp3 = rand;

if tmp3 < 0.5 /Andhodné prondsob ezxzp. funkct
y_e = 0.9%xexp(t_vector);

y = y-*y_e;
elseif tmp3 < 2/3 && tmp3 >= 1/3
y_e = 2xexp(-t_vector);

y = y.*xy_e; end 4 Yy je genmerovand funkce

Jak lze na vypisu kodu vidét, jedna se vzajemné posunuté harmonické funkce
skladajici se nejvyse z 5 sinusovych signalii a nékteré z nich jsou pronasobeny ex-
ponencidlou. Pro tento piipad je ekvivalentem tabulky [3.1] obr. [3.9] a 3.8 popft.
histogramy a

Srovnani se 100 signaly potvrzuje, Ze by zejména u harmonickych signalii o jed-
notkach slozek (bude-li slozek tolik, kolik je vzorki, je tieba béaze tplnd v kazdém
piipadé) postacovala netiplné Slepianova baze, jde—li ndm o nejvyssi povolenou od-
chylku vici ptivodnimu signalu, kdezto u FFT je treba ukladat celé spektrum. Pokud
by slo o fad aproximace splnéni podminky pro primérnou odchylku, rozdil se maze

i pro maly pocet harmonickych funkci, z nichz se signal sklada, viz obr. [3.10]
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Obr. 3.8: R4ad aproximace, kdy pro FFT a Slepianovu bazi maximalni odchylka
splnila podminku (vysvétleno na zacatku sekce .
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Pramérna odchylka
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Obr. 3.9: Réd aproximace, kdy pro FFT a Slepianovu bézi priimérna odchylka spl-

nila podminku (vysvétleno na zacatku sekce .

a5 Pramér primérné odchylky

I FFT
I slepian |

30
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Rad aproximace, kdy byla splnéna podminka

Obr. 3.10: Primérny tad aproximace, kdy pro FFT a Slepianovu bézi primérna
odchylka splnila podminku (vysvétleno na zac¢étku sekce .

31



- Histogram, maximalni odchylka
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Obr. 3.11: Histogram tadu aproximace, kdy pro FF'T a Slepianovu bazi maximalni
odchylka splnila podminku (vysvétleno na zacatku sekce .

16 Histogram, prumérna odchylka
T T T T T T
T FFT
[ Slepian | |
@
o
£ i
[0)
O
I 1 | |
80 100 120

Rad aproximace

Obr. 3.12: Histogram tfadu aproximace, kdy pro FFT a Slepianovu béazi primérna
odchylka splnila podminku (vysvétleno na zacatku sekce .
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4 Vyuziti ,,DPSS*“ pri extrapolaci signalu

4.1 Definice extrapolace

Definice 4.1.1 Mdme casové omezené pozorovany signdl x(t) € Bgq, kde Bq je
podprostor Hilbertova prostoru ¢y ortogondlnich a zdroven bandlimited funkci. Sig-
ndl z(t) pozorujeme v intervalu A, pak pod pojmem extrapolace rozumime hleddani
chovani signdlu mimo interval pozorovani A, resp. v jeho okoli (sousednich casovijch
hodnotach). [10]

Pojem extrapolace ve zkratce tedy znamend pripad, kdy jsou namérend data od-
hadovana i mimo interval pozorovani. Slepianovy sekvence jsou jednim z nejlepsich
néstroju pro tento ucel, je-li signl rovnomérné vzorkovan (jiné zptsoby nez pomoci
Slepianovy baze uvadi napr. [10]). Dulezitou roli béhem extrapolace hraji jednak A,
(vlastni ¢isla nabyvajici sestupnych kladnych hodnot, ktera vyjadiuji koncentraci
sekvenci, viz a jejich hodnoty viz |4.3)) a také parametr ¢ (viz pro jeho de-
finici a ekvivalenci s parametrem NW v prostiedi Matlab), ktery musi byt ovSem

vhodné zvolen, viz definice [4.1.2]

Definice 4.1.2 Sméruje-li parametr ¢ k 7/Ts, pak je extrapolace nemoznd a vi-
sledky Slepianovy transformace jsou podobné Fourierové transformaci. Idedlné se voli
c co nejblize k bandlimitu 2, coZ je v praxi opéet ovlivnéno vzorkovacim teorémem,

potazmo vzorkovaci frekvenci. [

4.2 Pouzity algoritmus pro extrapolaci
Navrh vychézi z definiéniho konvoluéniho vztahu viz [2.1.1] Ten je upraven do tvaru:

S, By, (K, W)
A (K, W)

Kde k jde od 1 az po K. Pricemz nyni je mozné prodlouzit Slepianovy sekvence ze 127

%(KWJ) - (4.1)

namérenych vzorku kuprikladu na 401 nebo jiny pocet vzorki. Zde jiz nebude platit,
ze prodlouzend plna baze ma stejny pocet sekvenci, jako je pocet vzorki prodlouzené
sekvence. Pocet sekvenci bude opét nejvyse 127 pri uplné bazi. Generovat tplnou

bazi zde ovsem nebude mozné, problém bude popsan dale.
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Prodlouzené Slepianovy sekvence, ¥, az ¥, NW=6.4
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Obr. 4.1: Prodlouzena Slepianova baze na 401 vzorka symetricky kolem ptivodnich
127 vzorki. ¢y az ¥,

Prodlouzené Slepianovy sekvence, ¢1o az ¢14, NW = 6.4
T T T T T T T
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Obr. 4.2: Prodlouzena Slepianova baze na 401 vzorkl symetricky kolem ptivodnich
127 vzorku. wlo az 1/}14
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Jak lze vidét na obr. a ne vsechny sekvence zasahuji vyznamné i mimo

interval pozorovani signalu.

Vektor hodnot lambda X, NW = 6,4, cervené propojeny sousedni hodnoty
T T T T T

Vlastni ¢islo A(n)

x X

1 1 1

XX e ﬁz&mﬁz‘*

20 40 60 80 100 120
Rad n

Obr. 4.3: Ukazka hodnot A pri parametru NW = 6,4. Je patrné, ze nékteré hodnoty
nebyly vypocteny (v Matlabu jsou nulové).

Postup: Nejprve je tieba zohlednit nasledujici: jelikoz se v rovnici deli lamb-
dou, je dobré zkontrolovat jeji hodnoty, zda nejsou nulové. Lambda nabyva sestup-
nych hodnot od 1 po hodnoty blizké nule — a vzhledem k presnosti Matlabu [§] je
mozné, ze nékteré z hodnot budou kvili nepfesnosti rovny 0 (tyto nejsou v obrazku
vyobrazeny, logaritmické méfitko nuly nevykresli). Proto budeme pocitat nové
Wy pouze pro M takové, ze jemu odpovidajici lambda je nenulova. Zjednodusené pak
budeme mit pouze prvnich M sekvenci, kde M < N, pricemz puvodnich sekvenci je
N. Takové N lze nalézt kuprikladu nasledovné:

Vypis 4.1: Urceni nejvyssi nenulové A.

nonzero = find(lambda); JvypisSe indexzy nenuloviych prvki
set_1 = 1:N; Avektor 1 aZ 127

/s rozdil mnoZin monzero a set_1
/4 nalezne nejmenst index, kde je nulovd lambda a odeclte 1
4 => je ziskdn index posledni nenulové lambdy

max rad = min(setdiff(set_1,nonzero)) - 1;
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Méme-li stejny testovaci signal f(t) = 3 - sin(2xt) + 3 - sin(67t) + 3 - sin(107¢) a
parametr NW = 6.4, je M rovno 27. Nasledné je jiz mozné vypocitat prodlouzené

Slepianovy sekvence (v konkrétnim ptipadé prvnich 27) podle rovnice [4.1]

Vypis 4.2: Vypocet prodlouzenych .
for seq_num = 1l:max_rad
for 1 = -floor(N/2):floor(N/2)
dps_dl(seq_num, :) = dps_dl(seq_num, :) +
2xc/N*sinc (2xc/N*(k-1))*dps_seq(l+floor (N/2)+1,seq_num);
end
dps_dl(seq_num, :) = dps_dl(seq _num, :)/lambda(seq_num);

end

A poté je mozné provést inverzni Slepianovu transformaci obdobné jako v sekci
bud for cyklem, anebo prislusné upravenym maticovym nasobenim — je nutné
omezit nejvyssi rad koeficientli spekrta. Vysledek je poté na obr. véetné kvadra-
tické odchylky signélu.

Vypis 4.3: Inverzni Slepianova transformace prodlouzenych .

for iteration = 1:max rad
signal_element = a(iteration)*vysl(iteration,:);
signal = signal + signal_element;

end

sZvarianta s maticovym ndasobenim

signal = a(l:max_rad)*vysl;

Je dobré si také povsimnout, ze pro extrapolaci maji vyznam zejména klesajici

A od 10. po 27., viz spojity pokles na obr. [4.3 a také srovnani [4.1] a [£.2]
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Extrapolace signalu
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Puvodni signal
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Obr. 4.4: Extrapolace signdlu f(t), NW = 6,4. Svislymi ¢arami je naznacen inter-
val méreného periodického signalu. Extrapolace je velmi presna pro cca dalsich 16

vzorku (samples).

4.3 Nedodrzeni parametrii

Jak jiz bylo uvedeno na zacatku této kapitoly o extrapolaci, je nutno dodrzet urcité
podminky, aby byla extrapolace mozna.

Spravna hodnota parametru NW Jak je odvozeno v definici[2.3.1], parametr ¢
lze prevést na NW uzivané v Matlabu nasledovné: ¢ = ntNW. Aby vysla extrapolace
co nejlépe, musi byt NW zvoleno co nejblize k /7 (odvozeno z [4]. Dosazenim
do rovnice lze zjistit hodnotu W:

. Q  QTy  10-7-0,01
C2rfg 2w 2m
Do za € lze dosadit nejvyssi frekvenci signalu Q = 107, vzhledem k tomu,

ze byl pouzit stejny testovaci signal f(t), ¢ini vzorkovaci perioda Ts = 0,01s, a pak

= 0,05 (4.2)

je mozné vyjadrit si vztah pro parametr W. Poté jiz lze jednodusSe dopocitat NW
prostym vynasobenim poc¢tem vzorka N = 127: NW = 127 - 0,05 = 6, 35. Proto je
pro extrapolaci v této kapitole zvolen parametr NW = 6, 4.

Neni-li parametr NW stanoven spravné, dojde k nespravnym vysledkim, které

ilustruji obrézky [4.5], [4.6] a [£.7]
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Obr. 4.5: Extrapolace signélu f(t), NW = 2, 5. Extrapolovany signal dosahuje hod-
not o nékolik radi vyssich.
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Obr. 4.6: Extrapolace signalu f(t), NW = 2,5, detail. Vysledek nelze povazovat za
rekonstrukei signdlu f(t).
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Extrapolace signalu, NW = 30
T T T

T 1 12
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— — — - Extrapolovany signal [
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Obr. 4.7: Extrapolace signalu f(t), NW = 30. V porovnani s obr. vsak extrapo-

lace neni tak kvalitni.

Obecné pak 1ze stanovit zavislost délky extrapolace pri tolerovatelné kvadratické
odchylce vuci predpokladanému periodickému signalu na parametru NW, jak je
ilustrovano na obr. .8 Graf byl vytvoren tak, Ze signdl byl extrapolovdn pomoci
bazi s NW jdoucim od 2 do 30 s krokem 0,1, poté byla extrapolace porovnavana s
predpoklddanym pribéhem a pocitana odchylka. Zapsan byl vzdy pocet vzorkt vné
intervalu, ktery mél kvadratickou odchylku od signalu mensi, nez byla stanovena
(0,1; 0,001 nebo 0,000 01). V zavislosti na obr. si 1ze vSimnout poklest (zejména
mezi NW = 15 a NW = 20) az k nulovému prodlouzeni, mohlo by se jednat napr.
o vypocetni chybu Matlabu, tj. nekvalitné generovanou bazi pii daném NW, ¢emuz
nasvedcuji i warningy vypisované v Matlabu pri generovani Slepianovy baze ve znéni:
’Matrix is singular to working precision. Results may be inaccurate.’,

které se vzdy vyskytuji v mistech poklesti.
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Zavislost délky extrapolace ve vzorcich
T T

na param. NW
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Prodlouzeni ve vzorcich
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Obr. 4.8: Zavislost délky extrapolace pti definované kvadratické odchylce na para-

metru NW. Teckované naznacena pouzivand hodnota NW = 6, 4.
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5 Vyuziti ,,DPSS“ pri kompresi signalu ze
simulatoru rizeni vozidla

V kapitole se srovnava Slepianova ortogonalni baze s Fourierovou. Na prvni
pohled se zd4, ze Slepianova aproximuje dany signal lépe, nez Fourierova, nicméné
toto srovnani bylo provedeno pro harmonické signaly o nékolika slozkach, coz ma
také sva uskali:
o Pri ¢isté namétené periodé signdlu by Fourierova transformace aproximovala
lépe, baze se totiz sklada z harmonickych funkei o nasobcich zédkladni periody.
Toto je ovSsem kompenzovano skutecnosti, ze témér nikdy netrva naméreny
signal pravé 1 periodu ¢i celociselny pocet period.
o Skuteéné métené signdly se idedlnim harmonickym pribéhiim mohou pouze
priblizovat.
Proto je v této kapitole ovéreno vyuziti diskrétni Slepianovy béaze a transformace
na skutecny signdl poskytnuty ze simuldtoru fizeni vozidla (v¢. nahravaciho m. file
load_data.m) a kompresi dat naméreného signdlu (principem komprese spektra).
Transformace pro porovnani se Slepianovou jsou Fourierova a kosinova (vSechny
diskrétni).

5.1 Diskrétni kosinova transformace

V historii digital signal processingu byly dtlezité milniky ty, které vedly k lepsim
algoritmim vypoctu diskrétni Fourierovy transformace (napft. algoritmus FFT viz
[9]) anebo objevy jinych vypocetné efektivnich transformaci. Obdobnym objevem
jako objevem algoritmu FFT je i diskrétni kosinova transformace (zkr. DCT)
uzivana hojné ve zpracovani jedno- (zvukovy signal, zde lze najit i velmi speciali-
zovand vyuziti jako napr. v algoritmu pro detekce $itky pasma Teci viz napt. [11])
a vicerozmérnych signali (obrazy). Diskrétni kosinova transformace tedy bude také

porovnavana se Slepianovou a Fourierovou. [12]

Definice 5.1.1 Diskrétni kosinovd transformace signdlu md 4 formy, jeZ jsou defi-

novdny maticemi bazovjch funkci [C’JI\?H} [12]:

b= (5 e (527 5

kde m,n = 0,1,...,N-1

(CVn| = <i]>2 [k:m cos (m(n;%)ﬁ)} (5.2)
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kde m,n = 0,1,...,N-1

[CEANE (;) [kn cos (W)] (5.3)

kde m,n = 0,1,...,N-1

v 2\ 3 m+3)(n+3)m
{C’Nﬂ}mn = <N> [cos <( )]\(f ) )] (5.4)
kde m,n = 0,1,...,N-1

k, = 1/\/5 kdyZp = 0 nebo p = N, jinak k, = 1, kde k, =k, k,.

N je obecné délka signdlu.

Kosinovd transformace je pak definovana takto:

N-1

Am = Z [OJI\§+1}

n=0

f(n) (5.5)

mn

Jeji inverze takto:
M-1

f(n) = Z {OJIV(H]

m=0

m (5.6)

mn

kde a,, jsou spektralni koeficienty a f(n) je transformovany signdl.

Vsechny transformace jsou ortogonalni (viz def. [I.2.5]). Inverzi lze ziskat prohozenim
m a n, pak [. a IV. jsou inverzi samy sobé a II. a III. jsou si inverzemi navzajem.
Matlab pouziva ve své knihovni funkci dect DCT II., neni-li definovano jinak. Tato
funkce je pouzita dale v praci. Obecné u kosinové transformace plati, ze jiz nékolik

spektréalnich slozek postacuje k dostatecné rekonstrukei puvodniho signélu. [13]

5.2 Simulator rizeni vozidla

Jednd se o projekt k diplomové préaci studenta Davida Michalika [I4] umoziujic
ziskavani dat o chovani ridice vozidla. V ramci projektu slouzi k ziskani dat o chovani
ridice pedaly, volant, fadici paka, pripadné jina obvykla zarizeni pripojena k PC jako
klavesnice ¢i mys viz obr. 5.1l Samotny Simuldtor fizeni vozidla navrzeny na herni
platformé Unreal Engine vytvari situace z redlného provozu silniéniho vozidla, jako
napt. vbéhnuti srny do cesty anebo vynucenou zménu jizdniho pruhu na délnici.
Nésledné jsou z néj uklddana data, napriklad natoceni volantu ¢i poloha vozidla na
sitce silnice (nejednd se o ujetou vzdalenost, ale o vzdélenost od kraje cesty, popt.

ve kterém jizdnim pruhu se vozidlo nachazi). [14]
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Obr. 5.1: Realizace simuldtoru fizeni vozidla, zdroj obrazku: [15].

5.3 Komprese namérenych dat

Ze simulatoru byla pro ucely komprese dat vybrana nésledujici data viz obr. a
Jedna se o polohu vozidla vzhledem k $ifce silnice (umisténi v jizdnim pruhu)
a natoceni volantu béhem jizdy. Obrazky neuvadéji vsechna data, ale jen reprezen-

tativni vzorek. V praci byla pouzita dalsi namérena data obdobného charakteru.
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c Poloha vozidla na silnici (od ¢ary)
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Obr. 5.2: Prvni signal je poloha vozidla na silnici vzhledem k jeji sitce.

Natoceni volantu
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Obr. 5.3: Druhy signél symbolizuje natoceni volantu béhem fizeni, matematicky

vzato se jednd o derivaci signlu na obr. [5.2]

Celkové maji data zpracovavana dale kolem 210 000 vzorkt. S mirnou modifikaci

jako v kapitole [3.6] probihd srovnéni transformaci. Signdl je vzorkovén po tsecich,
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kazdy z nich ma 127 vzorkt. Poté jsou spocitany transformace — FFT, DCT a ST.
Nésleduje zpétna aproximacni transformace signélu (se zvysujicim se fadem aproxi-
mace signalu). Nejprve jsou brany koeficienty nizsiho fadu, nasledné radu vyssich a
je porovnavan signél s puvodnim pribéhem pomoci tzv. MSE (mean square error)
kritéria — viz definice |5.3.1, Toto je primérovano pro vsechny 127 vzorkt dlouhé
tseky a na zaveér jsou transformace vyhodnoceny co se presnosti aproximaci (alias
tzv. ¥idké reprezentace dat, angl. sparse representation) tyce. Pfesnéji je algoritmus
popsan slovné prikazy pro program v nasledujicim seznamu:
1. Vezmi prvni spektralni koeficient pro danou transformaci, ostatni inicializuj
na nulové hodnoty. Proved to pro vSechny transformace.
2. Vykonej inverzni transformace (IST, IFFT, IDCT) pro délku signdlu rovnou
127 a dané spektralni koeficienty.
3. Porovnej vysledky inverznich transformaci s origindlnim signdlem (odpovida-
jlcim tsekem signélu), vypocitej MSE pro kazdou transformaci a uloz je.
4. Pridej dalsi spektralni koeficient v poradi, zvys rad aproximace. Proved to pro
vsechny transformace a jdi na druhy bod.
5. Jestlize jsi pouzil vSechnu koeficienty spektra, vezmi dalsi tsek signalu a po-
krac¢uj prvnim bodem.
6. Pokud je jiz cely signdl rekonstruovan, vypocitej relativni globalni kvadra-
tickou chybu (Relative global squarred error Eg). Béhem jejtho vypoctu je

zohlednéna energie jednotlivych signali.

Definice 5.3.1 Kvadratickd chyba (mean square error, MSE, E,,) je definovina

nasledovné: .
En= ; [00) = ful)]” 57)
)

kde f(n) je pivodni signdl a fi,(n) rekonstrukce signdlu (m-td aprozimace), N je
obecné délka signdlu, jednotka kvadratické chyby [E,,] je shodnd s kvadrdtem jednotky
veliciny [v], pro niZ je chyba uddvdna: [E,,] = [v?]. Také lze definovat Relativni
globdlni kvadratickou chybu (relative global squared error, Eg):
g~ LES 70 = )]

N Sy

Chyba relativni Eg je uddvdna v procentech. Zdroj: [12).

(5.8)

Vysledek prubéhu relativni kvadratické chyby Eg nejlépe ilustruje obr. 5.7, Nutno
zdiraznit, ze se jedna o hodnoty, které byly ziskany primérem z hodnot ziskanych
pro jednotlivé navzorkované tseky signali (tomu odpovida globélni chyba). Slepia-
nova transformace ma Er zpocatku znacné vyssi, coz je dano neexistujici konstantni

(DC) slozkou, jiz maji jak kosinova, tak i Fourierova transformace. Nasledné se ovsem
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pii desaté slozce dostane az na hodnoty kolem 1072, coz je o f4d méné, neZ mé kosi-
nova transformace. Slepianova transformace ma nejrychlejsi konvergenci chyby Fg.
Co se tyce Fourierovy transformace, ta konci na obrazku pti N/2. slozce. Oproti
kapitole bylo zde vyuzito vlastnosti symetrie spektra, coz ovsem v pripadné
kompresi dat stejné nepomiize, nebof Fourierovo spektrum je komplexni, a tedy i
pti ulozeni pouze 1/2 symetrického spektra ukldaddme stejny pocet redlnych cisel
(vzdy jedno redlné ¢islo pro redlnou a jedno pro imaginérni ¢ast komplexniho éisla
musi byt ulozeno, popf. jedno pro amplitudu a druhé pro thel). Vysledkem obr.
a obecné algoritmu pro porovnani vyse uvedenych transformaci je opét potvrzeni
vyhodnosti Slepianovy transformace, zde se jevi jako nejlepsi jiz od 10 pouzitych
spektralnich koeficientl z celkovych 127.

Mozny vysledek komprese signélu s vyuzitim pouze ¢asti spektralnich slozek (tzv.
ridké reprezentace) je ilustrovan na obr. Je dobré si na ném povsSimnout typické
vlastnosti Fourierovy transformace, a sice ,zakmitani“ rekonstuovaného signalu v
mistech hranic¢icich s dalSimi rekonstruovanymi tseky. Dalsi vlastnosti komprimova-
ného signalu ukazuji také obr.[5.5)a5.6] Zde je zajimavym faktem, Ze vystup snimace
byl o¢ividné ve stavu podobném hazardnimu stavu u logickych obvodi a posilal stii-
dajici se sousedni hodnoty (pulsy), coz je pro zpracovani signalu nezadouci, jedna
se o signal zasumeény. Diky Slepianové kompresi doslo zde k podstatnému vyhlazeni
prubéhu signdlu, coz by mohlo byt vyhodné pti dalsim zpracovani dat, jelikoz by
komprese provedla zaroven i primérovani a zjednoduseni signalu.

Nakonec je zde jesté uveden graf [5.8, ktery je obdobou [3.10] v sekci [3.6]
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Test komprese spektra

Slepian., komprese Y
-0.06 F Fourier., komprese ﬂf\ AT \\
Kosinus., komprese
— — — - Plvodni //yp(/ \\
-0.07 F / \\
32 N\
‘® .0.08 |-
S / \
2 Y
©
o -0.09 -
2
2
< 01
-0.11 [
-0.12 | \%
Il Il Il Il Il Il
4.775 4.78 4.785 4.79 4.795 4.8
Vzorky x10*

Obr. 5.4: Vytez signalu, kde bylo pouZito necelé spektrum, a sice pouze 1/4 spektra.

Test komprese spektra - detail vyhlazeni prabéhu

T
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Obr. 5.5: Vyrez signalu, kde bylo pouzito necelé spektrum, a sice pouze 1/6 spektra.

Detail ukazuje vyhlazeni prubéhu (odstranéni Sumu diky odstranéni vyssich frek-
vencnich slozek).
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Test komprese spektra - detail vyhlazeni prabéhu
3.332
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Slepian., 1/6 spektra
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3.324
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Obr. 5.6: Vytez signalu, kde bylo pouZito necelé spektrum, a sice pouze 1/6 spektra.
Detail ukazuje vyhlazeni prubéhu (odstranéni Sumu diky odstranéni vyssich frek-

vencnich slozek).

100 Zavislost relativni globalni MSE na radu aproximace
Kosinova transformace

Slepianova transformace
Fourierova transformace
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10° 10t 10?
Pocet pouzitych spektralnich koeficient(i/fad aproximace

Obr. 5.7: Zavislost primérné globalni kvadratické chyby na radu aproximace signélu.
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Pramér primérné odchylky
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Rad aproximace, kdy byla spinéna podminka

Obr. 5.8: Primérny tad aproximace, kdy pro FFT, CT a ST pramérna odchylka
splnila podminku (odpovida srovnani v sekci .
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Obr. 5.9: Histogram primérného fadu aproximace, kdy pro FFT, CT a ST primeérna
odchylka splnila podminku (odpovida srovnani v sekci Fourierova transformace
opét vyuziva symetrie spektra, tedy pouze 1/2 spektralnich koeficienti a jeji nejvyssi
rad aproximace je 64.
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Zavér

V praci byly shrnuty zdkladni poznatky tykajici se Slepianovy transformace a na-
stroji pro jeji pouziti v aplikaci Matlab. Byly definovany zakladni pojmy, ovérena
napiiklad ortogonalita Slepianovy ortogonalni baze. Vétsina véci byla ilustrovana
vhodnymi obrézky ¢i grafy.

Dale byla Slepianova transformace srovnana s rychlou Fourierovou transformaci,
popr. i Diskrétni kosinovou transformaci. Porovnana byla spektra, ale i zpétna rekon-
strukce signalu a to celkova i po jednotlivych rfadech aproximace, kdy byly postupné
do rekonstruovaného signalu pridavany jednotlivé slozky spekter, pricemz byla po-
¢itana chyba — o kolik se rekonstruovany signal v dané iteraci lisi od ptvodniho. Pro
signal skladajici se z nizkého poc¢tu harmonickych slozek vychazela 1épe Slepianova
transformace (ve treti kapitole). Dle vysledkiu dosazenych v této kapitole by pro
ulozeni signélu stacila pouze 1/2 ¢ 1/3 Slepianova spektra.

Také byla ovérena moznost extrapolace signalu (prodlouzeni pribéhu mimo in-
terval pozorovani) s pomoci Slepianovy ortogonalni béze. Pfi spravném nastaveni
parametri pouzité baze bylo u zvoleného signalu dosazeno kvalitni extrapolace az
pro 16 vzorkl vné intervalu pozorovani o 127 vzorcich. Signal byl extrapolovan na
obé strany, tzn., ze celkova extrapolace jej prodlouzila cca o 25 %.

Nakonec byla ovérena moznost komprese spektra u redlného signalu. Rizné trans-
formace (Fourierova, kosinova a Slepianova) byly srovnany pomoci relativni globalni
kvadratické chyby (MSE). Z vysledného prubéhu MSE vyplyva, Ze Slepianova trans-
formace je i pro dany skutecny signdl vhodnym nastrojem k jeho kompresi, dokonce
v nékterych parametrech je lepsi, nez v kompresi ¢asto pouzivana kosinova transfor-
mace. Slepianova ortogondlni baze ma tedy spoustu vyuziti minimalné ve zkoumané
skupiné signalt a rozhodné stoji za dalsi vyzkum, kuptikladu co se tyce zefektivnéni

algoritmu vypoctu.
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Seznam symboli a zkratek

DCT

FFT

ST

Uy

S|

W(t), ¥(c,t)
U(k), (e, k)
fm
s

ws

z angl. Discrete Cosine transform, Diskrétni kosinova transformace,

var. IDCT pro inverzni tr.

z angl. Fast Fourier transform, Rychla Fourierova transformace, var.

IFFT pro inverzni tr.

z angl. Slepian transformation, Slepianova transformace, var. IST

pro inverzni tr.

Hilbertav prostor diskrétnich funkei /o

komplexné sdruznené ¢islo k ¢islu a

Slepianova funkce ve spojité casové doméné t

Slepianova sekvence v diskrétni c¢asové doméné t = k - T
aproximace signalu f, kde m znad¢i rad aproximace

vzorkovaci frekvence [H z|,[s™]

vzorkovaci frekvence [rad/s|

vzorkovaci perioda [s]

bandlimit, nejvyssi frekvence frekvenéné omezeného signélu [rad/s|

normalizovany bandlimit, W = 1/2 za predpokladu, ze wg = 1
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A Obsah elektronické prilohy

V priloze jsou soubory .m obsahujici kéd programu pro Matlab. Spoustény byly ve
verzi Matlab R2022b.

2P korenovy adresar prilozeného archivu
dpss_main.m
dpss_average.m
dpss_NW_dependency.m
dpss_signal_auto.m
funkce_generate_signal.m
funkce_generate_signal_rnd.m
funkce_load_data.m
001_23_7_2020_step.csv
002_21_7_2020_step.csv
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